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Yo  r  r  e  d  e. 


Die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Größen  hat 
Leopold  Kronecker  in  der  berühmten  ,,Festschrift^^  vom 
Jahre  1882  nicht  nur  als  grundlegende  mathematische  Disziplin 
neu  geschaffen,  sondern  auch  ihrem  gesamten  Inhalte^  ihren 
Zielen  und  Problemen  nach  genau  umschrieben.  Gleichwohl 
reicht  die  Geschichte  ihrer  Entwicklung  weit  zurück.  Als  ver- 
schleiertes Bild  in  Gauß'  unvergänglichen  Arbeiten  enthalten, 
hat  diese  Theorie  in  den  arithmetischen  Untersuchungen  von 
Lejeune-Dirichlet,  Kummer  und  Dedekind,  den  algebrai- 
schen Forschungen  von  Abel,  Galois  und  Jordan,  den  funk- 
tionentheoretischen Schöpfungen  von  Puiseux,  Riemann  und 
Weierstraß,  sowie  endlich  in  den  algebraisch -geometrischen 
Sätzen  von  Cayley,  Clebsch,  Gordan  und  Noether  ihre 
entscheidenden  Gesichtspunkte  gewonnen.  Auch  die  seit  dem 
Erscheinen  der  Festschrift  verflossenen  weiteren  zwei  Jahr- 
zehnte haben  bedeutsame  Resultate  geliefert,  aus  denen  — 
abgesehen  von  den  Kronecker  sehen  Abhandlungen  — 
insbesondere  die  geradezu  grundlegenden  Sätze  über  Divisoren- 
systeme von  Hubert  und  die  wertvollen  Arbeiten  von  Hensel 
hervorzuheben  sind. 

Bedenkt  man  weiter,  daß  auch  die  neuen  Bahnen,  welche 
die  Gruppen-  and  Funktionentheorie  unter  der  Führung  von 
Klein  und  Lie  einerseits,  Fuchs  und  Poincare  andrerseits 
eingeschlagen  hat,  mit  der  Theorie  der  algebraischen  Größen 
vielfache  Berührungs-  und  Kreuzungspunkte  aufweist,  so  ergibt 
sich  für  unsre  Disziplin  eine  zentrale  Stellung,  die  an  Bedeutung 
auf  dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik  vielleicht  nur  von  den 
Methoden  der  Infinitesimalrechnung  übertroffen  wird. 

Eine  systematische  Darstellung  der  Theorie  —  oder  genauer 
ausgedrückt  ihrer  Fundamentalsätze  — ,  die  sich  in  allerdings 
unvollkommener  Analogie  zu  den  gangbaren  arithmetisch- 
algebraischen  Handbüchern  so  verhält,  wie  eine  Darstellung 
der  Funktionentheorie  zu  den  Lehrbüchern  der  Differential- 
und  Integralrechnung,  wird  wohl  ohne  weiteres  als  dankbare 
Aufgabe  anerkannt  werden.  Wie  schwierig  eine  befriedigende 
Lösung    dieser  Aufgabe    sich  gestaltet,    hat   der  Verfasser   des 
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Torliegenden  Versuchs  an  seiner  Arbeit  selbst  erfahren.  War 
ja  doch  neben  manchen  methodischen  Fragen  früher  eine  Reihe 
von  Fundamentalproblemen  zu  erledigen,  deren  Lösung  entweder 
gar  nicht,  oder  nur  für  spezielle  Fälle  bekannt  war. 

Gerade  diese  neuen  Untersuchungen,  die  wohl  mehr  als 
die  Hälfte  des  gesamten  Inhaltes  ausmachen,  drängten  aber  zu 
der  hier  gewählten  systematischen  Darstellung.  Seit  langer 
Zeit  mit  dem  Gegenstande  beschäftigt,  mußte  ich  bald  ein- 
sehen, daß  einzelne  Abhandlungen  bei  dem  vielfachen  Inein- 
andergreifen jener  Fundamentalprobleme  wieder  sehr  schwer 
lesbar  und  auf  einen  kleinsten  Kreis  beschränkt  blieben,  also 
ihren  Hauptzweck  verfehlen  müßten.  Denn  als  solchen  be- 
trachte ich  es,  den  Geist  der  Krön  eck  er  sehen  Methoden  — 
wenn  der  Ausdruck  für  dieses  schwierige  mathematische  Gebiet 
gestattet  ist  —  zu  popularisieren. 

So  entstand  dieses  Buch,  das  eigentlich  nur  die  ersten 
Elemente  der  Algebra  und  Zahlentheorie  —  einige  Sätze  aus 
der  Lehre  von  den  Determinanten  inbegriffen  —  voraussetzt, 
und  das  eben  darum  auch  ein  Studierender  mit  Nutzen  lesen 
kann;  während  andrerseits  der  Fachmann  die  Darstellung  alter 
und  neuer  Resultate  hier  in  bequemerer  Form  erhält,  als  dies 
in  einzelnen  Journalabhandlungen  hätte  geschehen  können. 

Den  Inhalt  des  Buches  hier  in  Form  eines  noch  so  knappen 
Referates  zusammenzufassen,  hieße  den  Umfang  dieser  Vorrede 
zu  sehr  ausdehnen;  statt  dessen  sollen  hier  nur  einige  Punkte 
fragmentarisch  berührt  werden. 

Die  ganze  Darstellung  geht  von  der  Definition  „holoider^^ 
und  „orthoider"  Bereiche  aus,  die  den  Bereichen  der  ganzen 
rationalen,  resp.  der  rationalen  Zahlen  nachgebildet  sind,  also, 
wie  es  scheint,  durch  gangbare  technische  Ausdrücke  wie 
Integritätsbereich  und  Rationalitätsbereich  (Körper)  ersetzt 
werden  können.  Daß  dies  nicht  der  Fall  ist,  wird  der  auf- 
merksame Leser  bald  erkennen;  denn  jene  Definitionen  vermeiden 
die  Starrheit  der  letzteren  Begriffe  und  gestatten  infolgedessen 
eine  viel  einfachere  Grundlegung  der  Theorie,  heben  den  un- 
angenehmen Gegensatz  zwischen  Arithmetik  und  Geometrie 
und  ergeben  den  für  die  Ökonomie  der  Darstellung  wichtigen 
Umstand,  daß  das  „Orthoide"  (Rationale)  als  spezieller  Fall 
des  „Holoiden^^  (Ganzen)  zu  betrachten  ist.  Diesen  Begriffs- 
bestimmungen entsprechend  scheidet  sich  auch  die  Theorie  in 
einen  „algebraischen"  und  „arithmetischen"  Teil. 

Vom  methodischen  Standpunkte  aus  möchte  ich  noch 
hervorheben,     daß     der    Kronecker  sehe     Fundamentalsatz 
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(Kap.  III.  §  5 — 7)  auf  Grund  eines  völlig  elementaren  Beweises 
zum  Ausgangspunkt  der  ganzen  Theorie  gewählt  werden  konnte. 

Diesem  Satze  reiht  sich  sodann  —  als  wichtigste  Grund- 
lage der  hier  erlangten  neuen  Resultate  —  die  Aufstellung  der 
von  mir  sogenannten  Resolventenform  an,  die  als  für  ein  be- 
liebiges Formensystem  geltende  arithmetische  Erweiterung  des 
Resultantenbegriffs  aufzufassen  ist  und  insbesondere  immer  als 
homogene  lineare  Form  der  gegebenen  Formen  dargestellt 
werden  kann.  Dabei  wird  nach  dem  Beispiele  Kroneckers 
bei  Benutzung  des  Ausdrucks  „Form"  von  der  Forderung  der 
Homogeneität  abgesehen. 

Die  Einführung  der  Resolventenform  einerseits,  der 
Kroneckersche  Grundgedanke  der  Association  neuer  Un- 
bestimmter andrerseits  führen  zu  einer  —  im  vollen  Sinne  des 
Wortes  —  allgemeinen  Theorie  der  Elimination,  in  der  die 
Multiplizität  der  durch  irgend  ein  Gleichungssystem  definierten 
Mannigfaltigkeiten  nicht  mehr,  wie  dies  in  der  „Festschrift'^  der 
Fall  ist,  vernachlässigt  wird.  So  entsteht  ein  mächtiges  Werkzeug 
der  Forschung,  das  uns  zunächst  eine  rein  algebraische  Theorie 
der  Funktionaldeterminanten  liefert.  In  einem  längeren  Exkurse 
wird  dann  auch  eine  definitive  Darstellung  der  sog.  speziellen 
Eliminationstheorie,  d.  h.  die  allgemeine  Theorie  der  Resultanten 
und  Discriminanten  —  letztere   zum   ersten  Male  —  gegeben. 

Die  im  engeren  Sinne  des  Wortes  arithmetischen  Teile 
der  Theorie  erhalten  durch  die  Behandlung  der  linearen  dio- 
phanti sehen  Probleme  eine  feste  Grundlage.  Als  solches  wird 
die  allgemeine  Lösung  eines  Gleichungssystems  hingestellt, 
dessen  einzelne  Gleichungen  die  Gestalt  2JF^X.=  F  haben. 
Dabei  sind  die  F  als  gegebene,  die  X  als  unbekannte  Formen 
angesehen,  die  der  weiteren  Bedingung  unterworfen  sind,  daß 
ihre  Koeffizienten  einem  bestimmten,  vorweg  gegebenen 
holoiden  Bereiche  angehören.  Dieses  Problem  wird  in  den 
für  die  Theorie  der  algebraischen  Größen  ausreichenden 
Fällen  durch  eine  endliche,  wohldefinierte  Reihe  elementarer 
Operationen  vollständig  gelöst.  Es  sind  dies  die  Fälle,  wo 
die  Formenkoeffizienten  entweder  einem  orthoiden  Bereiche 
(also  z.  B.  irgend  einem  Rationalitätsbereiche)  oder  aber  dem 
Bereiche  der  ganzen  rationalen  Zahlen  angehören. 

Der  erste  Fall  ergibt  unter  anderem  eine  allgemeine  Behand- 
lung des  Noetherschen  Satzes  im  Räume  von  n  Dimensionen. 

Mit  diesen  Resultaten  ist  nicht  nur  die  wichtige,  bisher 
kaum  gestreifte  Frage  nach  der  Äquivalenz  zweier  Divisoren- 
systeme vollständig  gelöst,  sondern  es  ist  auch  die  allgemeinere 
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Frage  des  „Enthalteiiseins"  eines  Divisorensystems  in  einem 
andern  erledigt. 

In  der  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Großen  werden 
die  beiden  Fälle  der  im  strengen  Sinne  der  allgemeinen  Arith- 
metik („absolut")  ganzen  Größen  und  der  in  Bezug  auf  einen 
orthoiden  Bereich  („relativ") '  ganzen  Größen  zugleich  und  nach 
denselben  Methoden  behandelt.  Im  zweiten  Falle  sind  unter 
anderen  die  im  Sinne  der  Funktionentheorie  oder  Geometrie 
ganzen  Größen  enthalten.  Es  ist  ein  Kardinalpunkt  der  Dar- 
stellung, daß  die  idealen  Größen  von  Beginn  ab  als  nicht  nur 
der  Multiplikation,  sondern  auch  der  Addition  fähige  Größen 
eingeführt  werden.  Auf  dieser  Grundlage  baut  sich  eine 
wesentlich  neue  und  einfache  Methode  zur  wirklichen  Be- 
stimmung des  Fundamentalsystems  in  allen  Fällen  auf,  die  in 
erster  Reihe  auf  der  Theorie  des  „Aquivalenzmoduls"  beruht. 
Die  Zerlegung  einer  ganzen  Größe  in  Primideale  wird  endlich 
definitiv  und  ohne  Ausnahmefall  geleistet,  wobei  die  dies- 
bezüglichen Krone ckerschen  Resultate  in  einem  wesentlichen 
Punkte  richtig  zu  stellen  sind,  da  diese  infolge  eines  merk- 
würdigen, allerdings  tiefer  liegenden  Versehens  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  richtig  sind. 

Für  alles  Weitere  sei  auf  das  Inhaltsverzeichnis  verwiesen, 
aus  dem  der  Inhalt  des  Buchs  und  dessen  Disposition  im 
einzelnen  zu  ersehen  ist.  Ein  ausführliches  Sachregister  wird 
—  wie  ich  hoffe  —  die  Benutzung  des  Buches  wesentlich 
erleichtern  und  insbesondere  in  Bezug  auf  die  Terminologie, 
in  der  einige  Neuerungen  leider  unvermeidlich  waren,  bequeme 
Verweisungen  bieten. 

Literaturnachweise  konnten  —  mit  Rücksicht  auf  die  im 
Erscheinen  begriffene  „Encyklopädie"  —  auf  das  Notwendigste 
beschränkt  werden  und  sind  nur  soweit  geführt,  als  es  die 
Klarstellung  des  Besitzstandes  bei  jedem  einzelnen  Satze 
erforderte. 

Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig,  den  Herren  J.  Kürschak, 
G.  Rados,  L  Rados  und  P.  Stäckel  für  ihre  unermüdliche 
und  äußerst  wertvolle  Beihilfe  bei  der  Revision  des  Manuskripts 
und  der  Korrekturen,  sowie  der  B.  G.  T  e  üb  n  er  sehen  Verlags- 
buchhandlung für  ihr  auch  hier  bewährtes  liebenswürdiges 
Entgegenkommen  meinen  besten  Dank  abzustatten  und  endlich 
zu  bemerken,  daß  das  ursprüngliche,  in  ungarischer  Sprache 
abgefaßte  Werk  zugleich  von  der  Ungarischen  Akademie  der 
Wissenschaften  veröffentlicht  wird. 

Budapest,  Juni  1902.  Julius  König. 


Inhaltsverzeichnis. 


Erstes  Kapitel. 
Einleitende  Grundbegriffe. 

§    1.  Zahl,  Größe,  Bereich 1 

§    2.  3.    Das  gewöhnliche  Additions-  und  Multiplikationsgesetz   .     4  5 

§    4.  Holoide  und  orthoide  Bereiche 7 

§    5.  Teilbarkeit  in  holoiden  Bereichen 9 

§    6.  Der  größte  gemeinschaftliche  Teiler 13 

§    7  —  9.    Beispiel:    Die  Bereiche  [y^^/fc] 15  19  21 

§  10.  11.    Kongruenzbereiche  und  Modulsysteme 23  26 

§  12.  Relative  Äquivalenz 27 


Zweites  Kapitel. 
Holoiden  Bereichen  entstammende  Formen. 

§    1.      2.    Formen  und  ganze  Funktionen      31  33 

§    3.      4.  Lexikographische  Anordnung  der  Glieder  einer  Form.     35  37 

§    5.      6.    Die  derivierten  Formen 38  40 

§    7.  Der  polynomische  Lehrsatz 42 

§    8.      9.    Homogene  Formen 43  45 

§  10  —  12.    Die  elementaren  symmetrischen  Formen 46  47  50 

§  13—16.    Die  reduzierten  Formen 54  56  58  60 

§  17.  Die  ganzen  Funktionen 62 

§  18.    19.    Lineare  Transformation.     Reguläre  Formen 65  67 

Drittes  Kapitel. 
Die  Teilbarkeit  der  Formen. 

§  1.  Das  gewöhnliche  Divisions  verfahren 70 

§  2.      3.  Das  Kriterium  der  Teilbarkeit  im  Formenbereiche  .    .     72  73 

§  4.  Der  Dedekindsche  Hilfssatz 74 

§  5  —  7.  Der  Kroneckersche  Fundamentalsatz 78  80  82 


VIII  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

§    8—11.  Vollständigen  Bereichen  entstammende  Formen     83  86  88  89 

§12.  Vollständigen  Bereichen  zugeordnete  orthoide  Bereiche  .  91 

§  13—17.  Die  Resultante 93  95  98  100  101 

§  18.  Die  Resolventenform  eines  Formensystems 102 

§  19—21.  Das  Problem  der  Theorie  der  Gleichungen     .    .     108  110  115 

§  22.    23.  Die  Discriminante  einer  Form 117  119 

§  24.    25.  Resultante  und  Discriminante  als  symmetrische  Form  122  125 

Viertes  Kapitel. 
Die  algebraischen  Grrößen. 

§    1.      2.  Faktorenzerlegung  der  rationalen  und  ganzen  Formen  127  129 

§    3.      4.  Faktorenzerlegung  in  orthoiden  Formenbereichen  .    .  131  134 

§    5  —  7.  Neue  Fassung  des  Gleichungsproblems.  Adjunktion  136  138  141 

§    8.      9.  Hyperorthoide  Bereiche 144  148 

§  10—13.  Der  Galoissche  Bereich 149  154  157  158 

§  14.    15.  Die  Gattungsbereiche 159  162 

§  16 — 19.  Gattungsbereiche,    deren  Stammbereich   selbst  schon 

ein  Gattungsbereich  ist 164  167  170  172 

§  20—22.  Die  Rationalitätsbereiche 174  178  180 

§  23—26.  Das  Galoissche  Prinzip 184  188  190  192 

§  27.    28.  Der  Gaußsche  Fundamentalsatz 194  197 

Fünftes  Kapitel. 
Allgemeine  Theorie  der  Elimination. 

§    1.  Das  fundamentale  Problem 199 

§    2  —  4.    Die  Kroneckersche  Eliminationsmethode      .    .    .     201  205  207 
§    5  —  8.    Die  Gesamtheit  der  Lösungen  des  Systems   F.  =  0 

212  215  220  224 
§    9.    10.    Die  Hauptdarstellungen  reiner  Mannigfaltigkeiten .    .  228  232 
§  11.            Die  vollständige  Darstellung  beliebiger  Mannigfaltig- 
keiten durch  m  -f-  1  Gleichungen 234 

§  12.    13.    Gleichungssysteme,  deren  Inhalt  eine  lineare  Mannig- 
faltigkeit bildet 238  240 

§  14—18.    Die  Funktionaldeterminante 243  247  252  255  257 

Sechstes  Kapitel. 
Resultanten  und  Discriminanten. 

(Spezielle  Eliminationstheorie.) 

§    1.      2.    Allgemeine    Formen    und    die    diesbezügliche  Frage- 
stellung        260  263 


Inhaltsverzeichnis.  IX 

Seite 

§    3  —  6.    Definition  und   fundamentale  Eigenschaften  der  Re- 
sultante         265  268  270  274 

§     7—10.    Rekursive  Bildung  der  Resultante     ....     275  280  282  285 

§  11.  Der  Produktsatz  der  Resultantentheorie 288 

§  12.            Resultante  eines  Systems  homogener  Formen.  Invarianten- 
eigenschaft   291 

§  13.  Systeme  homogener  Gleichungen 294 

§  14 — 17.    Bestimmte    und    unbestimmte   gewöhnliche    Systeme 

299  302  308  310 
§  18 — 21.    Symmetrische  Formen  von  mehreren  Größensystemen 

312  315  317  321 

§  22.  Die  Irreduzibilität  der  Funktionaldeterminante 323 

§  23—26.    Die  Grundeigenschaften  der  Discriminante   .  325  326  329  330 

§  27.  Die  Invarianteneigenschaft  der  Discriminante 335 

§  28—30.    Die  Multiplizität  der  Lösungen 338  341  342 

Siebentes  Kapitel. 
Lineare  diophantische  Probleme. 

(Allgemeine  Sätze  und  die  algebraische  Theorie.) 

Aufstellung  des  Problems 347 

Modul-  oder  Divisorensysteme 351  354  358 

Endliche  Divisorenketten 362  367  368 

Sonderung  der  algebraischen  und  arithmetischen  Probleme    371 
Algebraische  Theorie  der  linearen  diophantischen  Systeme    373 
Die  Divisorensysteme  der  Hauptklasse  (deren  Elemente 
einem  orthoiden  Bereiche  entstammende  Formen  sind)  377  381 

Der  verallgemeinerte  Noethersche  Satz 385  389 

Theorie   der  Charakteristiken  der  Wurzelsysteme  für 

den  „einfachen"  Fall 393  394 

§  16.  Der  Hilbertsche  Satz 398 

Achtes  Kapitel. 
Arithmetische  Theorie  der  linearen  diophantischen  Probleme. 

§    1  —  4.    Die    absoluten    Primsysteme    in    [[1] ,  iCi ,  a^j ,  .  . . ,  Xj^^ 

401  404  409  413 

§    5.  Divisorensysteme  mod.  (P<*>) 416 

§    6  —  8.    Theorie  der  Resolventenformen  mod.  (P<*>)     .    .     419  422  428 

§    9.  Gattungsbereiche  mod.  (P<^)) 431 

%  10 — 14.  Arithmetische  Theorie  der  homogenen  linearen  dio- 
phantischen Gleichungen.  Die  Prinzipien  der  Re- 
duktion        435  438  441  442  444 


§  1. 

§    2- 

-4. 

§    5- 

-7. 

§    8. 

§     9- 

§10. 

11. 

§12. 

13. 

§14. 

15. 

X  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

§  15—18.    Der  allgemeine  Fall 447  449  451  454 

§  19.  Der  singulare  Fall 456 

Neuntes  Kapitel. 
Die  ganzen  algebraischen  Größen. 

§    1.  Einleitende  Festsetzungen 459 

§    2.      8.    Die  ganzen  algebraischen  Größen  und  Formen      .    .     463  466 
i?    4  —  6.    Die  primitiven  ganzen  algebraischen  Formen    .     468  470  473 

§    7  —  9.    Die  Association  der  idealen  Größen 474  479  482 

§  10—13.    Teilbarkeitstheorie  der  Ideale 484  487  489  491 

§  14 — 16.    Das  Fundamentalsystem  der  wirklichen  Größen  eines 

Gattungsbereichs 493  497  501 

§  17 — 20.    Teilbarkeit  der  Formen  nach  einem  Äquivalenzmodul 

502  505  506  510 
§  21 — 23.    Allgemeine  Methode  zur  Aufstellung  der  Fundamental- 
systeme         512  518  520 

§  24.    25.    Das    Fundamentalsystem    der    idealen    Größen    eines 

Gattungsbereichs 524  530 

§  26 — 29.    Die    Zerlegung    der    ganzen    Größen    in    Primideale 

534  539  542  545 
§  30.    31.    Die  Discriminante  der  Gattung 547  550 

Namen-  und  Sachregister 553 


Erstes  Kapitel. 
Einleitende  Grundbegriffe. 


Zahl,  G-röße,  Bereich. 

§  1.  Der  Bereich  der  rationalen  Zahlen,  d.  h.  der 
Inbegriff  der  positiven  oder  negativen,  ganzen  oder  gebrochenen 
Zahlen,  mit  Einschluß  der  Null,  bildet  die  Grundlage  aller 
Forschung  auf  dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik. 

Die  Gesamtheit  der  Gesetze,  nach  denen  die  Verknüpfung 
dieser  Zahlen  in  den  vier  Species  geschieht,  —  und  nur  diese 
mit  ihren  Folgesätzen  —  bildet  den  Inbegriff  der  Eigenschaften, 
die  wir  dem  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  zuschreiben. 

Zahl  im  allgemeinsten  Sinne  des  Wortes  heißt  jeder 
Begriff,  dessen  Inhalt  durch  eine  Reihe  von  rationalen  Zahlen 
—  oder  also  auch  in  letzter  Analyse  durch  eine  Reihe  von 
positiven  ganzen  Zahlen  —  vollständig  beschrieben  werden 
kann;  die  Zahl  heißt  —  im  allgemeinsten  Sinne  des  Wortes  — 
algebraisch,  wenn  diese  vollständige  Beschreibung  mit  Hilfe 
einer  endlichen  Anzahl  ganzer  Zahlen  geschehen  kann. 

Diese  Definition  der  algebraischen  Zahl  und  weiter  unten 
der  algebraischen  Größe  kann  der  Natur  der  Sache  nach  nur 
provisorisch  und  lückenhaft  sein;  denn  es  wird  ja  die  Aufgabe 
des  ganzen  vorKegenden  Buches  sein,  den  Begriff  der  algebrai- 
schen Größe  aufzubauen  und  seinen  Inhalt  zu  entwickeln. 
Sie  ist  jedenfalls  viel  zu  weit;  denn  wenn  auch  jene  voll- 
ständige Beschreibung  mit  Hilfe  einer  endlichen  Anzahl  ganzer 
Zahlen  jedenfalls  so  zu  verstehen  ist,  daß  als  Eigenschaften 
der  letzteren  nur  ihre  Verknüpfungen  in  den  vier  Species  zu 
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verstehen  sind,  so  ist  damit  noch  keineswegs  festgestellt, 
welcher  Art  jene  Eigenschaften  des  neuen  Begriffs  sind,  die 
in  dessen  vollständige  Beschreibung  eingehen.  Es  werden  als 
solche  gewisse,  den  vier  Species  analoge  Verknüpfungen  fest- 
zusetzen sein,  was  aber  schon  ausführlichere  Erläuterungen 
erheischt. 

Als  (mathematische)  Größe  bezeichnen  wir  eine  Zahl, 
wenn  einige  ihrer  Bestimmungsstücke,  die  natürlich  selbst 
Zahlen  sind,  unbestimmt  bleiben.  Im  einfachsten  Fall  heißt 
also  eine  unbestimmte  ganze  oder  rationale  Zahl  selbst  Größe. 
(Größen  sind  ferner  —  wenn  wir  der  in  Aussicht  genommenen 
Begriffsbildung  vorgreifen  —  z.  B.  alle  ganzen  Funktionen  der 
Unbestimmten  x^^,  . . . ,  x^  mit  bestimmten  Zahlenkoeffizienten). 
Der  kürzeren  Ausdrucksweise  wegen  soll  endlich  in  den  Begriff 
der  „Größe"  auch  die  „Zahl"  eingeschlossen  sein. 

Eine  algebraische  Größe  ist  demnach  inhaltlich  durch 
eine  endliche  Reihe  von  bestimmten  und  unbestimmten  ganzen 
Zahlen  festgelegt.*) 

Als  allgemeinster  Gegenstand  arithmetisch -algebraischer 
Forschung  kann  dann  die  Theorie  derjenigen  ganzen  Funktionen 
bezeichnet  werden,  deren  Koeffizienten  selbst  wieder  algebraische 
Größen  sind. 

Wir  wollen  jedoch  die  in  Aussicht  genommenen  Begriffs- 
bildungen einer  weiteren  Beschränkung  unterwerfen. 

Der  Bereich,  in  dem  sich  jede  einzelne  unserer  Unter- 
suchungen bewegt,  d.  h.  die  Gesamtheit  aller  Größen,  die  wir  zu 
gleicher  Zeit  überblicken,  soll  ein  solcher  sein,  daß  in  ihm  gewisse 
charakteristische    Eigenschaften    des    Bereiches    der    rationalen 


*)  In  diesem  Sinne  sollen  hier  —  nacli  Krön  eck  er  —  die  Bezeich- 
nungen Größe  und  algebraische  Größe  benutzt  werden.  Außerhalb  des 
Gebietes  der  Arithmetik  und  Algebra  werden  diese  Ausdrücke  in  wei- 
terem Sinne  benutzt.  So  heißt  Größe  jede  Eigenschaft  der  Dinge,  die 
durch  Zahlen  vollständig  beschrieben  werden  kann.  In  der  Funktionen- 
theorie bezeichnet  man  als  algebraische  Funktionen  auch  solche  Größen^ 
die  durch  eine  endliche  Anzahl  bestimmter  und  unbestimmter  Zahlen 
definiert  sind,  ohne  daß  diese  algebraisch  sein  müßten. 
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Zahlen  erhalten  bleiben.  Genauer  ausgedrückt:  Für  die 
Größen  des  betrachteten  Bereichs  sollen  nur  solche 
Verknüpfungen  festgesetzt  werden^  deren  formale 
Gesetze  mit  denen  der  vier  Species  im  Bereiche  der 
rationalen  Zahlen  vollständig  übereinstimmen. 

Es  ist  dann  am  bequemsten,  jene  Verknüpfungen,  soweit 
sie  überhaupt  vorhanden  sind,  auch  in  dem  neuen  Bereiche 
als  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  oder  Division  zu 
bezeichnen. 

Am  Ausgangspunkt  unsrer  Untersuchungen  kennen  wir 
nur  den  Bereich  der  ganzen  Zahlen  und  den  Bereich  der 
rationalen  Zahlen,  deren  Inhalt  und  Eigenschaften  die  Elemente 
ergeben;  und  in  strenger  methodischer  Observanz  dürfen  wir 
erst  dann  von  den  Verknüpfungen  der  Größen  eines  neuen 
Bereichs  sprechen,  wenn  diese  Größen  in  jedem  einzelnen  Falle 
vollständig  definiert  sind,  was  übrigens,  da  jene  Verknüpfungen 
die  einzigen  in  Betracht  kommenden  „Eigenschaften"  jener 
Größen  sind,  eben  nur  durch  Feststellung  jener  Verknüpfungs- 
gesetze geschehen  kann.  Mit  einem  Worte,  jede  weitere  Ent- 
wicklung müßte  an  bestimmten,  speciellen  neuen  Begriffs- 
büdungen  geschehen.  Um  aber  die  hiermit  verbundenen 
weitläufigen  Wiederholungen  zu  vermeiden,  sollen  jene  großen 
Klassen  von  Bereichen,  mit  denen  wir  es  immer  wieder  zu 
thun  haben,  ein  für  allemal  charakterisiert  und  mit  Namen 
belegt  werden;  doch  soll  dies  jetzt  nur  für  die  einfachsten 
Fälle  geschehen;  die  Erörterung  komplizierter  Verhältnisse, 
die  ohne  eigentliches  Substrat  keine  rechte  Einsicht  gewährt, 
bleibt  vorbehalten. 

Dabei  sei  noch  erwähnt,  daß  diese  eigentlich  noch  der 
mathematischen  Logik  angehörenden  Festsetzungen  weit  über 
den  Rahmen  der  Arithmetik  und  Algebra  hinausgreifen,  und 
demnach  eine  große  Reihe  unsrer  späteren  Untersuchungen 
auch  auf  dem  weiteren  Gebiete  der  Analysis  ihre  Geltung 
bewahrt. 
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Das  gewöhnliche  Additious-  und  Multiplikatiousgesetz. 

§  2.  Es  sei  demnacli  eine  (begrenzte  oder  unbegrenzte) 
Reihe  von  Größen 

^1  ?      ^2  ?      ^3  ;      •  •  • 

gegeben*),  deren  Gesamtheit  den  Bereich  A  bildet. 

Der  Bereich  A  besitzt  ein  gewöhnliches  Additions- 
gesetz, wenn  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sind: 

a)  Einer  gegebenen  Festsetzung  gemäß  bestimmen  zwei 
Größen  des  Bereichs,  a^  und  a^,  immer  eine  dritte  Größe  des 
Bereichs,  ^,  die  die  Summe  von  cc^  und  a^  genannt  wird  und 
mit  a^  -\-  «2  bezeichnet  werden  soll. 

h)  Es  ist 

«^1   +  «2  =  ^2   +  «1 

und 

(^1   +  0^2)  +  C^3  =  «1   +  (^2   +  ^^3); 

in  bekannter  Ausdrucksweise:  Das  Additionsgesetz  ist  kom- 
mutativ  und  associativ. 

c)  Sind  «1  und  a^  zwei  beliebige  Größen  des  Bereichs, 
so  gibt  es  eine  und  nur  eine  Größe  J  von  der  Beschaffenheit, 
daß  «1  +  I  =  «2 

wird;  in  bekannter  Ausdrucksweise:  Die  Umkehrung  der  Ad- 
dition, die  Subtraktion,  ist  eindeutig  und  immer  ausführbar. 
Wir  schreiben  dann 

I  =  <^2  ^1  • 

Die  Summe  c^i  +  «2  +  "  *  +  ^n  ?  ^i®  zuerst  rekursiv  als 
(^1  +  ••  •  +  ^n-i)  +  ^n  zu  definieren  ist,  erweist  sich  nach 
einer  Schlußweise,  die  wohl  zuerst  von  Lejeune-Dirichlet 
genau  formuliert  wurde**),  als  von  der  Reihenfolge  der  Sum- 
manden «1 ,  . . . ,  a^  unabhängig. 


*)  Die  Benutzung  der  Indices  soll  durchaus  nicht  an  eine  fest- 
gelegte Reihenfolge  der  Elemente  oder  gar  an  eine  eindeutige  Beziehung 
auf  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  („Abzählbarkeit")  erinnern;  sie  ge- 
schieht lediglich  aus  Bequemlichkeitsgründen. 

**)  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  von  P.  G.  Lejeune-Dirichlet, 
herausgegeben  von  R.  Dedekind,  IV.  Aufl.  pag.  3. 
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Wenn  a  eine  beliebige  Größe  ist  und  0  eine  solche  Größe 
bezeichnet,  daß  immer 

o;  -f-  0  ^  c^ 

ist,  so  folgt  aus  den  angegebenen  Bedingungen  die  Existenz 
einer  und  nur  einer  solchen  „NulP*  genannten  Größe. 
Diese  wird,  wenn  a^  eine  bestimmte  Größe  ist,  jedenfalls  durch 
die  Bedingung 

«j  -|-  0  =  «j^ 

eindeutig  bestimmt;  ist  a^  nun  irgend  eine  zweite  Größe,  so 
ist  die  Größe  /3  wieder  durch  die  Bedingung 

festgelegt,  und  man  hat 

«1  +  0  +  ^  =  ^,  +  ^ 
oder  endlich: 

C^2   +  ö  =  ^2  • 

§  3.  Der  Bereich  A  besitzt  ein  gewöhnliches 
Multiplikationsgesetz,  wenn  die  folgenden  Bedingungen 
erfüllt  sind: 

ci)  Einer  gegebenen  Festsetzung  gemäß  bestimmen  zwei 
Größen  des  Bereichs  immer  eine  dritte  Größe  des  Bereichs,  it, 
welche  das  Produkt  von  a^  und  a^  genannt  wird  und  mit  a^a^ 
bezeichnet  werden  soll. 

V)  Es  ist 

und 

in  bekannter  Ausdrucksweise:  Das  Multiplikationsgesetz  ist 
kommutativ  und  associativ. 

c)  Wenn  der  Bereich  A  zugleich  ein  gewöhnliches  Addi- 
tionsgesetz besitzt,  so  ist 

(«1  +  «2)  %  =  «1^3  +  ^2<^3 ; 

in  bekannter  Ausdrucksweise:  Das  Multiplikationsgesetz  ist  in 
diesem  Falle  auch  distributiv. 
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d)  Es  gibt  keine,  oder  nur  eine  singulare  Größe  d^  für 
die  d^  =  07]  ist,  obwohl  die  bestimmten  Größen  |  und  t] 
verschieden  sind. 

Ist  a  eine  beliebige  Größe,  so  folgt  aus  d^  =  drj  auch 

Unsern  Festsetzungen  gemäß  muß  also  für  ein  beliebiges  a  auch 

da  =  d 
sein.     Die  singulare  Größe  d  kann   demnach  als  0  bezeichnet 
werden.     Dieses  Zeichen  ist  nur  für  den  Fall  schon  benutzt, 
wenn  der  Bereich  auch   ein   gewöhnliches  Additionsgesetz   be- 
sitzt.    Dann  ist  aber 

(ß  +  0)a=^-  ßcc  +  0.a  =  ßa-, 

also   0.a  =  0;  und,   da  nicht   mehr  als   eine  singulare  Größe 
existiert,  d  =  0 . 

In  Bereichen  mit  gewöhnlichem  Multiplikationsgesetz  kann 
demnach  nur  dann  aß  =  0  sein,  wenn  w  =  0  oder  /3  =  0; 
denn  aus  aß  =  0  und  c^  .  0  =  0  folgt,  wenn  a  nicht  Null  ist, 

Es  sei  noch  erwähnt,  daß  jedes  „Produkt^'  «1^2  •••  ^«?  ^^^ 
zuerst  rekursiv  durch  (c^i  •  •  •  ß^„_i)  cc^  zu  definieren  ist,  nach 
der  schon  bei  der  Addition  citierten  Schlußweise  sich  als  von 
der  Reihenfolge  der  Faktoren  a^,  a^^  ...  a^  unabhängig  erweist. 

Sind  £  und  |  zwei  bestimmte,  von  0  verschiedene  Größen 
des  Bereichs  A,  deren  Produkt  £j  =  J  ist,  so  muß,  wenn  a 
eine  beliebige  Größe  ist,  auch  ea  =  a  sein^  denn  aus 

£|  =  |,  €a  =  ß, 

wo  ß  von  a  verschieden  ist,  würde 

(8i)ß  =  {e^)a 
folgen,    und    hieraus    im  Widerspruch  zur  Annahme  £|  =  0. 
Keinesfalls  existiert  eine  zweite  Größe  s^  mit  ähnlichen  Eigen- 
schaften; denn  es  ist  dann  ££^  =  e  =  e^. 

Die  Größe  s  soll,  wenn  sie  überhaupt  in  A  vorkommt, 
die  absolute  Einheit  des  Bereichs  heißen  und  mit  1  be- 
zeichnet werden. 
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Holoide  und  orthoide  Bereiche. 

§  4.  Eiu  Bereich,  heiße  holoid*)^  wenn  er  ein 
gewöhnliches  Additions-  und  Multiplikationsgesetz 
besitzt,  die  absolute  Einheit  enthält  und  die  durch 
wiederholte  Addition  der  1  entstehende  Größenreihe 

1,  1  +  1,  1  +  1  +  1,  1  +  1  +  1  +  1,  ••• 

die  Größe  0  nicht  enthält. 

Wir  können  —  zuerst  vorläufig  —  zur  Bezeichnung  dieser 
Größen  die  Zeichen  der  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen 

(1),     (2),     (3),    (4),    ...,    (m),     ... 
benutzen  und  erkennen  dann  sofort,   daß  in  dieser  Reihe  sich 
überhaupt   keine   Größe    wiederholt.     Wäre    nämlich   (m)   und 
(m  -|-  k)  dieselbe  Größe,  so  hätte  man 

also  wäre  im  betrachteten  Bereiche  (^)  =  0 . 

Daraus  folgt  aber,  daß  man  das  Zeichen  (m)  mit  der 
ganzen  Zahl  77t  identifizieren  kann;  denn  die  durch  das  (ge- 
wöhnliche) Additions-  und  Multiplikationsgesetz  festgelegten 
Eigenschaften  der  beiden  Zeichen,  die  einzigen,  von  denen 
überhaupt  Gebrauch  gemacht  wird,  stimmen  für  beide  überein. 
Genauer  ausgedrückt  ist: 

(m)  -|-  (n)  =  (m  -\-  n)'^     (m)(n)  =  (mw) ; 
ferner  wird: 

1  1 •  •  ==  ( 7)1)  =  (m)  . 

Wir  können  diese  Tatsache  noch  folgendermaßen  for- 
mulieren: Jeder  holoide  Bereich  enthält  den  Bereich 
der  rationalen  und  ganzen  Zahlen,  d.  h.  sämtliche  ganze 
Zahlen,  mit  Einschluß  der  Null. 


*)  Die  neugebildeten  Worte  holoid  und  ortlioid  sollen  allgemeine 
Eigenschaften  der  Bereiche  ausdrücken  und  ihrem  Ursprung  gemäß 
daran  erinnern,  daß  die  wesentlichen  Eigenschaften  des  Bereichs  der 
ganzen,  resp.  rationalen  Zahlen  erhalten  bleiben.  Für  wirklich  auf- 
tretende Bereiche  wird  die  G  au  ß- Kroneck  er  sehe  Terminologie  fest- 
gehalten werden. 
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Man  sagt:  „Die  Gleiclimig 

ist  in  dem  gegebenen  Bereiclie  lösbar",  wenn  man  eine  Größe  des 
Bereichs,  li,  angeben  kann,  für  welche  in  der  Tat  a^^  =  ß  wird. 

Der  Bereich  ist  ein  echter  holoider  Bereich,  wenn 
man  zwei  bestimmte,  von  0  verschiedene  Größen  a  und  ß  an- 
geben kann,  für  welche  die  Gleichung  a^  =  ß  nicht  lösbar  ist; 
der  Bereich  heißt  orthoid  oder  unecht  holoid,  wenn  im  Be- 
reiche immer  eine  Größe  1^  existiert,  so  daß  «|i  =  /3  wird,  wenn 
nur  a  von  0  verschieden  ist. 

Der  Bereich  der  ganzen  Zahlen  ist  demnach  ein  echter 
holoider  Bereich;  der  Bereich  der  rationalen  Zahlen  ein  un- 
echter holoider  (oder  orthoider)  Bereich;  zu  ihrer  Bezeichnung 
werden  wir  die  Symbole  [1]  und  (1)  benutzen. 

Jeder  holoide  Bereich  kann  durch  Hinzufügung  („Adjunktion") 
neuer  Größen  zu  einem  orthoiden  Bereiche  erweitert  werden. 

Die  neu  hinzuzufügenden  Größen  können  sogleich  in  der 

(vorläufig   symbolischen)   Form  —  geschrieben  werden,    wo   cc 

und  ß  zwei  beliebige  Größen  des  ursprünglichen  holoiden  Be- 
reichs sind  und  außerdem  a  von  0  verschieden  sein  soll;  wenn 

noch  festgesetzt  wird,  daß  —  und  —  dann  und  nur  dann  ver- 
schiedene Elemente  sind,  wenn  a^ß^  —  «gft  ^^^  ^  verschieden  ist. 

Eine  solche  Festsetzung  ist  bei  der  Definition  des  Bereichs 
unbedingt  gestattet,  und  wii'd  uns  ein  methodisch  sehr  wich- 
tiges HiKsmittel  zur  Bildung  neuer  Bereiche  bieten.  Sie  führt 
jedoch  —  wie  schon  hier  betont  werden  soll  —  zu  der  wei- 
teren (arithmetisch-algebraischen)  Forderung,  jede  Größe  des 
erweiterten  Bereichs  in  einer  eindeutig  bestimmten,  kanonischen 
Form  darzustellen. 

Setzt  man  nun  für  den  Bereich  der  „Größen"  —  das 
folgende  Additions-  und  Multiplikationsgesetz  fest:  ^ 

i  _j_  A  =  k^i+J^s^ 
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60  erkennt  man  dnrcli  Wiederholung  der  ScKlüsse  der  gemeinen 
Arithmetik,  daß  das  Additions-  und  Multiplikationsgesetz  ein 
„gewöhnliches"  ist;  daß  nach  der  oben  gegebenen  Definition 
nicht  verschiedene  oder  „gleiche"  Größen,  für  einander  gesetzt^ 
das   Resultat    der  Addition  oder  Multiplikation   nicht  ändern; 

daß  ferner   die  Größe  —   die  0  und  —    die    absolute    Einheit 

cc  cc 

o 

ist  und  schließlich  die  Größen  ^  genau  die  Eigenschaften  der 
früheren   Größen  ß  besitzen.  —  Man  kann   also   statt   -~  von 

nun  an  einfacher  ß  schreiben  und  erhält  als  Lösung  der 
Gleichung 


die  Größe 


1    = 


^^^^ 


wenn  ß^  von  NuU  verschieden  ist;  («^  und  a<^  ist  der  An- 
nahme nach  nicht  Null).  Dabei  wird  — ,  die  Lösung  der 
Gleichunff 

«1  =  ^, 

das  Resultat  der  Division  von  ß  durch  a. 

Der  so  gebildete  Bereich  heiße  der  dem  ursprünglichen 
holoiden  Bereich  zugeordnete  orthoide  Bereich,  der  mit  jenem 
zusammenfällt,  wenn  wir  es  mit  einem  unechten  holoiden,  also 
schon  orthoiden  Bereich  zu  thun  hatten.  Wir  bezeichnen  den 
ursprünglichen  holoiden  Bereich  von  nun  an  mit  [A],  den  zu- 
geordneten orthoiden  Bereich  mit  (A).  Jeder  orthoide  Be- 
reich enthält  —  diesen  Erörterungen  entsprechend  —  den 
Bereich  der  rationalen  Zahlen. 

Teilbarkeit  in  holoiden  Bereichen. 

§  5.  Ist  in  dem  vorgelegten  holoiden  Bereiche  a  irgend 
eine  von  0  verschiedene  Größe,  und  die  Gleichung 
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lösbar,  so  heißt  «  ein  Teiler  (Divisor)  von  ß  und  ß  ein 
Vielfaches  von  a. 

In  unecht  holoiden  Bereichen  ist  demnach  jede  Größe 
durch  jede  von  0  verschiedene  Größe  teilbar;  man  kann  also 
auch  in  diesem  Falle  von  Teilbarkeit  sprechen,  erhält  aber 
dadurch  keine  weitere  begriffliche  Sonderung  der  im  Bereiche 
enthaltenen  Größen. 

In  einem  echten  holoiden  Bereiche  ist  0  die  einzige  Größe, 
die  durch  jede  von  0  verschiedene  Größe  des  Bereichs  teilbar 
ist.  Wäre  y  eine  solche  und  von  0  verschieden,  so  müßte 
sie  auch  durch  y^  teilbar  sein,  und  aus  'y  =  y^^i  würde  l=y^^ 
folgen;  y  wäre  ein  Teiler  der  absoluten  Einheit.  Nun  gäbe 
es  für  eine  beliebige,  nur  von  0  verschiedene  Größe  a  eine 
Größe  7],  so  daß 

ai]  =  y,         a7]l^  =  l, 
also  auch 

d.  h.  die  Gleichung  al  =  ß  wäre  immer  lösbar,  wenn  a  von 
0  verschieden,  und  der  Bereich  kein  echter  holoider  Bereich. 

In  einem  echten  holoiden  Bereiche  bilden  dem- 
nach die  Teiler  einer  von  0  verschiedenen  Größe  eine 
echte  Teilmenge  des  Bereichs,  d.  h.  eine  solche,  die  auch 
nach  Ausschluß  der  Null  nicht  sämtliche  Größen  des  Bereichs 
erschöpft. 

Insbesondere:  Ist  a  kein  Teiler  von  ß,  so  ist  auch  fia 
kein  Teiler  von  ß. 

Die  beiden  Elementargesetze  der  Teilbarkeit  folgen  un- 
mittelbar aus  der  Definition.     Sie  lauten: 

I.  Ist  y  durch  ß  und  ß  durch  a  teilbar,  so  ist  auch 
y  durch  a  teilbar. 

IL  Sind  ß  und  y  durch  a  teilbar,  so  ist  auch 
Xß  -f-  ^y  durch  a  teilbar,  wo  A  und  ^  beliebige  Größen 
des  Bereichs  bedeuten. 

Einheit  heißt  jede  Größe  des  Bereichs,  die  ein  Teiler 
der  absoluten  Einheit  ist.  Aus  dieser  Definition  fließen  un- 
mittelbar die  Folgerungen: 
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Jede  Größe  des  Bereichs  ist  durch  jede  Einheit 
teilbar. 

Das  Produkt  zweier  Einheiten  ist  wieder  eine 
Einheit. 

Jeder  Einheit  e^  ist  nämlich  eine  zweite  fg  derart  zu- 
geordnet, daß  e^s^  =  1  wird.     Also  ist  in  der  Tat 

und  auch: 

Zwei  Größen  des  Bereichs  heißen  äquivalent  (genauer 
absolut  äquivalent  im  Gegensatz  zur  später  einzuführenden 
relativen  Äquivalenz),  wenn  jede  von  ihnen  durch  die  andere 
teilbar  ist. 

Zwei  Größen  des  Bereichs  sind  demnach  dann  und  nur 
dann  äquivalent,  wenn  jede  von  ihnen  aus  der  andern  durch 
Multiplikation  mit  einer  Einheit  entsteht. 

Sind  nämlich  a  und  ß  äquivalent,  so  ist  der  Definition 
gemäß: 

ci  =  ßpi  y         ß  =  av  . 

Sie  sind  demnach  zugleich  0  oder  von  0  verschieden.  Im 
letzteren  Falle  wird  aber  ^v  =  1.  Also  sind  fi  und  v  Ein- 
heiten.  Umgekehrt:  Ist  a  =  ß£^  und  £^£2  =  !,  so  folgt  a£2  =  ß. 

Die  Äquivalenz  von  a  und  ß  soU  in  Zeichen  durch 

a  ^^  ß 

ausgedrückt  werden.  Die  genauere  Angabe  des  holoiden  Be- 
reichs, oder  seiner  Einheiten,  ungefähr  in  der  Form 

a^ß,         [A] 

ist  beinahe  durchweg  überflüssig,  da  die  diesbezüglichen  An- 
nahmen im  Laufe  einer  Untersuchung  sich  nicht  ändern. 

Der  Äquivalenzbegriff  ist  eine  Erweiterung  des  Gleichheits- 
begriffs. Gleiche  Größen  sind  auch  äquivalent,  und  das 
Äquivalenzzeichen  folgt  denselben  Grundgesetzen,  wie  das 
Gleichheitszeichen.     Diese  lauten: 

I.   Ist  a  ^^  ß  und  ß  ^^  y ,  so  folgt  auch  a^^y. 
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Soweit  die  Multiplikation  in  Betracht  kommt,  hat  man 
in  weiterer  Analogie; 

IL  Ist  a^  ^  ß^  und  «2  '^  A?  ^^  folgt  c^j^g  '^  ßiß^- 

in.  Ist  a^a^  ~  ßiß^  und  «2  "^  A;  ^o  folgt  a^  "^  ßi, 
wenn  ß^  nicht  0  ist. 

Die  Richtigkeit  beider  Sätze  erhellt  unmittelbar,  wenn 
man  die  Einheiten  s^,  s^,  s^  s^  ==  «3  einführt  und  das  Äqui- 
valenzzeichen  durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzt.  Z.  B.  im 
letzten  Satze:  Es  ist  «i0^2  =  AA^3>  ^2  =  A^25  ^^^^  ^iß^h 
=  ßiß2h  ^^^  ^1^2  =  ßi^sf  ^^^  schließlich  wegen  £3  =  s^s^ 
auch  c^i  =  ft  £1  • 

Man  bemerke  noch,  daß  a^O  immer  a  =  0  nach  sich  zieht. 

Im  Bereiche  der  rationalen  ganzen  Zahlen  sind  +  1  und 
—  1  und  nur  diese  Einheiten;  die  Äquivalenz  bedeutet  also  in 
diesem  Falle  einfach,  daß  die  beiden  Zahlen  gleich  sind  oder 
sich  nur  im  „Vorzeichen"  unterscheiden. 

Im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen,  sowie  in  jedem  un- 
echten holoiden  Bereiche  sind  in  dieser  Auffassung  alle  Zahlen, 
resp.  alle  Größen  des  Bereichs,  mit  Ausnahme  der  0,  Ein- 
heiten, und  der  Aquivalenzbegriff  scheidet  diese  Größen  in 
zwei  Klassen,  von  denen  die  eine  nur  die  0,  die  andere  sämt- 
liche übrigen  Größen  umfaßt. 

Ist  a  ein  Teiler  von  ß  und  weder  a  ^  1  noch  a  ^^  ß, 
so  heißt  a  ein  echter  Teiler  von  ß. 

Eine  Größe  des  holoiden  Bereichs  heißt  irreduzibel, 
wenn  sie  keinen  echten  Teiler  besitzt. 

Eine  irreduzible  Größe  ist  also  entweder  eine  Einheit, 
oder  eine  echte  irreduzible  Größe,  wenn  sie  eben  keine 
Einheit  ist. 

Die  echten  irreduzibeln  Größen  in  [1],  dem  Bereiche  der 
rationalen  und  ganzen  Zahlen,  sind  demnach  die  „natürlichen" 
Primzahlen  2,  3,  5, 

Die  Größe  7t  heißt  eine  Prim-Größe,  wenn  sie  nicht  0 
und  auch  keine  Einheit  ist  und  irgend  ein  Produkt  aß  nur 
dann  durch  ut  teilbar  ist,  wenn  schon  a  oder  ß  eine  durch  7t 
teilbare  Größe  ist. 
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Jede  Primgröße  jt  ist  demnacli  irreduzibel;  denn  wenn 
7t  =  Tt^Tt^  und  weder  jt^  noch  jt^  eine  Einheit  ist,  so  hätte 
man  in  jt-i^7t.2  ein  durch  Jt  teilbares  Produkt,  dessen  Faktoren 
nicbt  durch  7t  teilbar  sind.  Wäre  nämlich  ^r^  durch  jt  teilbar, 
so  müßte,  da  auch  7t  durch  7t^  teilbar  ist,  im  Gegensatze  zur 
Annahme  Tt^  eine  Einheit  sein. 

Im  Bereiche  [1]  fallen  die  Primgrößen  mit  den  echten 
irreduzibeln  Größen  zusammen,  sind  also  wieder  die  natür- 
lichen Primzahlen.     (S.  Satz  V  des  folgenden  Paragraphen.) 

Im  allgemeinen  ist  zwar  jede  Primgröße  irreduzibel,  jedocb 
nicht  jede  echte  irreduzible  Größe  eine  Primgröße,  wie  schon 
das  Beispiel  am  Ende  des  §  9  dieses  Kapitels  zeigen  wird. 


Der  größte  gemeinschaftliche  Teiler. 

§  6.  Sind  a  und  ß  zwei  Größen  des  holoiden  Bereichs 
und  ö  eine  solche  Größe  desselben  Bereichs,  daß  a  und  ß 
durch  ö  teilbar  und  auch  jeder  Teiler  von  £^  und  /3  ein  Teiler 
von  d  ist,  so  heißt  d  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler 
von  a  und  ß  und  soll  durch  (a,  ß)  bezeichnet  werden. 

Jede  Größe,  die  ^^  ^  ist,  genügt  mit  d  zugleich  diesen 
Bedingungen.  Besitzen  d  und  ö'  die  für  den  größten  gemein- 
schaftlichen Teiler  von  a  und  ß  geforderten  Eigenschaften,  so 
ist  d  durch  d'  und  d'  durch  ö  teilbar,  also  d  ^  d'.  Die  Be- 
stimmung des  größten  gemeinschaftlichen  Teilers  ist  demnach, 
insofern  ein  solcher  überhaupt  existiert,  eine  Äquivalenz- 
bestimmung,  und  wir  schreiben  demgemäß: 

(a,    ß)r^d. 

Es  ist  insbesondere,  wenn  a  beliebig,  (a,  0)  ^  a  und 
(« ,  £)  f^  1 ,  wo  s  eine  Einheit  bedeutet. 

Der  vorgelegte  holoide  Bereich  heiße  vollständig,  wenn 
innerhalb  des  Bereiches  sich  zu  jedem  Größenpaare  a  und  ß 
eine  Größe  d  angeben  läßt,  die  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  von  a  und  ß  ist. 

Nach  elementaren  Sätzen  ist  also  z.  B.  der  Bereich  der 
rationalen  und  ganzen  Zahlen  ein  vollständiger  holoider  Bereich. 
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Für  vollständige  holoide  Bereiche  gelten  die 
folgenden  grundlegenden  Sätze: 

I.  Beliebig  gewählte  n  Größen  des  Bereichs  a^^  .  .  .,  a^ 
besitzen  einen  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  8  in  dem 
Sinne,  daß  d  ein  Teiler  sämtlicher  a  und  umgekehrt  jede 
Größe,  die  ein  Teiler  sämtlicher  a,  auch  ein  Teiler  von  d  ist. 

Schreibt  man  wieder  («^ ,  a^,  .  .  . ,  a^  ^^  d,  so  ist  d  re- 
kursiv auch  durch 

gegeben,  was  sich  unmittelbar  aus  der  Definition  des  größten 
gemeinschaftlichen  Teilers  ergibt;  und  auch: 

(c^i,  0^2,  .  .  .,  a^)  =  ((«1,  .  .  .,  aj),  (c^^  +  i,  .  .  .,  a^). 
IL  Ebenso  erhellt  unmittelbar,  daß  aus 

%  ^  A  ;    <^2  ~  A  ;    •  •  •  ;    (^n^ßn 

auch 

(«1,   «2.   •••;   O'^CA;  A;   •••.  A) 
folgt. 

in.   Man  hat  ferner 

{a^li,  a^ii,  ...,  (^„^)  <-(«!,  «2;  •••;  «„)/*• 

Denn  die  links  stehende  Größe  ist  jedenfalls  durch  /i  teilbar^ 
also  hat  sie  die  Form  df*.  Soll  aber  d/i  der  größte  gemein- 
schaftliche Teiler  der  Größen  a^^i ,  .  .  . ,  a^^i  sein,  so  muß  einer- 
seits jede  Größe  a^i  durch  d/ii,  also  jedes  a  durch  d  teilbar 
sein,  und  andrerseits,  wenn  d'  irgend  ein  Teiler  sämtlicher  «, 
auch  d^  durch  d'^,  oder  d  durch  d'  teilbar  sein.  Es  ist  also 
in  der  That  d  ~  (a^ ,  a^,  .  .  . ,  «^) . 

Ein  wichtiges  KoroUar  dieses  Satzes  lautet: 

Ist  («1,  «^2?  •  •  •?  ^J  '^  ^  ^^^  ^i"^  ^ßi>  SO  folg*  (^i*  ^^S" 
nähme  des  Falles,  wo   d  und  also  auch  alle  a  gleich  0  sind) 

(A,  A;  .-•;  A)^.i. 

Ist  nämlich  (ß^,  ß^,  .  .  .,  ßn)  "^  ^'j  so  folgt  nach  (III)  auch 
also  dd'<^öj  und  d'^l. 
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IV.  Für  (^,  v)  f^  1  hat  man  (a^,  v)  ^^  {a,  v) . 

Der  größte  gemeinscliaftliclie  Teiler  von  a^i  und  v  ist 
jedenfalls  aucli  ein  Teiler  von  «ft  und  aVy  also  auch  ein  Teiler 
von  (cell,  av)  ^  a(^,  v)  ^  a.     Demnach  wird 

(a^j  v)  ^  (cc^iy  a ,  v)  ^  (if^^y  ^)  >  v)  ^  (a ,  v)  . 

Insbesondere  folgt  demnach  aus  (ji,  v)^l  auch  (juT,  v^) ^  1, 
wo  r  und  s  positive,  ganze  Zahlen  bedeuten.    Denn  es  ist  dann 

(jl'',.      V)     ^     (iU''*"^        V)      ^     '      '      •     ^     {lly        V)     ^      1, 

und  weiter: 

Y.  Ist  jt  eine  irreduzible  Größe  und  aß  durch  jt 
teilbar,  so  muß  auch  schon  a  oder  ß  durch  7t  teilbar 
sein;  d.  h.  in  einem  vollständigen  holoiden  Bereiche 
ist  jede  irreduzible  Größe  eine  Primgröße. 

Wenn  tc  irreduzibel,  muß  (y,  jt)  ^  1  oder  (7,  7t)  ^  7t  sein. 
Wenn  demnach  a  nicht  durch  7t  teilbar  ist,  wird  (ay  7t)  ^  1, 
Ist  auch  ß  nicht  durch  7t  teilbar,  so  ist  auch  (/3,  jr)  ^  1  und 
demnach  im  Gegensatze  zur  Annahme  (aßy  7t)  ^  (ay  7t)  ^  1. 

Beispiel :  Die  Bereiche  []/ —  k] . 

§  7.  Für  Leser,  die  in  dieser  Darstellung  zum  erstenmal 
die  allgemeineren  Begriffsbildungen  der  Arithmetik  und  Algebra 
genauer  kennen  lernen,  sollen  —  mit  Unterbrechung  der 
systematischen  Darstellung  —  zur  Unterstützung  der  Vor- 
stellung schon  hier  Beispiele  von  holoiden  Bereichen  gegeben 
werden,  die  eine  Erweiterung  des  Bereichs  der  ganzen  Zahlen 
bieten,  in  denen  aber  die  auf  den  größten  gemeinschaftlichen 
Teiler  bezüglichen  Eigenschaften  dieses  einfachsten  Typus  nicht 
mehr  erhalten  bleiben,  die  insbesondere  nicht  mehr  voll- 
ständig sind. 

Die  „Zahlen"  des  zu  definierenden  Bereichs  seien  die 
Zahlenpaare  (a,  6),  wo  a  und  h  gewöhnliche  ganze  Zahlen 
bedeuten.  Die  Addition  und  Multiplikation  dieser  Zahlen  folge 
den  in  den  Formeln 
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K;   ^l)  +  (^2;   ^2)  =  K  +  0^2,  ^1  +  ^2) 
.       (%,   &i)  («2;   ^2)  =  K<^2  —  ^^1*^2?   %^2  +  «2^1) 

ausgedrückten  Gesetzen,  wo  h  irgend  eine  feste  positive  ganze 
Zahl  bedeutet. 

Sowohl  das  Additions-,  wie  das  Multiplikationsgesetz  ist, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ein  „gewöhnliches". 

Daß  beide  Gesetze  associativ  und  kommutativ  sind,  tritt 
unmittelbar  in  Evidenz;  ebenso  der  distributive  Charakter  der 
Multiplikation.  Die  Zahl  (0,  0)  ist  die  einzige  Null  des  Be- 
reichs.   Ist  nämlich  (a^,  h^  von  (0,  0)  verschieden,  so  folgt  aus 

K,   ^1)  K;   ^2)  =  K;   ^1)  (0^3;   ^3)  (1) 

oder  den  Gleichungen: 

^1  ^2  —  ^  ?>i?>2  =  %  0^3  —  ^  ^1  \ 
%^2  +  ö^2^l  =  %^3  +  ^3^1 ; 
die  in  anderer  Form  geschrieben 

a^  («2  —  «3)  —  h  \  (&2  —  63)  =  0  (2) 

\  («2  —  a^)  +  %  (62  —  ^3)  =  ö 


lauten,  auch 


«2  —  %  =  ö,         ?>2  —  ^3  =  Ö- 


Betrachtet  man  nämlich  cig  —  a^,  h^  —  63  als  Unbekannte 
der,  linearen  homogenen  Gleichungen  (2),  so  ergeben  sich  ihre 
Werte  gleich  Null,  weil  die  aus  den  Koeffizienten  gebildete 
Determinante  a^^  -{-  kh^^  den  Annahmen  nach  von  Null  ver- 
schieden ist. 

Der  Bereich  enthält  die  absolute  Einheit;  diese  ist  (1,  0). 
Durch  wiederholte  Addition  derselben  entstehen  die  Zahlen 
(2,  0),  (3,  0),  .  .  .;  also  niemals  die  Null. 

Der  aus  den  gesamten  Zahlen  (a,  h)  gebildete  Bereich  ist 
demnach   ein  holoider  Bereich,   und   zwar   ein   echter  holoider 
Bereich.     Denn  es  ist  z.  B.  die  Gleichung 
(2,0)  (^,2/)  =  (1,0) 
unlösbar.     Es  müßte  nach  derselben 

2x=l,         2y  =  0 


Beispiel:  Die  Bereiche  [)/— ^']  .  l**^ 

sein.     Es    gibt    also    kein   aus   ganzen   Zahlen   gebildetes   Paar 
{x,  y),  das  jener  Gleichung  genügt. 

Um  nun  die  Zahlen  des  Bereichs  möglichst  einfach  zu 
schreiben  (und  auch  zu  beschreiben),  bemerke  man  zuerst,  daß 
für  die  Zahlen  (m,  0),  {n,  0) 

(m,  0)  +  {n,  0)  =  (m  +  n,  0) 
{m,  0)  {n,  0)  =  {mn,  0) 

ist,  diese  also  genau  den  für  gewöhnliche  ganze  Zahlen  gültigen 
Gesetzen  folgen.  Also  kann  man  innerhalb  des  Bereichs  für 
(w,  0)  einfach  m  setzen,  da  die  „Eigenschaften^^  beider  Zahlen 
übereinstimmen,  wenigstens  insoweit,  als  sie  für  die  gewöhn- 
lichen ganzen  Zahlen  m  festgesetzt  sind. 
Man  bemerke  ferner,  daß: 

{Q,\){a,h)  =  {-hh,a), 
insbesondere 

(0,  1)(«,0)  =  (0,  «); 
also 

(a,  &)  =  («,  0)  +  (0,6)  =  (a,0)  + (6,  0)(0,1)  =  «  +  6(0,1). 

Wir  wollen  nun  auch  für  (0,  1)  ein  besonderes  Zeichen 
wählen;  mit  Berücksichtigung  des  Umstandes,  daß 

(0,  1)(0,  l)  =  (-fc,0)  =  -&, 

setzen    wir,    an    die    Zeichensprache    der    elementaren  Algebra 
anknüpfend : 

Dann  wird  schließlich  die  Zahl  {a,  h)  mit  a  -f-  h]/ —  Je 
zu  bezeichnen  sein,  und  die  additive  und  multiplikative  Ver- 
knüpfung der  Zahlen  a  +  &]/ — k  geschieht  „nach  den  gewöhn- 
lichen Regeln  der  Algebra". 

Den  Bereich  der  Zahlen  a  -\-  h]/ —  k  bezeichnen  wir  mit 
dem  Symbol  [")/ —  Ic] ,  wenn,  wie  hier  vorausgesetzt,  a  und  h 
dem  Bereiche  [1]  angehören. 

Die  Einheiten   des  Bereiches  []/— ä]  bestimmen  sich 

König,  algebraische  GröBen.  2 
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sehr  einfacli.    Soll  x  +  \ß/ —  Ä;  eine  Einheit  sein,  so  muß  eine 
zweite  Zahl  des  Bereichs  u  +  f]/ —  Iz  existieren,  so  daß 

{x  +  2/1/^^)  (tt  +  v'^/'^—k)  =  1 
und  also  auch 

{x  —  yY^—k)  (u  —  vV^^c)  =  1 

wird.     Man  hat  demnach 

{x^  +  hy^)  (li^  +  hv')  =  1 

und,  da  die  Faktoren  links  gewöhnliche  ganze  Zahlen  sind,  die 
glicht  negativ  werden  können,  auch 

x^  +  Jci/  =  1 . 

Hier  scheiden  sich  die  beiden  Fälle  h  =  1  und  7v  >  1. 

Für  ^  =  1  hat  man  entweder  ^  =  +  1;  2/  =  ^;  oder 
x  =  Oj  2/ =  +  15  ^^^  enthält  der  Bereich  []/ — l]  die  vier 
Einheiten:  1,  —  1,  ]/ —  1,  —  ]/ —  T.  Es  ist  dies  der  Bereich 
der  s.  g.  gewöhnlichen  komplexen  ganzen  Zahlen,  auf 
dessen  weitere  Behandlung  hier  nicht  weiter  eingegangen 
werden  soll*). 

Ist  Ä;  >  1,  so  kann  der  Gleichung  x'^  -\-  hy^  =  1  in  ge- 
wöhnlichen ganzen  Zahlen  nur  durch  x  =  -^1,  y  =  0  genügt 
werden,  und  der  Bereich  []/— A;],  wo  Ä;>  1,  enthält  nur  die 
zwei  Einheiten  1  und  —  1. 

Um  zu  entscheiden,  oh  u  -\-  v]/ — Je  ein  Teiler  von 
a  +  hy — Je  ist,  bemerke  man,  daß  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  hierfür  durch  die  Existenz  zweier  gewöhn- 
licher ganzer  Zahlen  Xj  y  gegeben  ist,  für  welche 

a  +  l)-\/^-k  =  (^f  -f  ^]/^ {x  -f  yV^^)  (3) 

ist.     Dies  ist  der  Fall,  wenn  das  lineare  Gleichungssystem 

lix  —  Jcvy  =  a,     vx  -{-  uy  =^b 
ein  ganzzahliges  Wertsystem  als  Lösung  besitzt. 

*)  Siehe  z.  B.  Bachmann,  Kreisteilung,  Leipzig,  1872.    p.  150. 
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Die  Reihe  der  Teiler  einer  Zahl  a -\- h}/ — h  ist 
eine  endliche  und  kann  durch  ein  Verfahren  bestimmt 
werden^  das  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
zum  Abschluß  gelangt.     Denn  mit  (3)  gilt  auch  immer 

a  -  hY^^  =  (u  -  vY—Jc)  {x  —  yV^h)  •,  (4) 

also  ist  auch 

a^  +  W  =  (ii'  +  hv')  (x'  +  hif) . 

Die  positive  ganze  Zahl  u^  -\-'kv'^  ist  demnach  ein  Teiler 
von  a^  +  Ä:&^;  sind  also  d^(^  =  0,  1,  . . .,  w)  die  positiven  Teiler 
von  cv^  -\-  kb^y  so  muß  u,  v  einer  der  Gleichungen 

u^  +  ^^^  =  ^h  (^'  =  ^?  1?  •  •  •;  ^) 
genügen;  da  nun  femer  einer  jeden  solchen  Gleichung  gemäß 
u^-^d^j  t;^<^.  ist,  so  erhält  man  eine  endliche  Anzahl  von  Wert- 
systemen für  u,  V  und  hat  dann  nur  für  jede  entsprechende 
Zahl  u  -\-  vY — Je  nach  dem  Vorgehenden  zu  entscheiden,  ob 
sie  ein  Teiler  von  a  -\-  hY — ^  ist. 


§  8.  Wir  gehen  nun  näher  auf  den  Fall  h  =  bj  d.  i. 
auf  den  Bereich  []/ —  5]  ein,  dessen  typische  Bedeutung 
Dedekind*)  zuerst  gezeigt  hat;  er  ist  nämlich  das  einfachste 
Beispiel  eines  unvollständigen  holoiden  Bereichs. 

Um  dies  zu  erweisen,  bestimmen  wir  die  gesamten  Teiler 
der  Zahlen 

3,9,1  — 2]/^5,  (l-2]/^2  =  — (19  +  4]/^, 

3(1  —  2]/=^). 

Man  hat  z.  B.  im  ersten  Falle  die  Gleichungen  u^  -\-  bv'^  =  d 
aufzulösen,  wo  fZ=  1,  3,  9.  Die  ganzzahligen  Wertsysteme, 
die  sich  hieraus  ergeben,  sind  (+  1,  0)  im  ersten  und 
(+  2,  +  1),  (+  3,  0)  im  dritten  Falle,  während  der  zweite 
Fall  gar  kein  Wertsystem  liefert. 


*)  Zahientheorie,  4.  Aufl.    pag.  547. 
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Man  erhält  daher ^   vom  Vorzeichen  abgesehen,   die  Teiler 

1  und  3; 

denn    das  Wertsystem    (+  2,  +  1)    gibt   keinen    Teiler.      Es 
müßten  nämlich  noch  z.  B.  aus 

3  =  (2+-)/^5)(»  +  «/y=r5) 
oder 

2x  —  by^?,,     x  +  2y  =  0 

sich    dann   ganzzahlige  Werte    von   x   und   y    ergeben.      Dies 

2  1 

ist  aber  für  die  einzige  Lösung  — , nicht  der  Fall. 

Hingegen  hat  man  9  =  (2  +)/— "5)(2  —  ]/=^). 

Bei  ähnlicher  Ausführung  der  übrigen  Rechnungen  erhält 
man,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  für  die  links  stehenden  Zahlen 
die  folgenden  Teilerreihen 


3 

1,3 

9 

1,  3,2±>/-5,9 

1-2]/— 5 

1,  l-2]/-5 

(1  —  2)/— 5)2 

1,1-2^-5,  2-|/-5,  2  +  3l/=:5, 

(1  — 2)/— 5> 

3(1  — 2y— 5) 

1^  3,  1  -2y=r5^  2-|/=r5,  4-|/-5, 

3(1  _  2]/— 5). 

Hier  sind  demnach  9  und  3  (l — 2]/ — 5)  zwei  Zahlen, 
die  keinen  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  im  fest- 
gesetzten Sinne  des  Wortes  besitzen.  Die  gemeinschaft- 
lichen Teiler  beider  Zahlen  sind,  vom  Vorzeichen  abgesehen: 


1,  3  und  2— y— 5. 

Also  müßte  unter  ihnen  auch  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  von  9  und  3  (l  —  2]/ —  5)  vorkommen,  und  dieser 
Teiler  durch  die  übrigen  teilbar  sein;  nun  ist  aber  keine  der 


\ 
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drei  Zahlen   durch  die  beiden  andern  teilbar,   und  damit  auch 
unsre  Behauptung  erwiesen*). 

In  anderer,  gleich  auffallender  Weise  zeigt  sich  die  „XJn- 
vollständigkeit'^  des  Bereiches  []/ —  5]  in  dem  Umstand,  daß 
3  imd  1  —  2]/ —  5  außer  der  Einheit  keinen  gemeinsamen 
Teiler  besitzen,  wohl  aber  ihre  Quadrate,  die  beide  durch 
2  — ]/ —  5  teilbar  sind. 

§  9.  Eine  mit  dem  Vorhergehenden  zusammenhängende 
Eigentümlichkeit  des  Bereiches  []/— -  5]  besteht  darin,  daß  die 
Gesamtheit  der  Zahlen  in  []/ — 5],  die  durch  3  und 
2  — y —  5  teilbar  sind,  nicht  durch  die  sämtlichen 
Vielfachen  einer  Zahl  dargestellt  werden  kann. 

Die  Gesamtheit  dieser  Zahlen  hat  jedenfalls  —  wegen  des 
Teilers  3  —  die  Form  3^"  +  Sy}/ —  5.  Soll  aber  eine  solche 
Zahl  durch  2  — ]/ —  5  teilbar  sein,  so  muß  es  gewöhnliche  ganz- 
zahlige Werte  von  u  und  v  geben,  die 

3x  +  SijY^^  =  (2  —1/=^)  (li  +  1;]/=^) 

oder  also 

2u  -\-  bv  =  3Xf       — u  -}-  2v  =  3y 

ergeben.     Es  sind  demnach 

2x —  6y  x4-2y 

und  auch        ^^ 

U  —  V  +  2y  =  —^ 


gewöhnliche  ganze  Zahlen.     Es  folgt  hieraus,  wenn  w  wieder 
eine  gewöhnliche  ganze  Zahl  bedeutet: 

X  =  y  -{-  3«i;; 

*)  Die  beiden  Aussagen,  daß  a  und  Q  keinen  größten  gemeinschaft- 
lichen Teiler  besitzen,  und  daß  dieser  gleich  1,  haben  also  eine  ganz 
verschiedene  Bedeutung;  was  der  in  den  Elementen  vielfach  gebrauchten 
ungenauen  Ausdrucksweise  gegenüber  besonders  bemerkt  werden  soll. 


22  I-    Einleitende  Grundbegriffe.     §  9.  10. 

und,  da  dann  ii  und  v  auch  immer  ganze  Zahlen  sind,  wird 
die  Gesamtheit  der  durch  3  und  2  — ]/5  teilbaren  Zahlen  in 
ly^^^]  durch 

{9w  +  Sy)  +  SyV^^^  =  9w;  +  3  (l  +V^^)y 

dargestellt,  wo  y  und  w  beliebige  gewöhnliche  ganze  Zahlen 
bedeuten. 

Sollen  diese  sämtlich  Vielfache  einer  bestimmten  Zahl  d 
sein,  so  müßte  dieses  d  auch  Teiler  jener  speziellen  Zahlen 
sein,  die  man  erhält,  wenn  man  iv  =  1,  y  =  0  oder  tv  =  1^ 
y  =  —  2  setzt.  Es  wäre  ö  demnach  ein  Teiler  von  9  und 
3(1—2]/=^);  also  8  gleich  1,  oder  3,  oder  2—]/^=^. 
Die  gesamten  Vielfachen  dieser  Zahlen  geben  aber  immer  auch 
Zahlen,  die  nicht  durch  3  und  2  — ]/ —  5  teilbar  sind,  da 
ja  schon  3  nicht  durch  2 — )/ — 5  und  ebenso  2 — ]/ —  5  nicht 
durch  3  teilbar  ist. 

Der  späteren  Anwendung  wegen  sei  noch  insbesondere 
erwähnt,  daß  auch  die  Gesamtheit  der  Zahlen 

3«i  +  (l— 2>/=^)c.2, 

wo  a^  und  a^  beliebige  Zahlen  aus  []/ —  5]  bedeuten, 
nicht  mit  der  Gesamtheit  der  Vielfachen  einer  Zahl 
ö  aus  []/ —  5]  übereinstimmen  kann. 

Da  unter  jenen  Zahlen  sich  auch  3  und  1  —  2]/ —  5 
findet,  so  müßte  ö  ein  gemeinsamer  Teiler  dieser  Zahlen,  also 
—  vom  Vorzeichen  abgesehen  —  gleich  1  sein;  und  es  müßte 
Werte  von  a^  und  a^  geben,  für  welche 

3«!  +  (l  —  2]/^^5)  c^2  =  1 

wird.  Für  dieselben  Werte  wäre  aber,  wenn  man  zum  Quadrat 
erhebt, 

9^^2  _|_  6  (i  _  2]/:^)  a,  a,  +  {l  —  2Y^^ya,'  =  1 . 

Nun  sind  die  Koeffizienten  von  a^^,  a^a^  und  a^^,  wie  die 
vorher  ausgeführten  Rechnungen  zeigen,  sämtlich  durch 
2  — y —  5    teilbar.     Gäbe  es   also   dieser  Bedingung    entspre- 
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chende  ct^  und  a^  in  []/ —  5j ,  so  wäre  auch  1  durch  2  — )/ —  5 
teilbar,  was  nicht  der  Fall,  da  2  — ]/ —  5  keine  Einheit  ist. 
Damit  ist  aber  die  oben  aufgestellte  Behauptung  erwiesen. 

Endlich  sieht  man,  daß  z.  ß.  2  — ]/ —  5  im  Bereiche 
[)/ — 5]  irreduzibel,  aber  keine  Primgröße  ist;  denn 
weder  3  noch  1  —  2]/ —  5  sind  durch  diese  Grröße  teilbar, 
wohl  aber  ihr  Produkt. 

Kougrueuzbereiche  und  Modulsysteme. 

§  10.  Aus  dem  vorgelegten  holoiden  Bereiche  [A]  wählen 
wir  ein  für  allemal  h  bestimmte,  von  0  verschiedene  Größen 
M^,M^,...yMf^y  deren  Inbegriff  als  Modulsystem  {M^  ,M^j...,  Mj) 
bezeichnet  werden  soll.     Die  Gesamtheit  der  Größen 

wo  a^y  cc^y  .  .  .,  cCf^  beliebige,  dem  Bereiche  [A]  entnommene 
Größen  sind,  nennen  wir  einen  (dem  Bereiche  [A]  ent- 
stammenden) Kongruenzbereich,  der  durch  das  Modul- 
system (Jfj,  ...,  M^)  bestimmt  wird. 

Das  Modulsystem  heißt  nach  der  Anzahl  der  darin  auf- 
tretenden Größen  /i-gliedrig,  die  in  ihm  enthaltenen  Größen 
M^y  M^y  .  .  .  sind  seine  Elemente. 

Der  Kongruenzbereich  enthält  nur  dem  Bereiche  [A]  an- 
gehörige  Größen.  Die  Summe  oder  das  Produkt  zweier  dem 
Kongruenzbereich  angehöriger  Größen  gehört  wieder  dem 
Kongruenzbereiche  an. 

Die  Gesamtheit  der  Größen  des  Bereichs  [A]  stimmt  mit 
der  Gesamtheit  der  Größen  des  Kongruenzbereichs  dann  und 
nur  dann  überein,  wenn  dieser  die  absolute  Einheit  enthält. 
Denn  mit  der  1  ist  jede  Größe  aus  [A]  in  der  verlangten 
Form  darstellbar. 

Der  Kongruenzbereich  heißt  echt,  wenn  er  die  absolute 
Einheit  nicht  enthält,  also  dann  und  nur  dann,  wenn  er  eine 
echte  Teilmenge  von  [A]  bildet. 

Zwei   Größen    des  Bereiches  [A],    z.  B.    A  und  /i,    heißen 
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kongruent  in  Bezug  auf  das  Modulsystem  {M-^,  M^,  .  .  .,  Mj) 
in  Zeichen 

l^^  (mod.  M^,  M^,  . . .,  M^), 

wenn  A  —  ft  dem  durch  das  Modulsystem  definierten  Kongruenz- 
bereiche angehört,  oder  also  auch,  wenn  es  in  dem  Bereiche  [A] 
solche  Größen  a  gibt,  daß; 

A  — i^  =  «iJfiH \-c(,M, 

wird.  Dieselbe  Tatsache  kann,  wie  unmittelbar  ersichtlich, 
auch  in  der  Form 

A  —  /i  =  0  (mod.  M^,  M^,  .  .  .,  ilf  J 

ausgedrückt  werden. 

Der  Kongruenzbegriff  ist  eine  Erweiterung  des  Gleichheits- 
begriffs. Gleiche  Größen  sind  auch  kongruent,  imd  das  Kon- 
gruenzzeichen folgt  zum  Teil  denselben  Grundgesetzen,  wie 
das  Gleichheitszeichen.     Insbesondere: 

I.   Ist  A  ^/i    und  n  ^Vj    so  folgt  auch  A       ^  v. 
IL   Ist  A^^^Ag  und  ^^^^2p  ^0  folgt  auch  X^ii^^^X2fi2' 

Dabei  wird  vorausgesetzt,  daß  das  bestimmende  Modul- 
systeni  immer  dasselbe  bleibt.  Um  z.  B.  den  zweiten  Satz 
zu  beweisen,  hat  man  nur  die  der  Definition  entsprechenden 
Tatsachen 

h  =  h  +  a,M,-] \-a,M, 

ausführlich  hinzuschreiben.     Dann  folgt  unmittelbar: 

h^i  =  h^2  +  71^1  +  "■  +  n^k- 

Die  Umkehrung  dieses  auf  die  Multiplikation  bezüglichen 
Satzes  ist  nicht  allgemein  gültig.  Der  bezügliche  genaue  Satz 
lautet: 

ni.  Ist  Aifi^^Ag/i-a  nnd  K^^^X2f  so  folgt  hieraus 
dann  und  nur  dann  für  jede  Größe  ^^  auch  ^^^^i^y 
wenn  es  im  Bereiche  [A]  eine  Größe  ß  gibt,  für  welche 
ßX^  ^  1  wird. 


Kongruenzbereiclie  und  Modulsysteme.  25 

Gibt    es    eine   solche   Größe,    so   ist  wegen   ?.^  ^  Ag   auch 
ßX^  ^  ß^i  ^  1,  ferner  ßX^^^  e^  ßhi^2'')  ^^^^  auch  ^^  eie  /itg. 
Daß  es  keine  solche  Größe  ß  gibt,  also  die  Gleichung 

ßX,  -  ci^M,  —  cc,3I, a^M^  =  1 

nicht  in  der  Weise  lösbar  ist,  daß  für  /3,  a^  .  .  .,  ccj^  Größen 
des  Bereichs  [A]  genommen  werden,  kann  auch  so  gefaßt 
werden,  daß  das  Qi  +  l)-gliedrige  Modulsystem  (A^,  M^^  . ..,  JfJ 
einen  echten  Kongruenzbereich  bestimmt;  sämtliche  Größen 
des  durch  das  /i-gliedrige  Modulsystem  (M^^  .  .  .,  M^  be- 
stimmten Kongruenzbereichs  sind  in  jenem  enthalten;  also 
bilden  auch  diese  einen  echten  Kongruenzbereich.  Wählt  man 
nun  für  ^^  und  ^^  zwei  Größen,  von  denen  die  eine  dem 
durch  (Jii,  .  .  .,  Mf^)  bestimmten  Kongruenzbereiche  angehört, 
die  andre  nicht,  was  jetzt  immer  möglich,  und  A^,  X^  so,  daß 
beide  ^  0  für  (i^fj,  .  .  .,  -MJ,  so  wird  auch  X^^i^  ^  Ag/^a,  ohne 
daß  hieraus  ^^  l:::  ^^  folgte. 

Zwei  Modulsysteme  (ilf^,  .  .  .,  JfJ  und  (JV^,  .  .  .,  JV^)  er- 
geben in  bestimmter  Weise  ein  drittes,  das  sämtliche  Elemente 
des  ersten  und  zweiten  enthält,  {M-^y  .  .  .,  M^^,  iV^,  .  .  .,  Nj^, 
wo  aber  der  entsprechende  Kongruenzbereich  der  Definition 
gemäß  sich  nicht  ändert,  wenn  wir  die  eventuell  wiederholt 
auftretenden  Elemente  nur  einmal  schreiben. 

Ist  nun 

Ai  ^  A2  (mod.  Jfj,  .  .  .,  Mf^)     und    ^^  ^  ^^  (mod.  N^, Nj^) , 

so  folgt  unmittelbar  auch: 

A,  =  A2,  ii,  ~  li,,  (mod.  Jf„  .  .  .,  ilf„  N^,  . .  .,  N,) . 

Dies  gibt  die  folgende  Erweiterung   der  Kongruenzsätze: 

Ist  A  =  j[t  (mod.  Jfi,  ...,  Mj^  und  ^i^v  (modiV^,  ...,  iVJ^ 
so  folgt  auch  A^  V  (mod.  M^,  ...,  Jf^,  N^,  ...,  Nj^. 

IstAj  ^Ag  (mod.  iltfi, . . .,  Mj^  und  ^^^^2  (niod.  JV^^, . . .,  iVJ, 
so  folgt  auch  Aifii^Ag/Ag   (mod.  M^j  ...,  Jf^,  iV^,  ...,  JV"^). 

Ist  Aift^  E:E  Ag^Ug  (mod.  M^y  ...,  Jf^)  und  A^  ee:=  Ag 
(mod.  iVi,  ...,  iV^),  so  folgt  hieraus   dann  und  nur  dann 
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für  jede  Größe  ^^  auch  /i^EEE^g  (mod.  M^,  ...,Mj^,N^,...jN^, 
wenn  es  im  Bereiche  [A]  eine  Größe  ß  giht,  für  welche 

ßl,  =  1  (mod.  M„  . . .,  M„  N„.. .,  N,) . 

Man  kann  den  früher  gegebenen  Beweis  wiederholen  und 
hat  nur  zum  Schluß  A^  ==  /lg  gleich  einer  Größe  zu  wählen, 
die  EE  0  wird  für  das  Modulsystem  (31^,  .  .  .,  Mj^. 

Wenn  die  beiden  Modulsysteme  (M-^y  .  .  -,  -MJ  und 
(N^,  .  .  .,  Nj^  dieselben  sind,  erhält  man  die  früher  auf- 
gestellten Sätze  wieder. 

§  11.  Das  einfachste  Beispiel  dieser  Begriffsbildungen 
wird  durch  die  gewöhnliche  Kongruenzbestimmung  in  den 
Elementen  der  Zahlentheorie  geboten,  wo  Gauß  zuerst  den 
Ausdruck  und  das  Zeichen  der  Kongruenz  einführte,  während 
die  soeben  gegebenen  allgemeinen  Begriffe  Krön  ecke r  an- 
gehören*). 

Zwei  Zahlen  des  Bereiches  [1]  heißen  dort  kongruent  in 
Bezug  auf  das  eingliedrige  Modulsystem  (m)  oder  kürzer  in 
Bezug  auf  den  Modul  m,  wenn  ihre  Differenz  durch  m  teilbar 
ist.  Und  so  fort.  Insbesondere  definiert  jede  von  1  verschiedene 
ganze  Zahl  einen  echten  Kongruenzbereich,  der  aus  sämtlichen 
Vielfachen  von  m  und  nur  diesen  besteht. 

In  diesem  einfachsten  Falle  ist  die  Bildung  weiterer  mehr- 
gliedriger  Modulsysteme  vollständig  überflüssig.  Sind  nämlich 
m^,  m^,  .  .  .,  OTif^  gewöhnliche  ganze  Zahlen,  und  d  ihr  größter 
gemeinschaftlicher  Teiler,  so  gibt  es  stets  ganze  Zahlen 
«i,  «27  •  •  •?  ^Ä  ^<^^  ^®^  Beschaffenheit,  daß 

^1%  +  '  ■  •  4"  ^h'^h  =  ^ 

wird.  Der  durch  das  Modulsystem  (w^,  .  .  .,  m,^  definierte 
Kongruenzbereich  enthält  also  nur  Vielfache  von  d  und  andrer- 
seits alle  Vielfache  von  d  (denn  es  ist  hd  ^  Jca^m^  +  •  •  • 
-j-  Jcüf^nif^),  jener  Bereich  ist  also  mit  dem  durch  den  Modul  (d) 
definierten  Kongruenzbereich  identisch. 

*)  Bis  auf  den  —  im  Gebrauche  sehr  bequemen  —  Ausdruck 
„Kongruenzbereich". 
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Der  Bereich  der  rationalen  ZaKLen  (1)  gibt  zu  keiner  echten 
Kongruenzbestimmung  Anlaß.  Wäre  in  diesem  (^i,  **2?  •  •  v  ^a) 
irgend  ein  Modulsystem,  so  ist  schon  die  Gleichung  7\x=l 
in  rationalen  Zahlen  lösbar,  also  auch  alle  Zahlen  unter- 
einander für  jenes  Modulsystem  kongi'uent;  der  entsprechende 
Kongruenzbereich  fällt  also  immer  mit  (1)  zusammen. 

Genau  das  gleiche  gilt  für  jeden  orthoiden  Bereich. 

Daß  in  höheren  Bereichen  die  Verhältnisse  nicht  mehr  so 
einfach  sind,  wie  in  [1],  erhellt  schon  aus  dem  früher  be- 
handelten Beispiele  des  Bereiches  []/ —  5] .  Die  Gesamtheit 
der  Zahlen  3c^i  -f"  (l  —  2]/ —  5)  a^  ist  nichts  anderes,  als  der 
durch  das  zweigliedrige  Modulsystem  (3,  1  — 2]/ — 5)  bestimmte 
Kongi'uenzbereich,  und  wir  haben  eben  (am  Schluß  des  §  9) 
bewiesen,  daß  diese  Bestimmung  durch  kein  eingliedriges 
Modulsystem  gegeben  werden  kann. 

Die  Wichtigkeit  des  Kongruenzbegriffs  in  arithmetischen 
Untersuchungen  beruht  auf  der  durch  ihn  gegebenen  Klassen- 
einteilung der  Größen  des  Bereichs  [A],  wenn  wir  nämlich 
alle  mit  einer  bestimmten  Größe  kongruenten  Größen  oder, 
was  damit  gleichbedeutend,  alle  untereinander  kongruenten 
Größen  in  eine  Klasse  zusammenfassen. 
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§  12.     Eine    Teilmenge     des    vorgelegten    holoiden    Be- 
reiches [A] 

die  alle  Einheiten  in  [A]  enthält,  die  Null  nicht  enthält  und 
endlich  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  das  Produkt  irgend  zweier 
der  Teilmenge  angehöriger  Größen  wieder  in  dieser  ent- 
halten ist,  heiße  ein  Äquivalenzbereich.  Der  Äquivalenz- 
bereich heißt  echt,  wenn  es  eine  Größe  in  [A]  gibt,  die  von 
Null  verschieden  ist  und  die,  mit  irgend  einer  Größe  des 
Aquivalenzbereichs  multipliziert,  niemals  eine  Größe  dieses 
Äquivalenzbereichs  ergibt. 
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Ein  orthoider  Bereich  gibt  daher  niemals  zur  Bildung 
eines  echten  Äquivalenzbereichs  Anlaß,  da  in  diesem  alle  Größen, 
nach  Ausschluß  der  Null,  als  Einheiten  zu  betrachten  sind. 

Geht  man  von  [A],  wie  in  §  4  dargelegt  wurde,  zu  dem 
zugeordneten  orthoiden  Bereiche  (A)  über  und  bezeichnet  den 
soeben  charakterisierten  Äquivalenzbereich  mit  TT,  so  bilden 
die  gesamten  Größen  — ,  wo  a  irgend  eine  Größe  aus  [A]  und 
7t  irgend  eine  Größe  aus  TT  ist,  abermals  einen  holoiden  Be- 
reich, der  mit  [A  |  TT]   bezeichnet  werden  mag. 

Der  Bereich  ist  ein  holoider,  weil  das  Additionsgesetz 

und  Multiplikationsgesetz 


ein  gewöhnliches  ist,  ferner  sowohl  a  wie  7t  gleich  der  ab- 
soluten Einheit  gesetzt  werden  können,  und  also  der  Bereich 
die  Größen  1,  2,  ...  enthält,  in  deren  Reihe  sich  die  0,  wie 
unmittelbar  ersichtlich,  nicht  findet. 

Wenn  [A]  ein  echter  holoider  Bereich  und  TT  ein 
echter  Äquivalenzbereich  ist,  und  es  ferner  eine  Größe 
y  in  [A]  gibt,  die  in  keiner  Größe  des  Äquivalenz- 
bereichs als  Teiler  enthalten  ist,  —  und  nur  in  diesem 
Falle  — ,   bilden   die   Größen  —  einen   echten  holoiden 

'  TT 

Bereich. 

Jede  Größe  7t  ist  in  diesem  Bereiche  eine  Einheit,  weil 
7t  •  —  =  1:  also  auch  iede  Größe  — .  Soll  nun  —  eine  Ein- 
heit  sein,  also  z.  B. 

a    cc'  ^ 

7t     7t' 

werden,  so  muß  wegen  aa  =  7t 7t'  jedenfalls  a  ein  Teiler  von 
7t7t'  in  [A]  sein.  Die  Einheiten  des  Bereiches  [A  17] 
sind    daher  sämtliche   Größen  von  der   Gestalt   — ,    wo 
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(p    Teiler    irgend    einer    Grröße    aus    TT    sein    muß,    und 
nur  diese. 

Wählt  man  demnach  für  y  eine  Größe  aus  [A],  die  in  TT 
nicht  vorkommt,   so  wird  die  Gleichung  y|  =  1  auch  in  dem 

neuen  Bereiche  unlösbar.    Würde  ihr  |  =  -!-  genügen,  so  wäre 

yß  =  it  und   y   im  Widerspruch  zur  Annahme  ein  Teiler  von 
7C  in  [A]. 

Die  Bedingungen  des  oben  gegebenen  Satzes  sind  damit 
als  hinreichende  erkannt.  Daß  sie  auch  notwendig  sind,  er- 
kennt man  in  erster  Linie  daraus,  daß,  wenn  für  jede  Größe  y 
des  Bereichs  [A]  eine  Gleichung  der  Gestalt  yß  =  tc  existiert, 
man  für  die  Gleichung  in  [A  |  TT] 


n  =  ^ 


nach  Einführung  der  durch  y^ß^  =  jr^  definierten  Größe  un- 
mittelbar die  Lösung 

findet.  Dem  ist  nur  noch  die  Bemerkung  hinzuzufügen,  daß, 
wenn  der  Äquivalenzbereich  kein  echter  ist,  jede  Größe  y 
aus  [A]  gewiß  als  Teiler  einer  Größe  des  Äquivalenzbereichs 
auftritt. 

Jeder  Äquivalenzbereich  enthält  die  Einheiten  des  Bereichs 
[A];  diese  allein  bilden  also  den  „kleinsten",  dem  [A]  ent- 
stammenden Äquivalenzbereich,  der  mit  E  bezeichnet  werden 
soll.    Man  sieht  unmittelbar,  daß  [A  |  E]  mit  [A]  identisch  ist. 

Zwei  Größen  des  Bereichs  [A],  z.  B.  a  und  /3,  heißen  in 
Bezug  auf  den  Äquivalenzbereich  TT  relativ  äquivalent,  Wenn 
es  in  TT  zwei  Größen  7t^  und  jt^  gibt,  so  daß  Tt^a  =  Ttc^ß  wird. 

Dies  soll  in  Zeichen  durch 

a~ß,        [A],n 

ausgedrückt  werden,  wo  jedoch  die  genaue  Angabe  der  Äqui- 
valenzbestimmung, insofern  sich  diese  im  Laufe  der  Unter- 
suchung nicht  ändert,  weggelassen  werden  kann. 
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Aus  der  soeben  gegebenen  Definition  folgt  unmittelbar, 
daß  die  früher  (§  5)  festgestellten  drei  Grundgesetze  der  Äqui- 
valenz auch  jetzt  gültig  bleiben. 

Fällt  TT  mit  E  zusammen,  so  wird  aus  der  relativen  die 
absolute  Äquivalenz. 

Die  Wichtigkeit  dieser  Begriffsbestimmungen  wird  sich 
erst  später  zeigen;  hier  stehen  uns  nur  ganz  bedeutungslose 
Beispiele  zur  Verfügung.  Man  kann  z.  B.  aus  [1]  alle  Zahlen 
der  Gestalt  +2*  (Je  =  0^  1,  2,  .  .  .)  herausheben,  wo  dann 
zwei  ganze  Zahlen  als  relativ  äquivalente  zu  bezeichnen  sind, 
wenn  die  eine  von  ihnen  durch  Multiplikation  mit  einer  Zahl 
der  Gestalt  +  ^^  i^  ^i^  andere  übergeht.  Der  erweiterte  Be- 
reich [A I  TT]  besteht  in  diesem  Falle  aus  allen  Zahlen,  deren 
Nenner  eine  Potenz  von  2  ist. 

Der  Begriff  der  Äquivalenz  kann  von  neuem  erweitert 
werden,  wenn  wir  in  der  Definition  des  Bereichs  TT  die  Be- 
dingung, daß  TT  alle  Einheiten  aus  [A]  enthalte,  weglassen. 
Wir  begnügen  uns  an  dieser  Stelle  damit,  dies  einfach 
erwähnt  zu  haben. 


I 


I 


Zweites  Kapitel. 
Holoiden  Bereichen  entstammende  Formen. 


Formen  und  ganze  Funktionen. 

§  1.  Es  sei  der  holoide  Bereich  [A]  vorgelegt.  Aus  den 
Größen  dieses  Bereichs  und  der  neuen  Unbestimmten  x  bilden 
wir  die  „Größen" 

A,  +  Ä,x  +  Ä,x'-\ \-Ä^X\ 

wo  A^y  A^j  .  .  .,  A^^  Größen  des  ursprünglichen  Bereichs  [A] 
bedeuten.  Diese  Größen  fassen  wir  abermals  zu  einem  Bereiche 
zusammen,  indem  wir,  wenn  eine  zweite  Größe 

B,  +  B,x  +  J?,a;^  +  ■  •  •  +  B^x" 

ist,  als  Summe,  resp.  Produkt  der  beiden  die  Größen 

(A  +  ^o)  +  (^1  +  A>  +  {A  +  B,)x'  +  --- 
und 

Ä,B,  +  {Ä,B,  +  Ä,  B,)  X  +  {Ä,B,  +  A,B,+  A,B,)  x'-\-:. 

bezeichnen,  d.  h.  die  Addition  und  Multiplikation  nach  den 
Regeln  ausführen,  die  in  den  Elementen  der  Algebra  für  nach 
Potenzen  von  x  geordnete  Ausdrücke  gegeben  werden.  Damit 
ist  auch  klargestellt,  daß  die  ursprünglich  gegebene  Größe  als 
Summe  der  Glieder  A^y  A^x, .  .  .,  A^x'"'  betrachtet  werden  kann. 
Prinzipiell  hätte  diese  Größe  vor  Festsetzung  der  Addition  und 
Multiplikation  eigentlich  als  Größenkomplex  (A^,  A^^  ...y  A^^,  x) 
geschrieben  werden  sollen,  was  aber  nach  dieser  Festsetzung 
sogleich  als  überflüssige  Komplikation  erscheint. 
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Zwei  solche  Größen  sind,  ihrer  Bildung  entsprechend,  dann 
und  nur  dann  gleich,  wenn  die  zu  ihrer  Darstellung  verwen- 
deten Größen  des  Bereichs  [A],  die  s.  g.  Koeffizienten,  der 
Reihe  nach  gleich  sind, 

und  demnach  auch  ihre  Anzahl  in  beiden  Fällen  dieselbe  ist. 

Man  erkennt  dann  unmittelbar,  daß  die  Gesamtheit  der 
so  gebildeten  Größen  einen  echten  holoiden  Bereich  bildet,  und 
zwar  auch  dann,  wenn  der  Bereich  [A]  ein  unechter  holoider, 
d.  i.  orthoider  Bereich  war.  Denn  die  so  definierten  Größen 
besitzen  ein  gewöhnliches  Additions-  und  Multiplikationsgesetz; 
der  Bereich  enthält  femer  —  mit  allen  Größen  des  Bereichs  [A] 
—  die  absolute  Einheit;  und  die  aus  dieser  gebildete  Reihe 
1,  2,  3,  .  .  .  enthält  die  Null  nicht,  da  ja  m  und  0  der  Defini- 
tion nach  verschiedene  Größen  sind.  Daß  der  Bereich  endlich 
ein  echter  holoider  Bereich  ist,  erhellt  daraus,  daß  die  Gleichung 

inimer  unlösbar  ist,  wenn  F  nicht  dem  engeren  Bereiche  [A] 
angehört  oder  —  wie  wir  uns  auch  ausdrücken  wollen  —  die 
Unbestimmte  x  wirklich  enthält.  Dann  hat  nämlich  F  die 
Gestalt 

WO  m  >  0  und  A^  4=  0. 

Soll  -Fl  =  1  sein,  so  ist  keinesfalls  |  ==  0,  und  |  hätte 
also  die  Gestalt: 

I  =  £„  +  5,a;  +  •  •  ■  +  Kx-, 

wo  n^O  und  B^=^0.     Dann  ist  aber 

-Fl  =  AJ5o  +  •  •  •  +  AmBnX^^', 

wo  m  +  ^  >  0  und  J.^jB^  =f=  0,  und  kann  nicht  =  1  werden, 
da  diese  Größe  die  Unbestimmte  x  wirklich  enthält. 

Der  so  gebildete  Bereich  soll  kurz  als  [A,  x']  bezeichnet 
werden. 
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§  2.  Es  ist  unmittelbar  einzusehen^  wie  diese  Begriffs- 
bildung durch  Einführung  einer  zweiten,  dritten  Unbestimmten 
und  so  fort  weitergeführt  werden  kann. 

Es  seien  die  der  Reihe  nach  einzuführenden  Unbestimmten 
^17  ^2;  •  •  •;  ^m-  Dann  entsteht  aus  [A]  zunächst  der  Bereich 
[A,  x^]]  da  dieser  Bereich  ein  echter  holoider  Bereich  ist,  ent- 
steht bei  Hinzufügung  der  Unbestimmten  X2  ein  neuer,  er- 
weiterter Bereich,  der  durch  [A,  x^^  x^]  bezeichnet  werden  kann 
und  so  fort,  bis  wir  schließlich  den  Bereich 

[A,  x^,  x<^j  .  .  .,  ^,J 

erhalten.  Da  auch  in  diesen  Bereichen  die  Addition  und  Mul- 
tiplikation nach  den  Regeln  der  elementaren  Algebra  geschieht, 
können  in  dem  nach  Potenzen  von  x^  geordneten  Ausdrucke 
irgend  einer  Größe  die  Koeffizienten  als  Summen  betrachtet 
werden,  und  man  erhält,  wenn  die  Multiplikationen  wirklich 
ausgeführt  werden,  einen  Ausdruck  von  der  Gestalt 

AC/o  +  AC^i  +^c^.  +  •  •  •  +  A,V„ 

wo  die  Koeffizienten  A^^  A^^  ...  dem  ursprünglichen  Bereiche  [A] 
angehören  und  TJ^j  ü^y  ...,  üj^  verschiedene  Potenzprodukte  der 
Unbestimmten  x^j  x^,  .  .  .,  x^^  d.  h.  Größen  von  der  Gestalt 

^1     9^  9m 

X^X^     ,  .  .X^ 

bedeuten. 

Diese  Gestalt  der  Größen  des  Bereichs  [f\,  x^,  x^,  .  .  .^  icj 
zeigt  unmittelbar,  daß  die  Reihenfolge,  in  der  die  Unbestimmten 
x^,  .  .  .j  x^  zur  Bildung  dieses  Bereichs  verwendet  werden,  für 
diesen  ganz  gleichgültig  ist  und  daß  man  auch  in  einem  Schritte 
von  A  durch  Hinzufügung  des  Systems  von  Unbestimmten 
(a^i,  x^,  .  .  .,  xj  zu  [A,  x^,  x^,  .  .  .,  ^J  gelangen  kann. 

Man  bezeichnet  die  Größen  des  Bereichs  [N,  x^y  x^^  .  .  .,  it^J 
als  (dem  Bereiche  [A]  entstammende)  Formen,  oder 
auch  ganze  Funktionen  der  Unbestimmten  x^y  x^y  .  .  .,  x^^. 

Die  beiden  Benennungen  sind  mit  zwei  prinzipiell  ver- 
schiedenen Auffassungen  der  neugebildeten  Größen  eng 
verknüpft. 

König,  algebraische  Größen.  8 
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In  Wirklichkeit  ist  die  Verwendung  der  Unbestimmten  eine 
reine  Übergangsbezeiclinung.   Aus  zwei  Größen  des  Bereicbs 

AoU,  +  ---  +  A,U,    und     B,U,  +  ---  +  B,Ü, 
erhält  man  bei  der  Addition  und  Multiplikation  eine  dritte 

wo  das  Koeffizientensystem  (Oq,  C^,  .  .  .)  in  bestimmter  Weise 
durch  eine  Reihe  von  Additionen  und  Multiplikationen  aus  den 
Koeffizientensystemen  (Äq,  A^,  .  .  .)  und  (B^,  B^y  .  .  .)  zu  bilden 
ist.  Und  dabei  dienen  die  Potenzprodukte  Üq,  U^,  ...  nur 
dazu,  das  Gesetz,  nach  dem  die  verschiedenen  Koeffizienten 
A^y  A^y  .  .  .y  Bq,  B^j  .  .  .  ZU  vcrwcuden  sind,  in  einfacher 
Weise  zu  charakterisieren;  sie  geben  diesen  Koeffizienten 
einen  durch  das  Exponentensystem  {g^y  .  .  .,  g^  ausgedrückten 
„Stellenwert^*.  Man  könnte  demnach  auch  jene  Formen  als 
{A^y  .  .  .y  A^)  bezeichnen,  müßte  aber  dann  ihr  Additions-  und 
Multiplikationsgesetz  in  sehr  komplizierter  Weise  ausdrücken. 
Insofern  nun  jene  Unbestimmten  nur  deshalb  eingeführt  werden, 
um  die  Verknüpfungen  der  neuen  Größen  in  einfachster  Weise 
beschreiben  zu  können,  sprechen  wir  von  Formen  der  Un- 
bestimmten x^y  .  .  .,  x^y  in  denen  also  die  Koeffizienten 
Aq,  A^y  .  .  .  und  ihre  Stellenwerte  (g^y  .  .  .,  g^  allein  in 
Betracht  kommen. 

Der  Ausdruck  „ganze  Funktion  von  x^,  .  .  .,  xj^  hat  schon 
dem  allgemeinen  mathematischen  Sprachgebrauche  gemäß  eine 
ganz  andere  Bedeutung.  Dabei  sind  nämlich  x^y  .  .  .y  x^  in 
einer  engeren  Bedeutung  des  Wortes  Unbestimmte,  indem  sie 
beliebige  Größen  des  Bereichs  [A],  oder  auch  eines  weiteren, 
[A]  enthaltenden  holoiden  Bereiches  [A']  bezeichnen,  also  be- 
liebig bestimmte  „Werte"  annehmen  können.  Die  ganze 
Funktion  ist  dann  der  Ausdruck  eines  speziellen  Ge- 
setzes, das  aus  den  Größen  1^?  •  •  v  imy  ^^^  Werten  von 
%?  •  •  •?  ^m?  ®i^®  ^  +  1*^  Größe,  den  Wert  der  ganzen 
Funktion,  bestimmt*). 

*)  Daß  in  der  mathematischen  Literatur  der  Ausdruck  „Form'' 
bisher  meist  nur  für  homogene  ganze  Funktionen  benutzt  wurde,  konnte 
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Das  Potenzprodukt  'Ug  =  x^x^  .  .  .  x^  hat  die  Dimension 

^1  +  5^2  H \-9m'^'^^  <len  Grad  g.  in  Bezug  auf  x.. 

Die  Form  und  auch  die  ganze  Funktion 

hat  die  Dimension  n ,  resp.  den  Grad  n^  in  Bezug  auf  x^y  wenn 
n  resp.  w^-  die  größte  rationale  ganze  Zahl  ist,  die  als  Dimen- 
sion resp.  Grad  in  C/q,  U^,  .  .  .,  üj^  vorkommt,  wobei  natürlich 
nur  diejenigen  ü  zu  zählen  sind,  die  in  dem  Ausdruck  der 
Form  (ganzen  Funktion)  sich  wirklich  vorfinden,  deren  Koeffi- 
zient also  nicht  0  ist. 

Lexikographische  Anordnung  der  G-lieder  einer  Form. 

§  3.  Für  Formen  mit  einer  Unbestimmten  ist  eine  natür- 
liche Reihenfolge  der  Glieder  nach  steigenden  oder  fallenden 
Potenzen  dieser  Unbestimmten  unmittelbar  gegeben.  Die  von 
Gauß*)  gegebene  konsequente  Erweiterung  dieses  Ordnungs- 
prinzips für  Formen  mit  m  Unbestimmten  x^^^  X2y  .  .  .,  x^  ist 
die  folgende.     Von  zwei  Gliedern 

AgX^'x^  ...x^  und  Ah  x^x^  ,.  .  x^ 
sei  das  erste  das  höhere,  wenn  gi^\\  oder  falls  g^  =\ 
ist,  wenn^2>^*2;  allgemein,  falls  ^i  =  /ii,  ^2  =  ^2^  •">9i-i  =  K-u 
wenn  g^  >  h-.  Da  ähnliche  Glieder  (die  dasselbe  Potenzprodukt 
enthalten)  schon  als  zusammengefaßt  zu  betrachten  sind,  gibt 
dies  eine  völlig  bestimmte  Anordnung  vom  niedrigsten  bis 
zum  höchsten  Gliede. 


keinen  Grund  dagegen  abgeben,  daß  jene  genaue  begriffliche  Sonderung, 
wie  sie  in  Kroneckers  Festschrift  zuerst  angeregt  wurde,  hier  durchweg 
festgehalten  wird.  Eine  Verwechslung  der  Bezeichnung  ist  kaum  zu 
befürchten.  Andrerseits  ist  aber  nicht  nur  die  schon  in  der  Benennung 
enthaltene  prinzipielle  Scheidung  der  Bedeutung  von  hohem  methodischen 
Werte,  sondern  auch  die  Durchführung  einer  klaren,  einfachen  Termino- 
logie nur  auf  diesem  Wege  möglich.  Man  müßte  sonst  auf  so  kurze 
und  treffende  Bezeichnungen,  wie  z.  B,  ganze  Form  (wenn  die  Koeffizienten 
ganz  sind),  verzichten. 

*)  Demonstratio  nova  altera  etc.   Werke,  Bd.  IIl,  pag.  36. 

3* 
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Die  Hölie  eines  Gliedes,  die  in  erster  Reihe  durch  den 
Komplex  der  ganzen  ZaMen  (g^^  g^,  .  .  .,  g^)  charakterisiert 
wird,  kann  aber,  insofern  unsere  Betrachtungen  zu  gleicher 
Zeit  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  Formen  umfassen,  da 
jede  von  ihnen  wieder  nur  aus  einer  bestimmten  Anzahl  von 
Gliedern  besteht,  auch  durch  eine  einzige  ganze  Zahl  festgelegt 
werden. 

Zu  diesem  Zweck  hat  man  nur  eine  positive  ganze  Zahl  t 
zu  wählen,  die  größer  ist,  als  jeder  Exponent  g.,  der  in  den 
verschiedenen  Gliedern  der  verschiedenen  Formen  vorkommt. 
Dann     ist     die     Höhe     des     Gliedes    Äq  x."- xj" .  .  .  x  "^   durch 

*'     1       2  m 

die  Zahl 

9  =  gj--'  +  92^-'  +  "•+  öit'^-'  +  '"+9m        (1) 
vollständig  bestimmt.     Ist  für  ein  anderes  Glied 

h  =  /i^r-i  +  \t^-^  H \-  h,r-'  -\ \-h^ 

und  g^  =  \f  •  •  •;  ^j_i  =  \_iy  hingegen  g^  und  \  verschieden, 
so  haben  g  —  h  und  g.  —  \j  wie  es  der  Aussage  nach  sein 
muß,  gleiches  Vorzeichen.     Man  hat 

g-'h^{9i-'h^r-'  +  (^i+i  -  h^,)  <"-'■-  ^  +  •••+ Sr„  -  Ä„ 

oder 


+  V      9,-\       *  +""^^F^) 


9i  —  \ 

Der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  rechts  ist,  da  alle 
9i  +  iy  "-y  9my  h  +  iy  •  •  •?  K  ^^^^^  negativ  und  <  t  sind,  vom 
Vorzeichen  abgesehen,  nicht  größer  als 

also  kleiner  als  t^~%  und  hieraus  folgt  in  der  That 

9i-^ 

Man  sieht  auch,  daß  die  Darstellung  von  g  in  der  Gestalt 
(1)  nichts  anderes  ist,  als  die  Darstellung  in  einem  Zahlen- 
system mit  der  Grundzahl  t,  wo   dann  g^,  g^,  .  .  .,  g^  einfach 
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die  bei  dieser  Sclireibweise  zu  verwendenden  „Ziffern"  sind. 
Die  für  die  verschiedenen  Glieder  der  Formen  charakteristischen 
Höhenzahlen  bilden  demnach  eine  Reihe  nicht  negativer^  ganzer 
Zahlen  0,  g^^\  g^^\  . . .,  die  im  allgemeinen  Lücken  enthält.  Sei  z.  B. 
für  t  die  Zahl  N  -\- 1  gewählt,  wenn  alle  Formen  höchstens 
von    der  N^^^  Dimension    sind;    dann   wird    das  Ziffernsystem 

{9i,  92y  '  •  •;  ffm)y  WO  ^1  +  ^2  H ^9m>^f  ^^^^^  auftreten 

können,  da  dieses  einem  Gliede  von  höherer  als  der  N^^"^ 
Dimension  entsprechen  würde. 

§  4.  Das  soeben  gewonnene  Ordnungsprinzip  gibt  einen 
merkwürdigen  und  methodisch  sehr  wichtigen  Zusammenhang 
zwischen  Formen  mit  n  Unbestimmten  und  solchen  mit  einer 
Unbestimmten*). 

Wenn  man  nur  solche  Formen  betrachtet,  die  von  nicht 
höherer  als  der  N^"^  Dimension  sind,  so  ist  mit 

auch  die  Form 

fix) = :2  a/ 

völlig  bestimmt,  wenn  man  für  t  irgend  eine  Zahl  gewählt 
hat,  die  >  iV,  und  g  nach  (1)  bestimmt.  Beschränkt  man  sich 
aber  auf  solche  g^  die  bei  diesen  Bestimmungen  als  Höhen- 
zahlen auftreten  können,  für  die  also  im  Zahlensystem  mit 
der  Grundzahl  t  die  Summe  der  Ziffern  nicht  größer  als  JV 
ist,  so  bestimmt  sich  auch  umgekehrt  aus  f{x)  die  Form 
F{x^^  x^,  .  .  .,  x^)j  da  mit  g  dann  auch  die  g.  gegeben  sind. 

Man  hat  daher  eine  gegenseitig  eindeutige  Beziehung 
zwischen  den  dem  Bereiche  [A]  entstammenden  Formen 
F{x^,  .  .  .,  x^  von  nicht  höherer  als  N^^^  Dimension 
und  den  demselben  Bereiche  [A]  entstammenden  Formen 
f{x)^  in  denen  nur  solche  Exponenten  vorkommen,  die 
in  dem  eben  angegebenen  Sinne  Höhenzahlen  sind. 

*)  Kronecker,  Über  die  symmetrischen  Funktionen,  Berl.  Mon.- 
Ber,  1880,  pag.  938.  Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  al- 
gebraischen Größen  (=  Festschrift)  §  4.     Grelle' s  Journal,  Bd.  92. 
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Sind  insbesondere  F^,  F^,  .  .  .,  F^.  beliebige  solche  Formen 
und  F  =  F^F^  .  .  .  Fj^  von  der  Dimension  N,  also  F.  jeden- 
falls von  nicht  höherer  Dimension^  dann  hat  man  auch 

wenn  fyfuUy  -  -  -y  fk  ^^^  ^®^  ^)  -^i?  •  •  y  ^k  entsprechenden 
Formen  der  Unbestimmten  x  sind,  da  ähnlichen  Gliedern  immer 
wieder  ähnliche  Glieder  entsprechen.     Aus 

\X^X^     .  .  ,  X^  j  \X^  X^    .  .  .  X^  j  —  X^X^    .  .  .  X^^ 

folgt  auch 

x^x^  =  X\ 

und  da  der  Multiplikationsprozeß  demnach  in  beiden 
Fällen  genau  dieselben  an  den  Koeffizienten  auszu- 
führenden Operationen  verlangt,  entspricht  auch  f 
dem  F  und  erscheint  mit  dieser  Form  zugleich  schon 
wohlgeordnet. 

Die  derivierteu  Formen. 

§  5.  Setzt  man  in  der  Form  F(x^^  x^y  .  .  .,  x^  an  die 
Stelle  von  x^  die  Summe  x.  -{-  h.j  wo  h^  eine  neue  Unbestimmte 
bezeichnet,  so  kann  man  F  nach  Potenzen  von  h-  ordnen,  wo 
dann  die  Koeffizienten  abermals  Formen  der  Unbestimmten 
x^y  .  .  .y  x^  sind.  Man  nennt  die  hierbei  als  Koeffizient  von  h- 
auftretende  Form  die  (erste)  Derivierte  von  F  nach  x.  und 

bezeichnet*)  sie  mit  F^.  oder  0— • 

*)  Dieselbe  Bildung  tritt  bekanntlich  auch  in  den  Elementen  der 
Differentialrechnung    auf,    und    es    wird   bequem    sein,    auch    hier   das 

Operationssymbol  ^ —  zu  verwenden,  das  aber  natürlich  als  einheitliches 

Zeichen  ohne  Eücksicht  auf  seine  geschichtliche  oder  analytische  Be- 
deutung zu  verstehen  ist.  Die  Gesetze,  denen  die  so  definierte  Operation 
gehorcht,  müssen,  wenn  wir  die  Fundamentalgesetze  der  Algebra  voll 
übersehen  wollen,  trotz  ihres  elementaren  Charakters  hier  kurz  ent- 
wickelt werden,  schon  um  zu  zeigen,  daß  es  hierzu  keines  der  Theorie 
fremden  Hilfsmittels  bedarf. 
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Man  hat  für  das  Monom  Xx^,  wo  X  eine  die  Unbestimmte 
Xi  nicht  enthaltende  Form  ist,   die  Entwicklung 

X  (X,  +  Ä,)'-  =  Xx^  +  IcXxl-^  +  GJi],  (1) 

die  für  'k=  1  sich  unmittelbar  ergibt  und  —  auch  ohne  An- 
wendung des  Binomialsatzes,  selbst  in  seiner  einfachsten  Ge- 
stalt —  durch  vollständige  Induktion  allgemein  erhärtet  wird. 
Ist  die  Entwicklung  für  irgend  ein  li  gültig,  so  wird  auch  für 
li  -\-  Ij  indem  man  x^  -\-  \  als  Factor  hinzufügt: 

X{x^  +  7g*+i  =  X4+'  +  (fc  +  1)  Xxlh,  +  G^^^K . 
Somit  ist,  wenn  X  die  Unbestimmte  x^  nicht  enthält: 

-^(Xa^^^lXx^-K 

Da  nun  F  in  der  Gestalt 

F  =  Z„  +  X^x,  +  X^xl  +  •  •  •  +  X„^x^^i 
geschrieben  werden  kann,  wird: 

F{.  ..,*,  +  \,  . . .)  =  -F(. . .,  x„  . . .)  +  ||>,  +  H,M . 

Ist  ähnlich  für  eine  zweite  Form 

G(. . .,  X,  +  \,  ...)  =  G{.. .,  x„  .  . .)  +  ||ä,  +  H,K, 

SO  ergeben  sich  durch  Addition  und  Multiplikation  dieser 
Entwicklungen  die  beiden  Grundgesetze  der  Derivation: 

i:(i^+^)  =  ||  +  ||  .       (I) 

und 

liFG)       =i^||+eg-  (II) 

Um  in  der  Identität 
F{.  ..,x,  +  h„  . . .)  =  -F-o  +  FA  +  F,M  +  . .  ■  +  F„;h1i 

k=0 
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wo  nach  dem  Vorhergehenden 

ist,  auch  die  übrigen  als  Koeffizienten  Yon  M  auftretenden  For- 
men als  Derivierte  zu  bestimmen,  setze  man 

also 

k  =  Q 

Wenn  man  nun  allgemein  die  aus  F  durch  ?-malige 
Wiederholung  des  Derivationsprozesses  entstehende 
Form  die  ?*®  Derivierte  von  F  nach  x^  (resp.  z^  nennt 

und  mit  r,  resp.  — r    bezeichnet,    so    kann  man  rechts 

dx/  dz/ 

nach  (1)  die  wiederholte  Derivation  nach  0.  wirklich  ausführen 
und  hat: 


^F{...,,„.--)=:S*Q'-i)-Q'-i  +  i)FM-^d'-, 


k  =  l 


also,  wenn  man  in  dieser  Identität  ^^  statt  2^  setzt,  da  rechts 
nur  das  Glied,  in  welchem  h  =  1,  nicht  verschwindet: 


dx} 


=  llFi 


und  demnach  die  Entwicklung*) 

A  =  0 


1    c^F 


^!  dx, 


h'' 


k  '"» 


§  6.     Wir  setzen  jetzt  in  der  Form  F(x^,  ^g? 
alle  x^j  .  .  .j  x^  die  Summen 

wo  \y...y'h^  neue  Unbestimmte  sind,  und  ordnen 

F{x^+\,  ...^x^  +  hj 
nach  den  Potenzprodukten  von  \j...,h^. 

*)   wo    noch    die    symbolischen  Bezeichnungen  0!  == 
zu  definieren  sind. 


(2) 
.,  xj  für 


d'F 

CXi 
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Um  den  bei  dieser  Anordnung  entstehenden  Koeffizienten 

von  ii^li'^  ■  '  •  ^C"*  ^^  bestimmen,  kann  man  auch  folgender- 
maßen verfahren.  Man  setze  zuerst  nur  für  %  die  Summe 
^1  +  ^^1  ^^^  bestimme  den  Koeffizienten  von  \^'^  in  diesem 
Koeffizienten  setze  man  wieder  nur  für  x^  die  Summe 
^2  H~  ^h  ^^^  bestimme  den  Koeffizienten  von  h^^  und  so  fort, 
bis  schließlich  für  x^  die  Summe  x^  -\-  h^  gesetzt  wird  und 
in  dem  zuletzt  erhaltenen  Koeffizienten  wieder  der  Koeffizient 
von  hj^  bestimmt  wird.  Dies  ergibt  für  den  Koeffizienten  von 
hl'h!^  ..  .hl^  den  Ausdruck 

_i_  a*"»  /  1     a*"»-i  /   ;  / 1   a*^ 

m 

oder 


U^-i!  dx'm-i\'\h^.dxy)"')r 

\  m  —  t  1  / 


a*m  ^h;p 


Die  Bedeutung  des  so  erhaltenen  Resultats  setzt  die  Yer- 
tauschbarkeit  in  der  Reihenfolge  der  Operationen 

^  m 

unmittelbar   in  Evidenz;    und  auch   die   wiederholt    auszu- 
führenden Elementar-Operationen 

A  . . .  .  A 

dx^^  "  *'  dx^ 

geben,  in  beliebiger  Reihenfolge  ausgeführt,  dasselbe 
Resultat,  da  ja  nach  dem  Vorhergehenden  für  eine  beliebige 

Form  G 

J_dG  ^J_dG 

dx..  dx^        dx„  dx. 

wird.    Dementsprechend  schreiben  wir  den  so  erhaltenen  Coeffi- 
zienten  von  hih^  .  .  .  h^  kürzer: 

k,'. K'- ■  ■  ■  KJ gx*'gx*^...ax*'»     ik  =  K  +  K  +  ---  +  K) 

12  m 

und  erhalten  die  Entwicklung: 
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F{X^  +  ^i;  ^2  +  K,  •  •  •;  ^m  +  ^m)  1 

WO  die  Summation  reclits  sicli  auf  alle  Systeme  von  nicht 
negativen  ganzen  Zahlen  \y  .  .  .,  h^  erstreckt,  die  der  Be- 
dingung 

genügen.  Hier  bedeutet  n  die  Dimension  der  Form  F  in  den 
Unbestimmten  x^^  .  .  .,  x^. 

Der  polynomische  Lehrsatz. 

§  7.     Die  Anwendung  auf  die  spezielle  Form 

ergibt  den  polynomischen  Lehrsatz: 

Es  ist  dann,  wenn  /^  =  ^i  +  ^2  +  '  *  *  H~  ^«  gesetzt  wird, 


12  m 


=  n(n  —  1)  '  •  '  {n  —  Je  +  l)(x^  +  X,  -\ \-  xJ^-\ 

oder,  wenn  man  die  neue  Unbestimmte 

flQ  =  ^l  -\-  OC2  -f-  '  '  '  -\-  ^m 


einführt  und 


setzt,  wo  dann 


n  —  Ä;  =  Ä^o 


(n  —  i)...(n  —  Jc+l) 


wird,  endlich 

(Äo  +  Äx  +  •  •  •  +  KT  =  'Z  k^'''    Jc^  *o°*''  •  •  •  '*«"'      (I) 

-Ä"^  "'o  •  "'1  •  •  •  •  "'m  * 
(K  +  h-\ f-  ^m  =  ^;      k==  0;  1;  2;  •  •  ';  ^)  • 
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Die  auftretenden  Koeffizienten,  die  s.  g.  Polynomialkoeffi- 
zienten,  sind  ihrer  Entstehung  nach  positive,  rationale  und 
ganze  Zahlen.  Im  einfachsten  Falle  (m  =  1)  schreiben  wir 
die  Binomialkoeffizienten  auch  in  den  Formen: 


n\ 


k,\k,l 


=  C.) 

/n\  n 


nin-1)- 

..(n-Jc,Ji-  1) 

n(n  —  1)  ■ 

k,l 

■'{n-Jc^i-  1) 

Jr   1                                 ? 

wo  die  Identität  beider  Ausdrücke  sich  unmittelbar  aus  Icq  -\-  \ 
=  n  ergibt. 

Man  setze  noch  der  Symmetrie  wegen 

(o)  =  l 
und  bemerke  die  unmittelbar  zu  verifizierende  Relation: 

ic}-\  k  j  +  u-ir 

Homogene  Formen. 

§  8.  Eine  Form  heißt  homogen,  wenn  ihre  sämtlichen 
Glieder  von  derselben  Dimension  sind.  Man  kann  in  einer 
beliebigen  Form  alle  Glieder  gleicher  Dimension  in  einer 
Teilsumme  zusammenfassen  und  diese  demgemäß: 

F=%+O,  +  .--+0,  +  --.  +  0„ 
schreiben,  wo  ^^  eine  homogene  Form   von  der  Dimension  r 
ist.     Dann  ist  bei  Benutzung  einer  neuen  Unbestimmten  x^_^^ 

eine  homogene  Form  n^^^  Dimension  der  Unbestimmten  rr^^? 

x^,  ^„i+17  welche  die  F  entsprechende  homogene  Form  heißt. 
Die  Anzahl  der   Glieder,   die   in   Q^  vorkommen  können, 
ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Formen  von  der  Gestalt 

^1^4'  '■■^'m         (K-\ h  ^m  ==  n), 

das   ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  nicht  negativen,    ganz- 
zahligen Wertesysteme,  die  der  Bedingung 
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genügen.  Ist  m  und  n  gegeben,  so  bestimmt  sich  diese 
Anzahl  durch  eine  endliche  Reihe  von  Versuchen  und  kann 
demnach  vorläufig  als  [m,  n]  bezeichnet  werden.  Man  hat 
unmittelbar 

{m,  0)  =1 

{m, 1 ) =  m 
und  allgemein 

[m,  n]  =  {m  —  1,^}  +  {nij  n  —  1), 

da  in  der  Summe  rechts  zuerst  die  Anzahl  jener  Glieder  steht, 
in  denen  z.  B.  x^  nicht  vorkommt,  und  dann  die  Anzahl  jener 
Glieder,  in  denen  x^^  vorkommt,  nichts  anderes  ist  als  die 
Anzahl  der  Glieder  in  einer  homogenen  Form  n  —  1*^^  Dimen- 
sion der  Unbestimmten  ^r^,  .  .  .,  a;^. 

Daraus    folgt    durch    vollständige    Induktion   als   Anzahl 
der  möglichen  Glieder  in  ^„(^i,  .  .  .,  ^^) 


m 


,«)=(-  +  »-!), 


die  für  m  =  1  und  n  =  0  oder  1  richtig  ist.  Setzt  man 
diese  als  erwiesen  voraus,  wenn  m  -\-  n  kleiner  als  eine 
bestimmte  Zahl  N  ist,  so  wird 

{m,w+l)  =  {m  —  l,w+l}  +  {m^n} 

(m-\-n  —  1\  _i_  /m-\-n  —  1\  /m  +  n\ 
n+1     y  "•"  \         n         )  ~  U+1/' 

also  ist  die  Formel  auch  gültig,  wenn  m  -\-  n  ^  Nj  und  damit 
auch  als  allgemein  gültig  erwiesen. 

Die   Anzahl    der   möglichen    Glieder   in    der   nicht 
homogenen  Form  oi^^^  Dimension  F(x^y  . .  .,  x^  ist 

{«  +  !,«)=('"  +  "), 

denn  sie  stimmt  mit  der  Anzahl  der  Glieder  in  ^  überein. 
Zählt  man  diese  als  die  Summe  der  Gliederanzahl  in  ^q,  0^, 
.  .  .,  0^,  so  erhält  man  die  Relation: 

(»+«)  =  ! +  (-)  +  ...  +  (»+;-!)  +  .. .  +  (»  +  »-!). 
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§  9.  Eine  Form  F(x^,  x^^  . .  .,  x^)  ist  dann  und  nur 
dann  homogen  und  von  der  n*®'^  Dimension,  wenn 

F(tXiy  tx^,  .  .  .,  txj  =  PF{x^,  x^,  .  .  .,  x^ . 
Daß  eine  homogene  Form  ^^  in  der  Tat  einer  solchen  Rela- 
tion genügt;   ist  unmittelbar  klar.     Ist  umgekehrt  F  =  ^O., 
also  k  '~ 

F{tx^,  tx^,  . . .,  txj  =  ^0,{tx,,  tx„  .  .  .,  txj, 

i=l 

SO  wird  femer,  wenn  F  der  angegebenen  Bedingung  genügt, 
auch 

1=1 

imd  wenn  man  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  t  auf 
beiden  Seiten  vergleicht, 

«,  =  0     (i^n),     0„  =  F. 

Es  sei  noch  schließlich  die  folgende  von  Euler  her- 
rührende Formelreihe  für  eine  homogene  Form  n^^^  Dimen- 
sion ^(%,  iCg,  .  . .,  x^  erwähnt: 

n(n  —  1)  • ' '  (n  —  7c  -{-  1)  0 


,^1  *  ■  \.^  ,^1  ^'-^'^ ' ' '  ^'^  dx.  dx,  ...dx. 


(I) 


Der  einfachste  Fall  h  =  1 


n0  =  ^x,^  (la) 

wird  durch  Ausführung  der  rechts  angedeuteten  Operationen 
unmittelbar  als  richtig  erwiesen.  Die  allgemeine  Formel  der 
Reihe  wird  durch  vollständige  Induktion  verifiziert.  Man  setzt 
die  Richtigkeit  der  Formel  für  ein  bestimmtes  h  voraus;  dann 
ist  jede  ¥^  Derivierte  von  Q  eine  homogene  Form  n  —  ¥^^ 
Dimension,  für  welche  nach  (la) 


dx,Jx,^...dx,^        ,^^_,    \^idx,^...dx,^dx,^^^ 
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wird.  Setzt  man  dies  in  (I)  ein,  so  entstellt  unmittelbar  die 
entsprechende  Formel  für  Ic  -\-  1. 

Man    bemerke    noch    die    für    irgend    welche    Größen    be- 
stehende Identität 

m  m         m 

2  '"2  2  w •  •  •  ^/,  =  (q  +  ^2 H h O'; 

die  für  A;  =  1  unmittelbar  in  Evidenz  tritt  und  durch  voll- 
ständige Induktion  als  allgemein  richtig  erwiesen  wird,  wenn 
man  mit 

m 
.    2_  C.-^+i  =  Ci  +  C2  H \-Cra 

multipliziert.  Die  Euler  sehen  Formeln  können  demzufolge 
in  der  unmittelbar  verständlichen,  oft  bequemen  symbolischen 
Gestalt 

n(n  —  V) '  '  •  {n  —  ^  -f-  1)  ^  ) 

geschrieben  werden. 


Die  elementaren  symmetrischen  Formen. 

§  10.  Wenn  man  in  irgend  einer  Form  F  an  Stelle  der 
Unbestimmten  z^,  z^^  .  .  ,,  z^  \q  die  Unbestimmten  z^^y  z^^,  ...,  z^^ 
setzt,  wo  i^,  i^j  .  .  .j  i^  die  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  r  in  irgend  einer 
beliebigen  Reihenfolge  bedeuten,  oder  wenn  man,  wie  wir  uns 
kurz  ausdrücken,  die  Substitution 


M  ^2  •  •  •  ^.  \ 


auf  die  Form  F  ausübt,  so  wird  dadurch  eigentlich  eine 
gewisse  gesetzmäßige  Yertauschung  der  Koeffizienten  der  Form 
bewirkt. 

Eine   Form   F  heißt    eine    symmetrische    Form    der 
Unbestimmten  z^^  z^^  .  .  .,  z^y  wenn  immer 

F(\,  \,  . .  .,  ^,v)  =  F{z^,  ^2,  . . .,  z,) 
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ist,  die  Form  sich  also  bei  Ausübung  sämtlicher  Substitutionen 
der  betrachteten  Art  nicht  ändert. 

Die  Form  F  kann  außer  Z-^^,  .  .  .,  z^  noch  andere  Un- 
bestimmte 11^,1^2, ..  .yii^  enthalten,  auf  welche  sich  die  obige 
Aussage  nicht  bezieht.  Ordnet  man  die  in  ^e^^,  <s?27  •  •  •?  ^r  sym- 
metrische Form  S  nach  Potenzprodukten  der  u^^  .  .  .,  u^\ 

s(z^,  0^, . . .,  0^,  u^,  wg, . . .,  u^)=2iSj(0^,  ^2, . . .,  z;)  üj, 

so  ist  auch 

S(\^  \y  •  •  •;  %;  ^i>  ^2,  •  •  v  ^s)  =  21  Sj  (z^^,  ^,^,  .  .  .,  %)  Uj 
und,  da  der  Definition  nach  die  linken  Seiten  gleich  sind,  auch 

also  ist  jeder  Koeffizient  in  der  Entwicklung  nach  den  Potenz- 
produkten der  li^y  .  .  .j  u^  eine  symmetrische  Form  der  Un- 
bestimmten   Z^j   Z^j    .  .  .y   Z^. 

§  11.  Für  die  allgemeine  Theorie  der  symmetrischen 
Formen  sind  die  s.  g.  elementaren  symmetrischen  Formen 
von  grundlegender  Bedeutung.    Diese  entstehen  aus  der  Form 

P  (^)  (z)  ={z  —  Xk+t)  (z  —  xi,j^^'"{z  —  x^ ,        (!) 

die  kurz  als  P^*^  (z)  bezeichnet  werden  soll.  Es  ist  unmittelbar 
ersichtlich,  daß  diese  als  Produkt  geschriebene  Form  sym- 
metrisch in  ^i-f-i,  Xk^2j  '  '  '■)  ^m  ^s^-  ^s  wird  also,  wenn  man 
nach  Potenzen  von  z  ordnet,  auch  jeder  Koeffizient  diese 
Eigenschaft  besitzen,  und  die  Gleichung 

PW  (^)  _  ^-k  _  fik)^ra-k-l  _^  )^W^m-Ä-2 

+  (-   iyf^'^,rn-^-r  +  •..   +   (-   1)-^  f^^^^ 

fi    '  '  •  fm—k    ^^^   „elementare    symmetrische    Formen    der   Un- 
bestimmten Xk-\.i,  .  .  .,  xj'  definieren. 
Die  explizite  Gestalt 

fr        =  -^  ^ik+l^ik-{-2  '  •  •  ^V  > 
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11. 


(wo  sich  die  Summation  auf  alle  verschiedenen  Kombinationen, 
d.  h.  nicht  bloß  durch  die  Reihenfolge  verschiedene  Systeme 
4+1,  •  •  •?  ^r  erstreckt,  die  aus  den  Zahlen  Jv-{-ly]c-\-2y...,m 
gebildet  werden  können),  ist  ohne  Schwierigkeit  zu  erkennen, 
wird  aber  eigentlich  nicht  benutzt. 

Im  Falle  Je  =  0,  wo  sämtliche  x  in  den  zu  bildenden 
Formen  auftreten,  soll,  um  eine  möglichst  einfache  Bezeichnung 
zu  erhalten,  der  obere  Index  ganz  weggelassen  werden.  Endlich 
schreiben  wir  noch,  um  bequemer  zusammenfassen  zu  können, 
fj*)  =  l.     Dann  wird 

m  —  k 
m 

-P(«)  =^(-i)'-f.^'"-'-. 

r  =0 

Die  Transformation  0  =  u  -{-  Xk^i  ergibt 

m  —  k 

und  also  links  unmittelbar  den  Faktor  u.  Es  muß  also  auch 
rechts,  wenn  man  nach  Potenzen  von  u  ordnet,  das  von  u 
freie  Glied  0  sein.     Dies  ergibt  die  fundamentale  Identität: 

m  —  k 

^  (- 1)^  ff  <+;"" = ^ ""  (^*+ .) = 0       (u) 

insbesondere  für  ^  ^  0  auch: 

J'(-l)'-f,<-'-  =  P(a;,)  =  0,        (i=l,2,...,«)       (IIa) 

tat: 

(III) 


Diese  Relationen  ergeben,  wie  wir  zeigen  woUen,  die  Identität 

I      m  —  k — j  I 


'k-\-i 


(i,j  =  l,...,m  —  k) 

r  <C  s. 
oder,    wie   wir  uns   auch  ausdrücken  können,    die   explizite 


{" 


=  77(^.  — ^.), 

r,  s 
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Berechnung  der  links  stehenden  Determinante*).     Ins- 
besondere ist  für  h  =  m  —  2  in  der  Tat 


—  OOin  — : 


^m — 1        J- 
Xm  -*• 

Wir  werden  also  für  den  allgemeinen  Beweis  wieder  die 
vollständige  Induktion  anwenden  können.  Die  i*®  Zeile  der 
zu  berecknenden  Determinante  ist  ausführlich  geschrieben: 

m  —  k  —  1         m  —  k  —  2  m  —  k — j  ■* 

^k-{-i       f  ^k-\-i       y  '  •  -y  ^k+i       y  '  '  -y  ^k+iy  ^  ' 

Multipliziert  man  demnach  die  Elemente  der  zweiten,  . . . , 
f^^y  .  .  .y  vorletzten  und  letzten  Spalte  der  Reihe  nach  mit 

!i         y"'y\       ^)         }j-i    y-"y\       ^)  \m-k-v 

und  addiert  zur  ersten,  so  wird  in  der  so  transformierten 
Determinante  das  Element  c^^  gleich 

m  —  k  —  l 

also  in  der  ersten  Zeile: 

Weiter  ist  in  den  übrigen  Zeilen  c^^  =  0  (i  =-[=  1).  Die  Deter- 
minante zerfällt  demnach  in  das  Produkt  von  P<^*+^)  (a;A;+i) 
und  der  aus  x^j^^i^  .  .  .,  x^  ähnlich  gebildeten  Determinante, 
für  welche  (III)  als  erwiesen  angenommen  wird,  und  man  hat 
demnach 

[      m  —  k — j  I 

\^k-\-i  \{ij  =  l,...,m  —  k)  /r,  S  =  ^  +  2 


=  P<^  +  »ix,  +  ,)JIi^r-^,) 


/r,  s  =  A  +  2,  ...,  m\ 
V  r<s  )' 


*)  Wo  irgend  möglich,  werden  wir,  um  die  Anschauung  zu  er- 
leichtern, Determinanten  immer  so  beschreiben,  daß  c^.-  das  in  der  i^^^ 
Zeile  und  ji*®"  Spalte  stehende  Element  bezeichnet.  Die  Determinanten 
werden  der  Raumersparnis  wegen  meist  nicht  in  ausführlicher  Form 
hingeschrieben,  was  aber  der  weniger  geübte  Leser  leicht  ergänzen  kann. 

König,  algebraische  Größen  4 
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wo  die  rechte  Seite  unmittelbar  als  der  rechten  Seite  in  (III) 
gleich  erkannt  wird. 

Man  bezeichnet  das  Quadrat  jenes  Differenzenproduktes  auch 
mit  ^  (Xk^i,  .  .  .,  x^  oder  ^^-^  demzufolge  schreiben  wir  das 
soeben  erhaltene  Resultat  in  der  neuen,  häufig  gebrauchten 
Gestalt: 

Im k »12  ^/  s  .  /TTT      \ 

I  oi^k+i      I  ==  ^  (^*+i;  •  •  •?  ^J  =  ^ä;  (Illa) 

§  12.  Dieselbe  Methode  führt  zur  Auswertung  der 
folgenden  allgemeineren  Determinante 

m(m  —  1)  .  . .  (m  —  e  -\-  1)*®"^  Grades: 

(*i  1  *2  1  •  •  • '  *e  ^^  -^  1  ^1  •  •  •  1 
0  ^  j^  ^  wi  —  r 

wo,  um  die  Anschauung  zu  fixieren*),  in  der  ersten  Zeile 
«j  =  1,  ^2  =  2,  .  .  .,  ^'g  =  (3  sei  und  die  Elemente  der  ersten 
Zeile  nach  ihrer  Höhe  als  Potenzprodukte  der  x  geordnet  sein 
mögen.  Es  ist  insbesondere  q^  =  ool~^  xl~'^  .  .  .  x'^~%  und 
da  nach  diesen  Festsetzungen  das  Element  q^  die  ganze  Deter- 
minante charakterisiert,  werden  wir  diese  auch  mit 

bezeichnen.  Dabei  muß  natürlich  die  Reihenfolge  der  Systeme 
ihf  h>  •  '  'j  0  fixiert  sein,  und  insofern  dies  nicht  geschieht, 
bleibt  das  Vorzeichen  der  Determinante  unbestimmt. 

Um  diese  Determinante  zu  berechnen,  schreiben  wir  sie 
in  Gestalt  einer  eigentümlichen  symbolischen  Determinante; 
und  zwar  sei  die  erste  Zeile  dieser  symbolischen  Determinante: 

m  —  1  r    m  —  2  m  —  el         m  —  2  f    m  —  2  m  —  e~\ 

X^  \X^  •  •  •  ^e        J  ^  ^1  L^2  •  •  •  -^e         ];•••; 

r    w  —  2  m  —  e~]      r    m  —  2  m  —  e"] 

X^\^^  •  •  •  ^e         J  '   L    2  '  '  '^e         \y 

*)  Die  zur  Verwendung  gelangenden  Systeme  («j ,  .  .  . ,  i^  sind  nichts 
anderes  als  die  e-  gliedrigen  Variationen  der  Elemente  1 ,  .  .  . ,  m  ohne 
Wiederholung. 
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während  die  ^*®  Zeile  aus  der  ersten  durcli  Vertauschung  von 
a:^  und  x^  entstehen  möge.  Die  Determinante  besteht  also 
jetzt  aus  m  Zeilen  und  Spalten.  Dabei  bedeutet  jedes  einzelne 
Element  das  ganze  Schema  der  Elemente  jener  durch  den 
Klammerausdruck  bezeichneten  Determinante,  die  noch  jedes 
einzeln  mit  dem  vorstehenden  Faktor  zu  versehen  sind. 
Jedes  Element  ist  also  das  Symbol  eines  Determinanten- 
schemas vom  Grade  (m  —  1)  •  •  •  (m  —  e  -\-  1)  und,  wenn 
man  die  Elemente  in  der  angegebenen  Weise  nebeneinander 
reiht,  entsteht,  wie  unmittelbar  einzusehen,  die  zu  berechnende 
Determinante. 

Da  nun  weiter  der  Klammerausdruck  in  jeder  Zeile  durch- 
weg derselbe  ist,  wird  jene  identische  Transformation,  bei  der 
man  die  mit  irgend  einem  Faktor  multiplizierten  Elemente  einer 
Spalte  zu  den  entsprechenden  Elementen  einer  andern  Spalte 
hinzufügt,  auch  jetzt  den  Wert  der  Determinante  nicht  ändern; 
denn  auch  in  der  wirklichen  Determinante  werden  wieder  nur 
die  mit  gewissen  Faktoren  multiplizierten  Elemente  einer  ganzen 
Reihe  von  Spalten  zu  den  entsprechenden  Elementen  einer 
anderen  Spaltenreihe  addiert. 

Wenn  man  also  die  2*® .  .  .  bis  m*®  Spalte  der  symbolisch 
geschriebenen  Determinante  mit 

-ef«,..,(-i)»-e, 

multipliziert  und  zur  ersten  Spalte  addiert,  wird  nach  (I)  und  (11) 

c„  =  p«(^,)[<-^..<-»],    c.,  =  o       (i>i). 

Wenn  man  nun  in  der  so  transformierten  Determinante 
wieder  die  3*®  bis  m*®  Spalte  mit 

_  f  (2)      ir(2)  r_n'^-2f(2) 

h      f    h      '  J   \         ^)  /m  — 2 

multipliziert  und  zur  zweiten  addiert,  erhält  man 

c,,  =  P '^)  (X,)  [x/"-^ . . .  x'r% _ ,, ,    e,,=0       (i  >  2) , 

WO   die   der  Klammer  zugefügte  Bezeichnung  (1,  2)   die  Ver- 
tauschung von  x^  und  X2  fordert. 
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In    derselben   Weise    fortfahrend,    transformiert    man    all- 
gemein die  r*®  Spalte  so,  daß 

c„  =  P»  (x;)  [<-^  .  . .  <'-']„,„,     c^r  =  0  (i>r). 

Dann  ist  aber  die  gesuchte  Determinante  nichts  anderes 
als  das  Produkt  der  Determinanten 

wenn  noch  jedes  Element  der  betreffenden  Determinante  mit 
P^^^(x^),  oder  also,  da  die  betr.  Determinante  vom  Grade 
(m  —  1) . . .  (m—e+1)  ist,  diese  selbst  mit  (P('')(iP^))("^-i)  •  •  •  ^rn-e+i) 
multipliziert  wird.     Demnach  ist 

m 

=  ^^»-ij».-i)...(».-.+i)/7^^.»-2. . .  x:-\^^ 

da 

pw  (x,)  p(2)  (x,) . . .  p(— 1)  ix,n-i) = n{x^  -  ^,) 


(IV) 


/r,  s=  1,  2,  ...,  m\ 
\  r<s  I 


wird    und    dieses    Differenzenprodukt    nach    der    eingeführten 
Schreibweise  mit  T^^"   |  bezeichnet  werden  kann. 

Dies  führt  unmittelbar  zu  folgender  allgemeiner  Be- 
stimmung der  fraglichen  Determinante: 

[<-'<-'  . . .  x"^-']  =  ±  [g^-'Y"^'  ^>  (V) 

cp  (m,  1)  =  1 ,     (p  {nij  2)  ==2m  —  3 , 

9(m,e)  =  ^^?-^^^^^=^(m  — 2)(m  — 3)-..(m  — e+1)      (e>2). 

Das  Vorzeichen  hängt  natürlich  von  der  für  die  Zeilen 
der  Determinante  bestimmten  Reihenfolge  ab.  Die  vollständige 
Induktion  wird  (V)  als  allgemein  richtig  erweisen,  nachdem 
für  e  =  1  die  beiden  Seiten  auch  formell  übereinstimmen. 
Allgemein  ist,  wenn  (V)  für  irgend  ein  e  —  1  als  richtig 
vorausgesetzt  wird, 
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wo  X^  das  Differenzenprodukt  der  Unbestimmten  x^^  X2,  ...,  x^ 
mit  AusscMuß  von  x^  bedeutet.  Da  x^,  —  x^  in  jedem  X^, 
mit  Ausschluß  von  X^  und  X^,  einmal  vorkommt,  wird 

und  demnach   \x^^~^  x^~^  '  '  '  ^^~\   gleich 

\V^m—l-]{m  —  l)...{m—e  +  l)  +  {m  —  2)<p(jn  —  l,e  —  l) 

Hieraus  erhellt*)  die  in 

(p  (niy  e)  =  (m  —  1)  •  •  •  (m  —  €-\-l)-\-(m  —  2)cp{m  —  1,  e  —  1) 

enthaltene  rekursive  Bestimmung  von  cp  (m,  e),  die  in  den 
einfachsten  Fällen 

(p{m,2)  =  2m  —  ?,,       (p (m,  3)  =  3  (ni  —  2y 

in  Übereinstimmung  mit  (V)  ergibt,  während  allgemein  für 
e>3 

(p  {m,  e)  =  (m  —  1)  •  •  •  (m  —  e  +  1) 

+  (^  _  2)  (^-l)(2m-e-2)  (^^  _  3)  .  .  .  (^^  _  ^  _^  1 ) 

sich  als  identisch  mit  der  entsprechenden  Bestimmung  in(V)  ergibt. 
Man    erhält    schließlich    das    Quadrat   jener  Determinante 
als  Potenz  von  ^(x^^  x^,  .  .  .,  x^)  in  der  Formel: 

[<-'<-' .  .  .  x'^'J  =  z;^(->  ^  (VI) 

wo  z/  für  ^  (x^^  X2J  .  .  .,  x^  gesetzt  ist. 


*)  Wenn  man  schon  festgestellt  hat,  daß  die  fragliche  Determinante 
eine  Potenz  jenes  Differenzenproduktes  ist,  so  folgt  der  Wert  der  ganzen 
Zahl  qp  (m ,  e)  —  nach  einer  mündlichen  Mitteilung  meines  Kollegen, 
Herrn  G.  Rados  —  unmittelbar  daraus,  daß  die  Dimension  der  Deter- 
minante, als  Form  der  Unbestimmten  x^^  ...,ir^,  direkt  ausgerechnet 
werden  kann. 
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Die  reduzierten  Formen. 

§  13.  Nach  einem  von  Kronecker*)  herrührenden  grund- 
legenden Satze  ist  jede  Form  F  der  Unbestimmten  x-^j  x^y 
•  •  ?  ^m  gleich  einer  —  und  nur  einer  —  „reduzierten" 
Form,  d.  h.  gleich  einem  Ausdruck 

^g.4:r;^..a>-/  (0^i,^m-r;r=l,...,m-l), 

U) 

wo**)  %j  eine  ,,Form  der  elementaren  symmetrischen 
Formen"  f^,  •  •  •?  fm  ist,  oder  —  mit  andern  Worten  — 
die  Gestalt 

besitzt,  und  hier  wieder  Cg  eine  „rationale  und  ganze" 
lineare  Form  der  Koeffizienten  der  ursprünglichen 
Form  F{x^y  .  .  .,  x^  =  2 ^h^)^  K^  •  •  •  oc^^  bedeutet,  d.  h. 

Cg    =  ^  kh    Äh 

wird,  wo  die  hh  rationale  und  ganze  Zahlen  sind. 

Für  eine  Unbestimmte  verliert  der  Satz  seinen  Inhalt, 
bleibt  aber  gleichwohl  richtig,  da  dann  einfach  x^^  =  f^  ist. 

Für  zwei  Unbestimmte  x^  und  x.2  ist  die  angegebene  Um- 
gestaltung unmittelbar  auszuführen.  Man  setzt  zuerst  X2  = 
fi  —  ^1  ^^^  kann  dann  mittels  der  Identität 

die  auch 


*)  „Über  die  verschiedenen  Sturm  sehen  Reihen",    Mon.-Ber.  Berl. 
Ak.    Februar,  1873.     Werke,  Bd.  I,  pag.  323. 

**)  Der  Ausdruck ,  der  aus  JP  (a?i , . . . ,  x^)  dadurch  entsteht,  daß  für  die 
Unbestimmten  x^,  .  .  .,  x^  die  Größen  X^ ,  .  .  . ,  X,^  gesetzt  werden,  also 
F{X^ ,  •  •  •,  ^),  heiße  kürzer  eine  Form  der  Größen  X^ ,  . .  .,  X„^.  Eine 
Form  heißt  rational  und  ganz,  wenn  ihre  Koeffizienten  rationale  und 
ganze  Zahlen  sind. 
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geschrieben  werden  kann^  x^,  wo  h^2,  formell  aus  der  Dar- 
stellung entfernen  und  damit  unmittelbar  zur  reduzierten  Form 
gelangen. 

Die  vollständige  Induktion  führt  nun  allgemein  zur  Auf- 
stellung der  reduzierten  Form. 

Ordnet  man  F  nach  Potenzen  von  x^^  so  wird  jeder  Koeffi- 
zient eine  Form  der  m —  1  Unbestimmten  iCg,  .  .  .,  a;^  und  kann 
demnach  in  der  Gestalt 

geschrieben  wevden,  wo  ^^  eine  Form  der  elementaren  sym- 
metrischen Formen  f^  >  •  •  •;  f^_i  ist  und  die  Koeffizienten 
rationale  und  ganze  lineare  Formen  der  Koeffizienten  der  vor- 
gelegten Form  sind.     Nun  entspringen  aus  der  Identität 

=  ^"^  —  fi  ^"^-1   +  f2  0"*-^ 

die  weiteren  Identitäten: 


'(1)    I  f(i) 


^1  f;n-2  +  fm-l  ="  f"^-l 

oder  auch 

f  2     =  f  2         fl  ^1+^1 

r=f.-fr-ix,+f._2v-f'-3v+---+(-i)'-< 
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nacli  deren  Benutzung  an  die  Stelle  von  5-  ^^^  Form  von 
^1?  fi?  f2  7  •  •  •)  fm  ^^^  Koeffizienten  tritt,  die  den  frülieren  An- 
gaben entsprechen.  Entfernt  man  schließlich  x^'^^j  wo  ä;  ^  0, 
mittels  der  Identität 


fm  —  1      I      f       rn 
1^1      +h^. 


+  (-i)"'L  =  o, 


SO  erhält  man  die  reduzierte  Form  mit  den  angegebenen 
Eigenschaften. 

Daß  nur  eine  solche  reduzierte  Form  existieren  kann,  ist 
im  Falle  einer  Unbestimmten  unmittelbar  evident  und  kann 
für  den  allgemeinen  Fall  wieder  durch  vollständige  Induktion 
bewiesen  werden. 

Die   angegebenen  Operationen,    die   zur  reduzierten  Form 

führen,  sind  nämlich  eindeutig  umkehrbar.  Führt  man  in  der  redu- 

(1) 


zierten  Form  wieder  zuerst  x-^^  statt  f^  ein,  sodann  f ^   ,  .  .  .,  f^ 


m  —  1 

statt  fj,  .  .  .,  fwi— 1  und  ordnet  endlich  nach  Potenzen  von  x^y 
so  erhält  man  wieder  F^  nach  Potenzen  von  x^  geordnet,  mit 
Koeffizienten  von  der  Gestalt 


Jm-1 
'm  —  1 


(0  ^  j^  ^m  —  r)  . 


Wären  nun  zwei  reduzierte  Formen  für  F  vorhanden,  so 
erhielte  man  eine  zweite  Darstellung  von  -F,  in  welcher  die 
Koeffizienten  der  einzelnen  Potenzen  von  x^ 


^I5f4'---^» 


m— 2 


wären,  und  diese  müßten  jedenfalls  gleich  den  entsprechenden 
früher  gefundenen  sein.  Dann  sind  sie  aber  mit  diesen  iden- 
tisch, denn  beide  sind  reduzierte  Formen  der  m  —  1  Un- 
bestimmten iCg;  •  •  •;  ^m- 

Die   beiden   reduzierten  Formen  für  F,   die   wir  als   ver- 
schieden annahmen,  mußten  also  doch  identisch  gleich  sein. 


§  14.  Ist  die  zu  reduzierende  Form  symmetrisch 
in  Bezug  auf  Xk+i, . .  .,^w  —  sie  möge  dann  mit  S'^^^x^, . .  .,Xrn) 
bezeichnet  werden  — ,   so  fallen  in  der  reduzierten  Form 
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alle  jene  Glieder  fort,  in  denen  Xk-\-ij  .  •  .,  x,n  explizite 
vorkommen  würde. 

Um  dies  klarzustellen,  ordnen  wir  die  8^^"^  entsprechende 
reduzierte  Form  nach  Potenzprodukten  der  Unbestimmten 
X},j^xj  .  .  .,  Xm  und  gelangen  dadurch  zu  einer  Identität  von 
der  Gestalt 

h     k-\-l  m  —  1       '  '  j     k-\-l  m  —  1       '  '  0  ' 

WO  die  Koeffizienten  O  nur  mehr  Xi,  .  ,  .  ^  x^y  ^i,  .  ,  . ,  ^m  ent- 
halten. 

Setzt  man  für  ^k+i7  •-  •  f^m  ^^  dieser  Identität  iCr^i^^ 
.  .  .,  Xr^,  ^^  '^k+ij  '  '  -y  '^m  ii'geiid  eine  Permutation  der  Zahlen 
h  -\-  ly  .  .  .j  m  bedeuten,  so  bleibt  die  Identität  bestehen, 
während  weder  eine  der  Formen  O,  noch  der  Annahme  nach 
S^^^  sich  ändern.  Es  entstehen  also  {m  —  äj)!  Relationen, 
die  als  homogene  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
.  .  .  ^^,  •  •  •  ^0  —  ^^^^  aufgefaßt  werden  können;  auch  diese 
Größen  sind  in  der  Anzahl  (m  —  li) !  vorhanden. 

Die  Determinante  des  Systems,  nämlich 

r    m—lc  —  l      m  —  k  —  2  1 

[^k-\-l  ^A  +  2  •••^m  — ij 

ist  aber  wieder  eine  von  0  verschiedene  Größe,  also 
^,  =  0     0->0);      ^„  =  /S®, 

was  zu  beweisen  war. 

Für  Je  ==  0  ergibt  sich  hieraus  der  Hauptsatz  von  der 
Darstellbarkeit  der  symmetrischen  Formen  durch  die 
elementaren  symmetrischen  Formen: 

Jede  symmetrische  Form  S(xi,  .  .  .,  Xm)  ist  darstell- 
bar als  Form  der  elementaren,  symmetrischen  Formen 
fi7  •  •  •;  fm  ^^^  Koeffizienten,  die  rationale  und  ganze, 
homogene  lineare  Formen  der  in  S  auftretenden  Koef- 
fizienten sind. 

Diese  Darstellung  wird  prinzipiell  durch  die  Berechnung 
der  reduzierten  Form  gegeben ;  eine  Reihe  von  speziellen  Me- 
thoden, auf  die  wir  hier  nicht  eingehen,  dient  zur  Abkürzung 
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des  Verfahrens  und  ergibt  zugleicli  die  durch  S{Xj^,  ...,x^ 
bedingten  Eigenschaften  der  entsprechenden  reduzierten  Form. 

Eine  weitere  wichtige  Folgerung  aus  dem  Vorhergehenden 
besteht  in  dem  Satze: 

Die  elementaren  symmetrischen  Formen  f^,  %,-",  f^ 
sind  voneinander  unabhängig.  Mit  dieser  kurzen  Aus- 
drucksweise soll  folgende  Tatsache  bezeichnet  sein:  Eine 
Identität  von  der  Gestalt 

2AX'  ff  ...e=o 

9 

kann  nur  dann  stattfinden,  wenn  sämtliche  Koeffi- 
zienten Ä  gleich  0  sind,  wie  immer  auch  der  holoide 
Bereich  [A]  gewählt  sei,  dem  die  Koeffizienten  A^  an- 
gehören. Der  Natur  der  Sache  nach  wird  dabei  nur  voraus- 
gesetzt, daß  x^,  x^,  .  .  .yX^  neue  Unbestimmte,  also  nicht  etwa 
dem  Bereiche  [A]  angehörige  Größen  sind.  Wir  werden  diesen 
weittragenden  Satz  weiterhin  als  Gaußsches  Prinzip  be- 
zeichnen; Gauß  hat  zuerst  seine  fundamentale  Wichtigkeit  für 
die  Beweismethoden  der  Algebra  gezeigt*). 

Eine  solche  Identität,  in  welcher  nicht  sämtliche  A^  ver- 
schwinden, ergäbe  nämlich  eine  reduzierte  Form  zur  Darstel- 
lung der  Null,  die  von  derjenigen,  in  welcher  sämtliche  A^ 
gleich  Null  sind,  die  also  selbstverständlich  die  Null  ergibt, 
verschieden  wäre;  eine  solche  zweite  reduzierte  Form  kann 
aber,  wie  bewiesen  wurde,  nicht  existieren. 

§  15.  In  engem  Zusammenhang  mit  der  eben  entwickelten 
Eigenschaft  der  elementaren  symmetrischen  Form  steht  die 
Auswertung  der  Determinante 

I    fr«  |(r,«  =  l,  ...,m)  7 
WO 

f      =^ 


*)  „Demonstratio  nova  altera"  Werke  Bd.  III,  pag.  31. 
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ist,  wie  dies  die  Theorie  der  „Funktionaldeterminanten"  (Kap. 
y  §  15)  zeigen  wird. 

Zu  diesem  Zweck  gehen  wir  von  der  §  10  aufgestellten 
Identität  aus: 

m 

Deriviert  man  nach  x^,  so  wird 

g^pw=J'(-l)-f„«"'-'-  (1) 


Man  hat  aber  auch 


^p{^)- — n"\^-x,), 


A  =  l 


wenn   das  Zeichen  JI      die  Bildung  des  Produkts  mit  Aus- 

Schluß   jenes    Faktors    bedeutet,    bei    dem   h  =  s  sein  würde. 
Schreibt  man  noch 


m         m 


p'(.)  =  ^^p(.)=^/7<'>(^-^.), 

t^  «  i 17, 1 


=  1    h  =  l 


so  wird,  wenn  man  in  (1)  Xi  für  0  setzt: 

m 

gleich  P'(^i)  ^^®^  ^;  j®  nachdem  i  gleich  s  oder  von  s  ver- 
schieden ist,  eine  Bestimmung,  die,  wenn  man  nach  Kronecker 
das  Zeichen  (^^^  mit  der  Bedeutung 

einführt,  in  der  einheitlichen  Gestalt 

771 

^(-  iy-'fr,xr-'  =  S,,P'ix,)        (i,s^l,...,m)        (D) 

geschrieben  werden  kann. 

Hieraus    folgt    unmittelbar   nach    dem  Multiplikationssatz 
der  Determinanten  die  Relation: 

m 

|(-  ir-'f,,!  \xr-\  =  IlP'ix,)        {i,  r,s=l,2,...,m) 
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oder,  da  rechts  x^  —  Xj  je  zweimal,  aber  mit  entgegengesetztem 
Vorzeichen  erscheint,  auch 

m{m  —  1) 

r,  s 

Hebt  man  nun  links  in  jeder  Spalte  der  ersten  Determinante 

'm{m  —  1) 

( — 1)'""^    (r  ==  ly  ,  .  .y  m),    rechts    entsprechend    ( — 1)      ^     , 
so  erhält  man 


fr« 


«/■ 


=  /7(^.-*,)^ 


oder  mit  Rücksicht  auf  (III)  in  §  11  schließlich: 

iTrJ  (r,«  =  l,  ...,m)  =  l^i'"     ^  \  {i,  j  =  \,  . .  .,m)  /r ,  S  =  1 ,  .  .  . ,  m\ 


§  16.    Wir  beweisen  nun  das  folgende  einfache,  aber  viel- 
fach nützliche  Lemma  aus  der  Theorie  der  Determinanten. 
Wenn  für  die  Determinanten 

A  =  \a^,\y  B=\l,,\y 

(r,s=  1,  ...,  m)  f^,i=  1,  ...,  m) 

die   Komposition    der   Spalten   in  der  ersten  Determi- 
nante mit  den  Zeilen  in  der  zweiten  Determinante 


2aics\k=^is 


(1) 


ergibt,    so    ist    auch    bei   Komposition    der  Zeilen   der 
ersten  Determinante  mit  den  Spalten  der  zweiten 


2  C^rk  hj   =  ^rj  y 


(2) 


WO  das  Zeichen  d^j^  die  früher  festgetzte  Bedeutung  hat. 

Die  festgesetzten  Gleichungen  (1),  der  Zahl  nach  m^,  sind 
unmittelbar  m  Systeme  von  linearen  Grleichungen,  die  einzeln 
für  irgend  einen  Wert  von  i  die  m  Größen  l.^  (Je  =  1, .  .  . ,  m) 
ergeben,  und  zwar  wird,  wenn  man  in  gewohnter  Weise  die 
den  Elementen  a^^,  h-j  adjungierten  IJnterdeterminanten  mit 
Ä^^  und  B..  bezeichnet, 


AK 


2l  ^is-^ks  —  Ai- 
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Dann  ist  aber 

m  m 

A  2  Ctrk  hj  =  2  ^rk  ^Jk  =  Kj^^ 
k  =  l  k=l 

woraus,  da  ÄB=lf  also  Ä  nicht  null  ist,  in  der  That  die 
unter  (2)  aufgefükrten  Relationen  folgen. 

Wir  gehen  nun  von  dem  holoiden  Bereiche  [A,  x^^  ...^  x^ 
zu  dem  entsprechenden  orthoiden  Bereiche  über,  was  nach  §  4 
des  ersten  Kapitels  gestattet  ist,  und  erhalten  in 


(-ly-'U     nnd 


(i,r,s==  1,2,  ...,m) 


zwei  Determinanten,  die  nach  der  Gleichung  (D)  in  §  15  den 
Bedingungen  des  eben  erwiesenen  Lemmas  genügen.  Man  erhält 
also  unmittelbar  die  folgenden  von  Kronecker  aufgestellten 
Relationen 

die  insbesondere  für  r  ^  1  die  sog.  Eul  er  sehen  Formeln  er- 
geben*).    Da  nämlich,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 

K 

ist  in  diesem  Falle: 

m        m  —  i 

k  =  l         ^    k' 

Wenn  wir  in  (E)  mit  x^'""  multiplizieren  und  die  für  r  =  1, 
...jin  resultierenden  Gleichungen  addieren,  so  erhält  man 


^ 


=  x"'-^    (j  =  1, . . . ,  m)  . 


Hierin  ist  aber  nach  §  15 

2{-  n-'Ux^-'  =  W\x  -  X,)  =  P,{x), 


h=l 


*)  „über  die  symmetrischen  Funktionen".    Mon.-Ber.  Berl.  Ak.  1880, 
pag.  948  (Werke,  Bd.  lY). 
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wenn  man  das  Produkt  der  Faktoren  x  —  rr^  (/i  =  1, . . . ,  m)  mit 
Ausschluß  von  x  —  x^  kurz  mit  P;fc(^)  bezeichnet,  also  endlich 

eine  Formel,  die  den  Übergang  zur  Theorie  der  ganzen  Funk- 
tionen, insbesondere  ihre  Bestimmung  durch  gegebene  Werte 
im  Sinne  des  §  2  dieses  Kapitels  vermitteln  wird. 

Die  ganzen  Funktionen. 

§  17.     Aus  der  Definition 

k=i 
ergibt  sich  unmittelbar 

und  demnach 

als  von  0  verschiedene  Größe.     Dagegen  ist 

und  also  schließlich 

Dies  führt  nicht  nur  auf  einem  von  den  vorhergehenden 
Erörterungen  unabhängigen  Wege  zu  den  Gleichungen  (L'), 
sondern  auch  sogleich  zu  der  in  ihnen  enthaltenen,  aber  formell 
allgemeineren  Lagrangeschen  Interpolationsformel. 

Ist  nämlich 

f{x)  =A,  +  A^x-\ h  -1»-!«;"-' 

eine  ganze  Funktion  von  Xy  die  den  Grad  m  nicht  erreicht 
und  für  x  =  Xj^  (A;  =  1,  .  . .,  m)  die  Werte  fipCj)  annimmt, 
so  wird 


F'(x,) 
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Daß  der  Ausdruck  rechts  für  x  =  Xj.  wirklicli  immer  gleich 
tX^k)  wird,  ist  unmittelbar  klar.  Daß  er  mit  f{pc)  vollständig 
übereinstimmen  muß,  folgt  aus  dem  einfachen,  aber  grund- 
legenden Satze: 

Es  gibt  eine  und  nur  eine  ganze  Funktion,  die  den 
Grad  m  nicht  erreicht  und  für  m  verschiedene  Werte 
von  X  gegebene  Werte  annimmt. 

Man  erhält  nämlich  durch  diese  Bedingungen  für  die  Koeffi- 
zienten der  ganzen  Funktion  die  Gleichungen 

A,  +  A,x,  +  A,x,'  +  • .  •  +  A^_,x,^-^  =  fix,) 

also  ein  lineares  System  zur  Bestimmung  der  A.^  dessen  De- 
terminante [:r;i"*~^]  nicht  verschwindet  und  demnach  eine  ein- 
deutige Bestimmung  der  Größen  A.  liefert. 

Dabei  ist  aber  wohl  zu  beachten,  daß,  wenn  auch  die 
Größen  Xj,  und  f(Xj^)  dem  Bereiche  [A]  angehören,  die  ent- 
sprechende ganze  Funktion  im  allgemeinen  solche  Koeffizienten 
besitzt,  die  sich  nur  in  dem  zugeordneten  orthoiden  Bereiche 
(A)  finden.  (Es  ist  z.  B.  jene  ganze  Funktion  ersten  Grades, 
für  die  /"(S)  =  3  und  f(9)  =  7  wird,  ^x  +  1). 

Derselbe  Satz  kann  auch  folgendermaßen  gefaßt  werden: 

Sind  Iji,  ?2;  •  •  •;  ^n+i  verschiedene  Größen  und  ist  f(x) 
eine  ganze  Funktion,  die  den  Grad  n  nicht  übersteigt 
und  deren  Koeffizienten  nicht  sämtlich  verschwinden, 
so  können  die  Größen  f(ii),  f(i2))  •  -  •->  fi^n+i)  Glicht  sämt- 
lich verschwinden. 

Im  entgegengesetzten  Falle  wären  nämlich  0  und  f(x)  zwei 
verschiedene  ganze  Funktionen,  die  den  Grad  n  +  1  nicht  er- 
reichen und  für  n  -{-  1  verschiedene  Werte  des  x  gleiche 
Werte  annehmen. 

Die  zuletzt  gegebene  Gestalt  des  Satzes  führt  unmittelbar 
zu  folgender  Verallgemeinerung: 

Sei  F(xiy  X2y  ...,  x^J  eine  ganze  Funktion  der  m 
Unbestimmten  x^,  x^,  .  .  .j  x^  von  nicht  höherer  als  der 
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^ten  Dimension,  deren  Koeffizienten  nicht  sämtlich 
verschwinden;  seien  ferner 

m  Reihen  von  je  n  -\-  1  verschiedenen  Größen;  dann 
kann     man     aus     ihnen    wenigstens     ein    Wertsystem 

bilden,  so  daß 

nicht  verschwindet. 

Die  allgemeine  Richtigkeit  des  Satzes,  die  für  m  =  1  soeben 
bewiesen  wurde,  läßt  sich  leicht  durch  volle  Induktion  erhärten. 

Ordnet  man  nämlich  nach  Potenzen  von  x^: 

F(x^,  ^2,  .  .  . ,  xj  =  Xo  +  X^x^  -\ h  X^xl, 

so  müßte  im  entgegengesetzten  Falle  jede  Funktion  X.  der 
m  —  1  Unbestimmten  it'^,  .  .  .,  a?„j_i,  deren  Dimension  wieder 
^  n  ist,  für  alle  Wertesysteme 

iiu   ii2>  "-y  Si,«  +  l  0'=1;  ...,  m  — 1) 

verschwinden,  was  dem  für  m  —  1  Unbestimmte  als  richtig 
angenommenen  Satze  widerspricht. 

Wir  geben  endlich  noch  dem  Satze  die  folgende,  nur 
formell  verschiedene  Fassung,  in  der  er  am  häufigsten  zur 
Anwendung  gelangt: 

Seien  F^,  F^y  .  .  .,  Fj^  beliebig  viele  dem  Bereiche 
[A]  entstammende,  von  0  verschiedene  Formen  der 
Unbestimmten  x^j...yX^^,  dann  kann  man  immer  be- 
liebig viele  einer  in  [A]  enthaltenen  unbegrenzten 
Größenreihe  angehörige  Systeme  l^,  ...,  |^,  unter  an- 
derem also  auch  beliebig  viele  solche  aus  rationalen 
und  ganzen  Zahlen  bestehende  Systeme  bestimmen,  so 
daß  sämtliche  Größen: 

F,{iuk,---,U  (i=l,  2,  ...,Ä) 

von  I^ull  verschieden  sind. 

Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  F  =  F^F^  .  .  .  Fj^  zu 
bilden    und,    wenn    die    Dimension    dieser  Form   oder    ganzen 
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Funktion  n  ist,  die  Größen  ^^j  (^'  =  1,  . . . ,  m ;  j  =  1,  . . . ,  w  -f- 1) 
so  zu  wählen,  daß  die  Reihe  |.^,  ^^.^,  .  .  . ,  ii^n  +  \  ^^^  voneinander 
verschiedene  Größen  enthält.  Unter  diesen  findet  sich  jedenfalls 
ein  den  gegebenen  Bedingungen  genügendes  Wertsystem.  Hat 
man  also  aus  [A]  irgend  eine  unbegrenzte  Reihe  von  Größen 
herausgehoben,  wie  z.  B.  die  Reihe  der  rationalen  und  ganzen 
Zahlen,  so  kann  man  schon  in  dieser  eine  unbegrenzte  Reihe 
von  Wertsystemen  bestimmen,  die  den  aufgestellten  Bedin- 
gungen genügen. 

Lineare  Transformation.     Reguläre  Formen. 

§  18.     Die  durch  die  Formeln 

^i  =  '^iiVi  +  Wt22/2  H f-  ^imym       (^  =  1,  2,  . . . ,  m)        (T) 

bestimmte  (homogene)  lineare  Transformation  (oder  Sub- 
stitution) führt  die  Form  -F(^i,  .  .  .,  x^),  indem  man  einfach 
in  F  für  jedes  x^  die  rechte  Seite  der  entsprechenden  Gleichung 
in  (T)  setzt,  in  die  transformierte  Form  F{y-^y  ...^y^  der 
Unbestimmten  y^,  -"lym  ü^er,  die  gelegentlich  auch  mit  T(F) 
bezeichnet  werden  soll.  Die  Größen  u-j  mögen  dabei  als 
Größen  des  zu  Grunde  liegenden  Bereichs  [A]  angesehen  werden 
und  die  Koeffizienten  der  Transformation  genannt  wer- 
den.    Die  Determinante 

U=\Uij\  {hj=h  2,  ...,m) 

heißt  die  Determinante  der  linearen  Transformation 
und  soll  immer  als  von  0  verschieden  vorausgesetzt 
werden. 

Löst  man  die  Gleichungen  (T)  nach  den  y^,  -  -  -■,  y^  auf, 
so  erhält  man  die  durch  die  Formeln: 

y    =    ^li^l+^2,-^2+---+^..y^^  ^^(_  ,)^ 

bestimmte  reziproke  lineare  Transformation,  wo  Z7,;^  in 
gewohnter  Weise  die  dem  Elemente  u^^  adjungierte  Unter- 
determinante bedeutet.  (Dabei  sind  wir  wohl  im  allgemeinen 
—  wegen    des    Nenners   ü  —  in    den    orthoiden    Bereich    (A) 

König,  algebraische  Größen.  6 
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übergegangen;  aber  nur  aus  Bequemlicbkeitsgründen,  um  die 
mit  der  Vermeidung  des  Nenners  verbundene  weitläufige 
Schreibweise  zu  kürzen.)  Diese  reziproke  Transformation 
^'p(-i)^  führt,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  F  {ij-^y  . . . ,  y^^  wieder 
in  F{x^,  .  .  .,  x^^  über. 

Die  ursprüngliche  Form  F(x^,  .  .  .,  x^)  und  die 
transformierte  Form  F {y-^,  .  .  .,  y^  sind  von  gleicher 
Dimension.  Wären  nämlich  die  Dimensionen  von  F  und  F 
z.  B.  n  und  n,  so  kann,  wie  der  Ausdruck  für  F  unmittelbar 
zeigt,  die  Dimension  durch  die  Transformation  keinesfalls  er- 
höht werden;  es  ist  also  jedenfalls  nKn-^  da  aber  im  Bereiche 
(A)  auch  F  als  ursprüngliche  und  F  als  transformierte  Form 
angesehen  werden  kann,  muß  auch  n  Kn  sein;  und  hieraus 
folgt  eben  n  =  n. 

Die  Anweisung  zur  Ausführung  der  linearen  Transforma- 
tion zeigt  ferner  sogleich,  daß  die  Koeffizienten  der  trans- 
formierten Form  dem  Bereiche  [A]  entstammende  For- 
men der  Transformationskoeffizienten  sind,  deren 
Dimension  die  Dimension  der  ursprünglichen  Form 
nicht  übersteigt. 

Wenn  man  auf  die  durch  Anwendung  von  (T)  aus 
F{x-i^y  .  .  .,  x^)  entstandene  Form  F  (y^,  .  .  .,  y^)  wieder  eine 
lineare  Transformation  anwendet,  die  durch 

yj  =  ^nh  +  ^>2  ^2  H h  ^,m^m  (T') 

gegeben  sei,  so  entsteht  eine  dritte  Form  F{z^,  .  .  .,  z^^  die 
man  aber  auch  direkt  aus  F  durch  die  lineare  Transformation 

erhalten  kann,  wenn 

^ij  =  ^il  ^Ij  +  ^.-2  ^2,  + h  ^hra  ^'mj 

gesetzt  wird,  denn  zur  Bildung  von  F  hat  man  in  F  für  Xi 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (T),  und  hier  wieder  für 
yj  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (T')  einzusetzen. 

Die  Determinante  der  Transformation  T"  ist   dabei  nach 
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dem  Bildungsgesetze  der  Größen  iv^^  und  dem  Multiplikations- 
satze der  Determinanten: 

I  '^ij  I  =  I  ^ii  I  I  ^ij  I  • 
Die  Folge  zweier  (oder  aucli  mehrerer)  linearer 
Transformationen  ist  also  wieder  eine  lineare  Trans- 
formation, und  die  Determinante  der  resultierenden 
Transformation  das  Produkt  der  Determinanten  der 
einzelnen  Transformationen. 

§  19.  Die  Form  F (x-^j . . . ,  x^,  deren  Dimension  gleich  n 
sei,  heißt  regulär  in  Bezug  auf  x^,  wenn  das  Glied  mit  rr." 
einen  von  0  verschiedenen  Koeffizienten  besitzt;^ sie  heißt  re- 
gulär —  ohne  weiteren  Zusatz  — ,  wenn  sie  in  Bezug  auf 
jede  Unbestimmte  regulär  ist. 

Wir  beweisen  dann  leicht  den  folgenden  wichtigen  Satz: 

Seien  F-^,  F^j  . . . ,  Fj.  beliebig  viele  Formen  der  Un- 
bestimmten x-^y...,x^'^  dann  gibt  es  beliebig  viele  li- 
neare Transformationen,  deren  Koeffizienten  rationale 
und  ganze  Zahlen  sind  und  deren  Determinante  gleich 
eins  ist,  die  sämtliche  gegebenen  Formen  in  reguläre 
Formen  überführen, 

Es  sei  —  ausführlich  geschrieben  — 

F>  =  2Afxl^  <^  . . .  <»      {i  =l,...,h). 

(9) 

Die  Anwendung  der  folgenden  speziellen  linearen  Transfor- 
mation 

wo  die  passende  Bestimmung  der  Größen  Uj^  noch  vorbehalten 
bleibt,  deren  Determinante  aber  von  diesen  unabhängig  den 
Wert  1  besitzt,  ergibt 

Fi  =  ^Ä/^y/^  (u,,y,  +  y,y^  . . .  (u.„^,y^  +  yjm 

(9) 

und  hier  als  Koeffizienten  für  y^^ 

2^1'«  ■■■<-[,  (I) 

wo  die  Summation  sich  auf  alle  jene  Glieder  erstreckt,  für  die 
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9i  ~\~  92  ~\~  '  '  '  ~\~  9m  =  ^^  ^^^5  zugleich  sind  die  Koeffizienten 
der  Glieder  mit  ^jp  (j  ^  2)  dieselben^  wie  die  Koeffizienten 
der  Glieder  mit  x^^^  in  F..  Man  kann  also  in  der  Tat  nach 
dem  Satze  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Paragraphen  solche 
rationale  ganze  Zahlen  für  Mgi?  •  •  -j^wi  wählen^  daß  sämtliche 
Ausdrücke  in  (I)  für  i=l,2,  ...^  Je  von  0  verschiedene  Werte 
annehmen,  also  die  Formen  F^^,  .  .  .,  Fj^  in  Bezug  auf  y^  re- 
gulär werden. 

Damit  ist  aber  der  wesentliche  Teil  des  Beweises  erledigt. 
Wenn  es  nämlich  in  dieser  Weise  gelungen  ist^  die  gegebenen 
Formen  in  solche  zu  transformieren,  die  in  Bezug  auf  eine 
bestimmte  Anzahl  der  Unbestimmten,  z.  B.  l,  regulär  ist,  so 
wird  eine  neue  Transformation,  welche  wieder  die  angegebene 
spezielle  Gestalt  besitzt,  transformierte  Formen  liefern,  die 
in  Bezug  auf  eine  gewisse  l  -f-  1*®  Unbestimmte  regulär 
sind,  während  die  Koeffizienten  der  Glieder,  die  die  n^^"^  Po- 
tenzen jener  l  Unbestimmten  enthalten,  sich  überhaupt  nicht 
ändern,  so  daß  die  neuen  Formen  auch  für  diese,  im  ganzen 
also  in  Bezug  auf  l  -j-  1  Unbestimmte  regulär  sind. 

Man  gelangt  also  schließlich  zu  Formen,  die  in  Bezug  auf 
alle  Unbestimmte  regulär  sind,  und  zwar  mit  Hilfe  einer  li- 
nearen Transformation,  die  als  Folge  jener  speziellen  Trans- 
formationen leicht  darstellbar  ist.  Man  erkennt  nun  unmittelbar, 
daß  mit  den  Größen  u- ,  auch  die  Koeffizienten  dieser  resultieren- 
den  Transformation  rationale  und  ganze  Zahlen  sind  und  daß 
ihre  Determinante,  als  Produkt  von  Determinanten,  deren  jede 
gleich  eins  ist,  wieder  gleich  eins  sein  muß. 

Die  „allgemeine"  (homogene)  lineare  Transforma- 
tion wird  gleichfalls  durch  die  Gleichungen 

^i  =  ^ilVl  +  ^h^y^  H h  ^hraym  (i  =  1;  . . .,  m)  (T) 

definiert,  wo  aber  nun  die  Koeffizienten  der  Transformation, 
u^jj  als  neue  Unbestimmte  zu  betrachten  sind.  Die  Koeffizien- 
ten der  transformierten  Form  sind  dann  dem  Bereiche  [A]  ent- 
stammende Formen  der  Unbestimmten  ^<^.^.,  und  jede  Form  wird 
nach   Ausübung    der   allgemeinen    linearen   Transformation  re- 
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gnilär;  denn  die  fragliclien  Koeffizienten  sind  auch  dann  niclit 
Null,  wenn  man  statt  der  u^j  die  früher  bestimmten  speziellen 
Werte  einführt;  sie  werden  also  im  „allgemeinen"  Falle  von  0 
verschiedene  Formen  sein.  Wäre  nämlich  die  durch  allgemeine 
Transformation  erlangte  Form  nicht  regulär,  so  könnte  dies 
für  gewisse  Werte  der  ii  nur  dadurch  stattfinden,  daß  die 
Glieder  n^^^  Dimension  sämtlich  verschwinden.  Dies  ist  aber 
nicht  der  Fall,  denn  die  zu  Hilfe  genommene  spezielle  Trans- 
formation läßt  die  Dimension  der  Form  ungeändert. 


Drittes  Kapitel. 
Die  Teilbarkeit  der  Formen. 


Das  gewöhnliche  Divisionsverfahren. 

§  1.  Der  Bereicli  [A],  von  dem  wir  wieder  ausgehen,  ist 
in  Bezug  auf  die  iu  ilim  herrsclienden  Teilbarkeitsverhält- 
nisse  nur  dann  als  wohl  definiert  zu  betrachten,  wenn 
eine  Methode  vorliegt,  die  es  gestattet,  „die  vollständige  Dis- 
kussion der  Gleichung  ersten  Grades^^  ßx  =  a,  (/3  =|=  0)  in 
einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  erledigen,  d.  h.  in  der 
angegebenen  Weise  darüber  zu  entscheiden,  ob  a  durch  ß  teilbar 
ist  und,  wenn  dies  der  Fall  ist,  den  Wert  x  =  ß'  (den  zu  ß 
komplementären  Teiler  von  cc)  liefert.  Insbesondere  ist  dies 
nach  den  Elementen  der  Arithmetik  für  den  Bereich  [1]  der 
FaU;  ebenso  für  jeden  orthoiden  Bereich,  da  die  gesuchte 
Größe  unmittelbar  in  der  Form  -^  gegeben  ist. 

Unsere  erste  Aufgabe  ist  es,  zu  zeigen,  daß  mit  [A]  immer 
auch  [A,  ic^,  ^27  •  •  •?  ^w]  ®^  ^^  ^^^  angegebenen  Sinne  wohl- 
definierter Bereich  ist.  Zu  diesem  Zwecke  muß  bloß  das  in 
den  Elementen  gelehrte  gewöhnliche  Divisionsverfahren  genau 
präcisiert  werden.  Da  dem  Wesen  der  Sache  nach  wieder  die 
vollständige  Induktion  zur  Anwendung  gelangt,  mag  noch  be- 
sonders betont  werden,  daß  der  Bereich  [A]  schon  beliebig 
viele  Unbestimmte  enthalten  kann.  Geht  man  dann  durch 
Hinzufügung  der  Unbestimmten  x  zum  Bereiche  [A,  x]  über, 
so  ist  der  Inhalt  jenes  gewöhnlichen  Divis  ionsverfahren  s  in 
folgendem  Satze  enthalten: 
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Seien  (für  m  >  n,  Äq  =j=  ^;  ^o  4=  ^) 

F  =  ^a;-  +  Ä,x-^-'  H \-Ä^ 

a=:JB,x-+  B^x-'^  +  '-'  +  B^ 

zwei  Formen  des  Bereichs  [A,  x],  also  Ä-y  Bj  Größen 
aus  [A],  so  gibt  es  immer  eine  und  nur  eine  Form  Q 
im  Bereiche  [A,  rr]  von  der  Beschaffenheit,  daß 

R  =  Bq^-^  +  ^F—GQ 
eine  Form  vom  höchstens  n  —  1*®"^  Grrade  in  x  wird. 

Dabei  nennt  man  Q  resp.  B  den  Quotienten,  resp.  den 
Rest,  der  bei  der  „Division  von  5^"»-«  +  ii^  durch  G"  auftritt. 

Der  aufgestellten  Bedingung  gemäß  kann  Q  den  Grrad  m  —  n 
nicht  übersteigen,  sonst  wäre  B  vom  Grade  tn  -{-  1  ^  n  -{-  1, 
Q  kann  aber  auch  nicht  von  niedrigerem,  als  dem  m  —  w*®^ 
Grade  sein,  sonst  würde  GQ  den  Grad  m  nicht  erreichen,  also 
wäre  B  vom  m*®""  Grade.  Es  hat  also  die  Form  §,  wenn  sie 
überhaupt  existiert,  jedenfalls  die  Gestalt 

WO  ^Q  =1=  ^-  ^^  ^^^  i^  ^  ^i®  Koeffizienten  von  ^%  :r"  +  ^,  . . . ,  x^ 
gleich  0  sein  müssen,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Größen 
Q^  das  System  linearer  Gleichungen: 

B,m-n^^A,  =  B,Q,  +  B,_,  ft  +  . . .  +  2?„ (3^  (I) 

(i  =  0,  1,  .  .  . ,  m  —  n) , 

welches  in  der  Tat  die  Gröfsen  §^  eindeutig  als  dem  Bereiche 
[A]  angehörige  Größen  bestimmt;  denn  die  aus  den  Koeffizien- 
ten der  Unbekannten  gebildete  Determinante  Bq^~'"'^'^  ist  von 
Null  verschieden,  und  man  hat  zur  Bestimmung  von  Q. 

B^'--^^Q.  =  D„  (la) 

WO  die  rechts  stehende  Größe  D^  sich  unmittelbar  als  durch 
^m-n-\-i  teilbar  erweist;  denn  sie  ist  als  Determinante  dar- 
gestellt, in  welcher  sämtliche  Elemente  der  i  -{-  1*^"^  Spalte 
durch  i?o"»-^  +  i  teilbar  sind. 

Nach  dieser  Bestimmung  der  Größen  Q^  ergeben  sich  die 
Koeffizienten  der  Form 
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unmittelbar: 
J?.=  B„".-«+i^_„^.^^_  5,^.  (?„_„- i?,^,  §_„_,-...      (II) 
(j  =  0,l,...,n-l), 
WO  die  Werte  der  Q^  aus  (la)  einzusetzen  sind. 

Das  Kriterium  der  Teilbarkeit  im  Formeubereiche. 

§  2.     Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen für  die  Teilbarkeit  von 

F=^A,x-  +  ---  +  A^  {A,  +  0) 

durch 

G  =  B„x''  +  ---  +  B^  Ä  +  0) 

sind  die  folgenden:  Es  muß  m  ^n  sein,  es  müssen 
ferner  die  (im  vorhergehenden  Paragraphen  defi- 
nierten) Größen  Rj  (j  =  0,  .  .  .,  w  —  1)  verschwinden, 
und  schließlich  die  ebendort  definierten  Größen 
Q.  (i  =  0^  .  .  .j  m—-  n)  durch  J5(j^«-«+i  teilbar  sein. 

Soll  nämlich 

F=GH 

sein,  wo  wieder  H  eine  Form  des  Bereichs  [A,  x]  ist,  so  muß 
in  der  Tat  m^n  sein,  und  die  aus  dem  Divisionsverfahren 
herrührende  Relation 

mit  der  aus  der  Tatsache  der  Teilbarkeit  stammenden  Relation 

derart  übereinstimmen,  daß 

wird.  Es  muß  also  in  der  Tat  Rj  =  0  sein  und,  wenn  man 
ausführlich 

schreibt,  auch 

werden. 

Damit    ist    die  Frage    der  Teilbarkeit    aus    dem   Bereiche 
[A,  x]  in  den  Bereich  [A]  übertragen,  also  auch,  wenn  die  vor- 
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gelegten  Formen  dem  Bereiche  [A^  x^^  .  .  .^  a;J  angehören,  die 
Teilbarkeit  der  einen  durch  die  andere  auf  die  entsprechende 
Untersuchung  in  [A,  x^,  .  .  .^  ^m-ii)  ^^^  ^^  f^^*;  schließlich 
also  in  [A]  zurückgeführt. 

§  3.  Die  Methode  der  linearen  Transformation 
gestattet  die  Frage  der  Teilbarkeit  von  F  durch  G- 
unmittelbar  aus  dem  Bereiche  [Aj  x^^  .  .  .^  x^l  in  den 
Bereich  [A]  zu  überführen.  Dies  zeigt  die  folgende  ein- 
fache Betrachtung. 

Sei  T  eine  lineare  Transformation,  deren  Koeffizienten 
rationale  und  ganze  Zahlen  sind,  und  deren  Determinante  gleich 
Eins  ist,  so  folgt  (Kap.  II  §  18.  19)  aus 

F==  GH 

auch  _        

F  =  aH 

und  umgekehrt.  Die  Frage  der  Teilbarkeit  kann  also  ebenso 
an  den  transformierten  Formen  F  und  G  entschieden  werden. 
An  der  angeführten  Stelle  wurde  nun  bewiesen,  daß  die  ratio- 
nalen und  ganzen  Koeffizienten  jener  linearen  Transformation 
auch  so  gewählt  werden  können,  daß  die  Form  G  regulär 
wird,  d.  h.  daß  in  ihrem  höchsten  Gliede  -Bq^^,  da  die  Dimen- 
sion jetzt  mit  dem  Grade  in  i/^  übereinstimmt,  der  Koeffizient 
Bq  eine  von  0  verschiedene  Größe  des  Bereichs  [A]  wird. 

Die  Teilbarkeit  von  Q  durch  J?q^"-"  +  ^  erfordert  nun  ein- 
fach die  Teilbarkeit  sämtlicher  Koeffizienten,  wird  also  in  der 
Tat  im  Bereiche  [A]  entschieden. 

Aus  der  Definition  der  regulären  Formen  folgt  unmittelbar, 
daß  das  Produkt  zweier  Formen  G  und  H  nur  dann 
regulär  in  Bezug  auf  x-^^  sein  kann,  wenn  die  Formen 
G  und  H  selbst  regulär  in  Bezug  auf  x^  sind. 

Hat  man 

(?  =  (?„v  +  --.  +  G„, 

H  =  H.x,"  +  ■  ■  ■  +  H^, 
also 
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30  ist  diese  Form  nur  dann  regulär^  wenn  ihre  Dimension 
gleich  dem  Grade  in  x-^^  d.  h.  gleich  n -\- p  ist;  dann  muß 
aber  GqHq,  also  auch  G^  und  H^  dem  Bereiche  [A]  angehören 
und  von  0  verschieden  sein;  andererseits  haben  G  und  H  die 
Dimension  n  resp.  ^;  das  erste  Glied  zeigt,  daß  G  und  H 
mindestens  diese  Dimension  erreichen;  würde  aber  auch  nur 
eine  der  beiden  Formen  diese  Dimension  überschreiten,  so  wäre 
ihr  Produkt  von  höherer  als  der  n  +  p*^"^  Dimension.  Es  sind 
also  in  der  Tat  G  und  H  reguläre  Formen. 

Die  folgende  Gestalt  des  soeben  bewiesenen  Satzes  zeigt 
seine  Stelle  in  dieser  elementaren  Untersuchung  der  Teilbarkeit: 

Eine  in  Bezug  auf  gewisse  Unbestimmte  reguläre 
Form  kann  nur  solche  Formen  als  Teiler  besitzen,  die 
in  Bezug  auf  diese  Unbestimmte   selbst  regulär  sind. 

Der  Dedekindsche  Hilfssatz. 

§  4.     Es  seien 

m-\-l  Größen,  die  irgend  einem  holoiden  Bereiche  angehören; 
(oder  auch  allgemeiner  irgend  einem  Bereiche,  dessen  Größen 
ein  gewöhnliches  Additions-  und  Multiplikationsgesetz  besitzen). 
Man  bilde  sodann  sämtliche  Potenzprodukte  der  Größen  ö^o?  •  •  •;  ^m 
von  der  Dimension  n  -f-  1,  wo  n  eine  nicht  negative  rationale 
und  ganze  Zahl  bedeutet: 

'^  Ol  m    > 

WO  also  die  r  wieder  nicht  negative  rationale  und  ganze  Zahlen 
sind,  die  der  Relation: 

^0  +  ^1  H h  ^m  =  ^^  +  1 

genügen.  Die  Anzahl  der  Potenzprodukte  Fr  ist  dabei  nichts 
anderes  als  die  Anzahl  der  möglichen  Glieder  in  einer  homo- 
genen Form    n  -{-  1*®"^  Dimension   von    m  -f-  1   Unbestimmten, 

also  nach  Kap.  2  §  8  ("^  +_f  +  ^V 

Andererseits  bilde  man  aus  den  Größen  a^,  .  .  . ,  a,^  das 
folgende  aus  m-\-n-\-l  Zeilen  und  n-\-l  Spalten  bestehende 
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Schema,  die  wegen  der  aus  ihm  zu  erzeugenden  Determinanten 
sogenannte  (Determinanten-)  Matrix: 


H-jW 


(i  =  1, 


m 


,»  +  1;  j  =  l,  ...,«  + 1),         (M) 


WO  noch  a^  gleich  Null  zu  setzen  ist,  wenn  r  negativ  oder 
größer  als  m  ist.  Das  Gesetz  dieser  Matrix,  wie  es  aus  der 
gegebenen  Bestimmung  abgelesen  werden  kann,  ist  in  ausführ- 
licherer Gestalt  das  folgende:  Die  j^  Spalte  enthält  in  der 
Reihenfolge  der  Zeilen  folgende  Größen:  j  —  1-mal  die  Null, 
dann  «o?  %?•••;  ^m  ^^^  endlich  wieder  n  — j  -\-  1-mal  die 
Null.  Zur  leichteren  tlbersicht  sei  noch  ausnahmsweise  die 
Matrix  auch  ausführlich  hingeschrieben: 


(M) 


WO  an  die  leeren  (auch  nicht  punktierten)  Stellen  die  Null  zu 
setzen  ist.    Diese  Matrix  definiert  unmittelbar  die  Determinanten 


I).  =  I  fl. 


j\y 


c 


=  s. 


l,2,...,m  +  n+l  )^ 
deren  Anzahl,  wenn  wir  nur  jene  als  wesentlich  verschiedene 
zulassen,  die  sich  nicht  bloß  in  der  Reihenfolge  der  aus 
der  Matrix   entnommenen   Zeilen  unterscheiden,  wieder   gleich 

(      7"  ,   ~T     \  ist,  da  ja  aus  m  -\-  n  -\-  1  Zeilen  deren  n  -{-  1 

zu  wählen  sind.    Um  die  Determinanten  vollständig,  d.  h.  auch 
in  Bezug  auf  das  Vorzeichen  zu  fixieren,  kann  man 

5o  <  Si  <  •  •  •  <  5„ 

als  weitere  Bedingung  einführen. 
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Sckreibt  man  nun  die  Größen  P^  und  D^  in  irgend  einer 
Reihenfolge 

so  gilt  der  Satz*): 

Jede  Größe  P  ist  eine  rationale  und  ganze  homo- 
gene lineare  Form  der  Größen  D^;   d.  h.  man  hat: 

wo  die  Koeffizienten  h  rationale  und  ganze  Zahlen 
sind. 

Der  umgekehrte  Satz,  nämlich  die  entsprechende  Dar- 
stellung der  D^  durch  die  P  ,  ist  selbstverständlich,  da  die 
Definition  der  Determinante  eben  diese  Darstellung  ergibt. 

Um  den  ausgesprochenen  Satz  zu  erweisen  und  jene  Dar- 
stellung der  Größen  P  auch  wirklich  zu  erhalten,  benutzen 
wir  die  vollständige  Induktion. 

Wir  setzen  die  Methode  der  Darstellung  als  gegeben  vor- 
aus, wenn  m-\-  n  kleiner  als  eine  bestimmte  Zahl  iV,  und  ent- 
wickeln sie  dann  für  den  Fall  m  -{-  n  =  N.  Dies  genügt; 
denn  für  m-{-n  =  0  ist  die  Richtigkeit  des  Satzes  unmittelbar 
einzusehen.  Dann  muß  m  ^=  0  und  n  =  0  sein,  also  gibt  es 
nur  eine  Größe  a^-^  die  Reihe  der  P  reduziert  sich  auf  die 
eine  Größe  a^,  und  auch  die  Reihe  der  Größen  D^  besteht 
nur  aus  der  einen  Größe  a^-  denn  jene  Matrix  hat  nur  eine 
Zeile  und  eine  Spalte,  besteht  also  gleichfalls  nur  aus  dem 
einen  Elemente  a^. 

Für  den  allgemeinen  Beweis  unterscheiden  wir  zwei  Fälle, 


*)  R.  Dedekind  „Über  einen  arithmetischen  Satz  von  Gauß". 
Mitteilungen  der  deutschen  mathematischen  Gesellschaft  in  Prag. 
1892.    p.  1. 

Dieser  Satz  und  der  später  in  §  5  behandelte,  die  hier  als  elemen- 
tare Identitäten  erscheinen,  werden  von  Dedekind  mit  Hilfe  scharf- 
sinniger, aber  komplizierter  Betrachtungen  abgeleitet,  die  der  von  ihm 
geschalfenen  „Theorie  der  Moduln"  angehören. 
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je  nachdem  die  zu  berechnende  Größe  P  den  Faktor  a^  enthält 
oder  nicht.     Im  ersten  Falle  kann 

P  =  «oP- 

geschrieben  werden.  Dann  ist  F'  irgend  ein  Potenzprodukt 
der  Größen  %,...,  »,„  von  der  Dimension  n  =  (n  —  1)  -|-  1, 
also  nach  dem  als  richtig  angenommenen  Satze  als  rationale 
und  ganze  homogene  lineare  Form  gewisser  Determinanten  D' 
darstellbar,  die  aus  einer  leicht  zu  charakterisierenden  Matrix 
(M')  erzeugt  werden.  Die  zur  Verwendung  gelangende  Größen- 
reihe ist  dieselbe  wie  früher:  a^^  a^,  . .  .,a^j  aber  an  Stelle  von  n 
ist  n  —  1  getreten.  (M')  entsteht  aus  (M)  durch  Weglassung  der 
ersten  Zeile  und  Spalte.  Aus  jeder  Determinante  Z)'  erhält 
man  demnach,  wenn  man  ihr  als  erste  Zeile  die  Elemente  Null 
und  dann  in  der  ersten  Spalte  zuerst  aQ  und  dann  jene  Ele- 
mente vorsetzt,  die  in  der  ersten  Spalte  von  (M)  in  derselben 
Zeile  erscheinen,  eine  Determinante  B,  deren  Wert  ihrer  Ent- 
stehung nach  a^D'  ist.  War  nun,  wie  angenommen,  P'  eine 
rationale  und  ganze  homogene  lineare  Form  der  D\  so  ist 
üqP'  =  P  dieselbe  Form  der  a^D'  oder  D. 

Im  zweiten  Falle,  wenn  P  die  Größe  a^  überhaupt  nicht 
enthält,  ist  P  ein  Potenzprodukt  der  m  =  {m  —  1)  -f- 1  Größen 
a^, .  .  .,  a^j  dessen  Dimension  ungeändert  gleich  n  -\-l  bleibt, 
also  nach  dem  als  richtig  angenommenen  Satze  als  rationale 
und  ganze  homogene  lineare  Form  gewisser  Determinanten  D" 
darstellbar,  die  aus  einer  leicht  zu  charakterisierenden  Matrix 
(M")  erzeugt  werden.  Die  zur  Verwendung  gelangende  Größen- 
reihe ist:  a^j...,a^,  wo  also  a^  wegbleibt.  (M'')  entsteht  aus 
(M),  wenn  man  die  erste  Zeile  wegläßt  und  in  den  übrigen 
Null  an  die  Stelle  von  a^  setzt.  Setzt  man  also  in  B"  an 
jenen  Stellen,  wo  früher  a^  stand,  wieder  a^  an  die  Stelle  von  0, 
so  entsteht  eine  entsprechende  Determinante  D,  und  D"  —  D 
ist  eine  rationale  und  ganze  homogene  lineare  Form  solcher 
Potenzprodukte  P,  die  den  Faktor  a^  enthalten,  und  nach  dem 
früher  bewiesenen  Teilsatze  eine  ebensolche  Form  von  Deter- 
minanten D.    Dasselbe  ist  mithin  für  D"  und  endlich  auch  für  P 
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der  Fall,  womit  der  angegebene  Satz  endlich  aucli  allgemein 
bewiesen  ist. 

Der  Kroneckersche  Fundameiitalsatz. 

§  5.  Um  den  vorzutragenden  Satz*)  zuerst  in  einem  spe- 
ziellen, aber  grundlegenden  Falle  darzulegen,  seien  im  genauen 
Anschluß  an  die  im  vorhergehenden  Paragraph  benutzten  Be- 
zeichnungen 

f{x)  ==  a^x"'  -\ \-a^ 

g{x)  =  \x^  H \-\ 

zwei  Formen  von  Xy  deren  Koeffizienten  dem  holoiden  Bereiche 
[A]  angehören**),  und  deren  Produkt,  abermals  nach  fallenden 
Potenzen  von*  x  geordnet, 

m  9{^)  =  c„a:'»+"  H h  c„^„ . 

*)  Kronecker  „Zur  Theorie  der  Formen  höherer  Stufen".  Mon.- 
Ber.  Berl.  Akad.  1883.  pag.  957  (Werke,  Bd.  II  pag.  417). 

Der  Satz  wurde  von  Kronecker  erst  nach  Publikation  der  „Fest- 
schrift" gefunden  und  in  dieser  selbst  nicht  verwendet.  Er  blieb,  wie 
es  scheint,  ganz  unbeachtet,  bis  Dedekind  an  der  früher  erwähnten 
Stelle  den  in  §  5  behandelten  speziellen  Fall  selbständig  neu  entdeckte 
und  dann  insbesondere  Hurwitz  seine  Wichtigkeit  erwies.  („Über  die 
Theorie  der  Ideale".  Nachr.  d.  Kgl.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen  1894. 
pag.  290). 

Dies  ist  um  so  merkwürdiger,  als  schon  Molk  in  seiner  Abhand- 
lung: „Sur  une  notion  generale,  qui  comprend  celle  de  la  divisibilite  etc." 
(Acta  mathematica,  Bd.  VI  pag.  71)  den  Satz  gebraucht,  und  Kronecker 
selbst  in  den  einleitenden  Worten  jener  Note  auf  dessen  Wichtigkeit 
mit  folgenden  Worten  hinweist:  „Das  Streben  nach  Erforschung  der 
einfachsten  Grundlagen  der  Theorie  der  Formen  hat  mich  schon  vor 
langer  Zeit  auf  eine  Frage  geführt,  die  dem  Anscheine  nach  ganz  ele- 
mentar ist,  und  die  ich  dennoch  nicht  früher  zu  erledigen  vermochte." 

Die  absolut  elementare  Darstellung  und  Beweisführung  des  Satzes, 
die  hier  gegeben  wird,  gestattet  es,  ihn  als  Ausgangspunkt  der  Theorie 
zu  benutzen,  wodurch  das  ganze  System  überraschend  einfach  und 
durchsichtig  wird. 

**)  Es  sei  noch  einmal  erwähnt,  daß  hier  wie  auch  im  folgenden 
Paragraphen  von  den  Eigenschaften  des  Bereichs  [A]  nur  die  benutzt 
wird,  daß  dessen  Größen  ein  gewöhnliches  Additions-  und  Multiplikations- 
gesetz besitzen. 
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Es  bestellen  dann  zwischen  den  Koeffizienten  a^  h,  c  die  fol- 
genden Relationen: 

wo  wieder  a^  gleich  Null  zu  setzen  ist,  wenn  r  negativ  oder 
größer  als  m  wird. 

Wählt  man  aus  diesen  Gleichungen  diejenigen  aus,  in  denen 

t    =     Sq,       S^y      .     .     .   y      S^ 

ist,  so  folgt  aus  ihnen,  wenn  man  h^j  .  .  .^1)^  als  Unbekannte 
ansieht,  für  irgend  ein  h^: 

m-\-n 

WO  D^  genau  die  im  vorhergehenden  Paragraph  auftretende 
Determinante  ist,  und  die  Q^^j  als  erste  Unterdeterminanten 
von  D,,  rationale  und  ganze  homogene  Formen  der  Gfrößen 
ÖQ,  .  .  . ,  a^  von  der  Dimension  n  sind. 

Ist  nun  a-  wieder  irgend  eine  der  Grrößen  «q,  .  .  .,  a^,  so 
wird  weiter 

m-\-n 

und  die  a-Qj^  sind  rationale  und  ganze  homogene  Formen  der 
ÜQ,  .  .  .,  a,„  von  der  Dimension  n  -\-  1.  Da  nun  jedes  Potenz- 
produkt der  «Q,  ...,a^  von  der  Dimension  ot-\-l  eine  rationale 
und  ganze  homogene  lineare  Form  der  Determinanten 

ist,  erhält  man  schließlich,  wenn  man  in  dem  soeben  erhaltenen 
Ausdruck  für  jedes  Glied  von  a-Qj^  diese  Formen  einsetzt  und 
die  dasselbe  D^  enthaltenden  Glieder  vereinigt,  für  irgend 
ein  Koeffizientenprodukt  afi^  die  Identitäten 

D.afi,^2L%D„,  (1) 

a  =  l 

WO  die  L]*.^  rationale  und  ganze  homogene  lineare 
Formen   der  Größen   Cq,  .  .  .,  c^^^  sind  und  für  JD^  irgend 
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eine  Determinante  der  Reihe  D^  gesetzt  werden  kann^  wobei 
sich  die  Formen  U^^  oder,  genauer,  die  in  ihnen  als  Koeffizienten 
auftretenden  rationalen  und  ganzen  Zahlen  mit  .s  ändern. 

§  6.  Das  so  erhaltene  Resultat  ist  nichts  anderes  als  der 
Kroneck  er  sehe  Fundamentalsatz  für  den  einfachsten  Fall 
zweier  Formen  mit  einer  Unbestimmten.  Es  wird  aber  für  die 
Klarheit  der  weiteren  Darstellung  vorteilhafter  sein,  wenn  wir 
zuerst   den   Satz   in   seiner   allgemeinsten   Gestalt  aussprechen: 

Es  seien: 

-Fy  =  ^«'  •■•<"*  (i=l,2,...,Ä-) 

li  von  Null  verschiedene  Formen  der  Unbestimmten 
x^y  .  .  .j  x^  (mit  dem  holoiden  Bereiche  [A]  angehörigen 
Koeffizienten)  und  ihr  Produkt: 

es  sei  ferner 

p,  =  ^<'U'^' . . .  ^<.*> 

das  Produkt  von  h  je  einer  Form  entnommenen  Koeffi- 
zienten von  F^y  .  .  .,  Fj^. 

Dann  gibt  es  immer  eine  Reihe  von  Größen  H^y 
H^y...y  H^y  dlc  vou  NuH  verschiedene  rationale  und 
ganze  homogene  Formen  der  A^'^\  .  .  .y  A^^~'^'^  sind,  und 
ferner  eine   Reihe  von  Größen  Zf*\  die  rationale  und 

la  ' 

ganze  homogene  lineare  Formen  der  Größen  C  sind, 
so  daß 

H,P,=  2Lf„H^      {s^\,...,v)      (K) 

(J=l 

wird. 

Für  zwei  Formen  einer  Unbestimmten  ist  dies  genau  der 
soeben  erwiesene  Satz,  und  die  Größen  H  sind  nichts  anderes 
als  jene  Determinanten  D^,  unter  denen  %^-^^  von  Null  ver- 
schieden ist,  während  die  eventuell  verschwindenden  D  bei 
der  definitiven  Formulierung  des  Satzes  einfach  weggelassen 
werden  können. 
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Wir  haben  nun  für  den  allgemeinen  Fall  das  Bildungs- 
gesetz jener  Größen  H^  und  D^^  aufzustellen,  die  den  Rela- 
tionen (K)  genügen.  Dabei  kann  man  vor  allem  das  ganze 
Problem  auf  den  Fall  reduzieren,  wo  die  Formen  nur  eine 
Unbestimmte  enthalten. 

Setzt  man  nämlich  gemäß  den  in  Kap.  II  §  3  und  4  ge- 
gebenen Erörterungen 

9  =  9,f"-' +  ä.f'-' +  ■  ■  ■  ^  9n, 
und  dann  x^   an  die   Stelle  von  rr^^  .  .  .  x^'^  ^   so   erhält  man 
aus  den  Formen  F-^,  .  .  . ,  F,.  und  F 

wo  die  C  genau  auf  dieselbe  Weise  aus  den  AJ^^  herzuleiten 
sind,  wie  früher.  Gelingt  es  also  für  diese  Formen,  das  Bil- 
dungsgesetz entsprechender  Größen  H^  und  X[.*]  zu  ermitteln, 
so  gilt  es  auch  für  die  Formen  F^. 

Dieses  endgültige  Bildungsgesetz  ergibt  sich  durch  voll- 
ständige Induktion. 

Wir  nehmen  an,  daß  ein  solches  Bildungsgesetz  für  weniger 
als  Z;  Formen  bekannt  sei  und  bestimmen  es  dann  auch  für 
li  Formen.  Da  für  zwei  Formen  das  Problem  in  der  Tat  schon 
erledigt  ist,  wird  es  auf  diesem  Wege  auch  allgemein,  d.  h.  für 
ein  beliebig  gegebenes  h  gelöst. 

Beschränkt  man  sich  zuerst  auf  die  Ic  —  1  Formen 
fif  ' '  -7  fk-ij  s^  möge  deren  Produkt  mit 

bezeichnet  werden.     Wird  entsprechend 

p,  =  ^« . . .  ^<.*-'' 

'  h  'yfc  — 1 

gesetzt,  so  gibt  es  der  Annahme  nach  eine  Reihe  von  Größen 
H^j  ....  Hvj  die  von  Null  verschiedene,  rationale  und  ganze 
homogene  Formen  der  Ä'^^^  .  .  .,  JL^^-^)  sind,  und  ferner  eine 
Reihe  von  Größen  L^^^y  die  rationale  und  ganze  homogene 
lineare  Formen  der  Größen  C    sind,  so  daß 

König,  algebraische  Grüßen.  6 
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s^p,=  ims,     iu=i,...,v)    (1) 

o  =  l 

wird.  Wendet  man  nun  den  Fundamentalsatz  auf  den  gleich- 
falls schon  erwiesenen  Fall  der  zwei  Formen  f  und  fj^  an, 
deren  Produkt 

ist,  so  gibt  es  eine  Reihe  von  Größen  \j  .  .  .^hy' y  die  von 
Null  verschiedene,  rationale  und  ganze  homogene  Formen  der 
Größen  C^,  also  auch  der  Größen  J.(^),  .  .  .,  ^(*-i)  sind,  und 
ferner  eine  Reihe  von  Größen  V\  ,  die  rationale  und  ganze 
homogene  lineare  Formen  der  Größen  C    sind,  so  daß 

^'CAt- M^%^''-  ii='^,---,^')        (2) 

wird.     Multipliziert   man   nun    (1)    mit   htÄf\   so   kann   diese 

Multiplikation  rechts  innerhalb  der  Formen  L^^'^,  ausgeführt 
werden,  wobei  man  durchweg  Glieder  von  der  Form  (2)  mit 
rationalen  und  ganzen  Koeffizienten  erhält.  Vereinigt  man 
jene  Glieder,  die  dasselbe  Produkt  Haht  enthalten,  so  sind 
die  Koeffizienten  abermals  rationale  nnd  ganze,  homogene  li- 


JJÜJJ.    ly    ,     UitJ    JJilt    ±. 

können,  und  man  hat: 


neare  Formen  der  Größen  (7  ,  die  mit  Z.''',:   bezeichnet  werden 

9^  ta  t 


SAPi-  2  ^Ly^Ho'h,        {u  =  l,...,v;  t=\,...,v'). 

Bezeichnet  man  schließlich  die  v  ==  v'v  Größen  H^h^  in 
irgend  einer  Reihenfolge  mit  H^j  .  .  . ^  H^^ .  .  .,  H^  und  schreibt 
für  iv-"'/]  einfacher  Zj*^,  so  resultiert  unmittelbar  der  zu  be- 
weisende Satz;  denn  die  Größen  H^,Ji^  und  also  auch  ihre 
Produkte  H^  sind  sämtlich  von  Null  verschieden. 

§  7.  Bei  Benutzung  des  schon  früher  gebrauchten  Zeichens 
df j.  =  1,  d.j==0  (*'=)=  i)  können  die  durch  den  Fundamental- 
satz gegebenen  Relationen  (K)  auf  folgende  Gestalt  gebracht 
werden: 


Vollständigen  Bereiclien  entstammende  Formen.  §3 

^  (L^^  -  ö    P)H^=0        (5  =  1, . . .,  v), 

und  es  muß  demnach,  da  die  Größen  H^  von  Null  verschieden 
sind,  die  aus  den  Koeffizienten  dieser  Größen  gebildete  Deter- 
minante verschwinden.     Man  hat  also 

(—\y\L^'^—8    P.|  =  0     (s,ö=l,...,a;). 

Hierin  ist  eine  gleich  wichtige  zweite  Form  des  Fun- 
damentalsatzes enthalten: 

Jedes  Koeffizientenprodukt  P^-  genügt  einer  Iden- 
tität: 

P,-  +  A.«Pr '  +  •  •  •  +  A/>-P/-*  +  •  •  •  +  A  «  =  0,  (KO 
w'o  die  A/)  rationale  und  ganze  homogene  Formen  der 
Koeffizienten  des  Formenproduktes  G^  von  der  Dimen- 
sion }i  sind.  Die  rationalen  und  ganzen  Zahlen,  die  als 
Koeffizienten  in  den  A/')  auftreten,  ändern  sich  natürlich  mit 
der  Wahl  von  P-,  d.  i.  der  Größen  ^.^'^,  .  .  .,  .4.^*1 

Um  dies  einzusehen,  beachte  man  nur,  daß  die  Uf^  ratio- 
nale und  homogene  lineare  Formen  der  G^  sind,  also  jedes 
Element  der  Determinante  eine  ebensolche  Form  der  G^  und 
P-  ist.  Es  sind  ferner  die  Elemente  der  Hauptdiagonale  die 
einzigen,  in  denen  6^^  von  Null  verschieden  ist,  also  P^  wirklich 
vorkommt.  Ordnet  man  also  nach  Multiplikation  mit  ( —  1)^ 
nach  fallenden  Potenzen  von  P^,  so  ist  der  Koeffizient  von  P/ 
gleich  eins,  und  da  die  ganze  Determinante  eine  Form  v*®^  Di- 
mension der  G  und  P.  ist,  muß  der  Koeffizient  von  P/~*  eine 
Form  A;^(')  mit  den  angegebenen  Eigenschaften  sein. 

Vollständigen  Bereichen  entstammende  Formen. 

§  8.  Der  Bereich  [A],  der  die  Koeffizienten  der  betrach- 
teten Formen  liefert,  soll  nun  als  vollständiger  holoider 
Bereich  vorausgesetzt  werden.  Nach  der  in  Kap.  I  §  6  ge- 
gegebenen Definition  gibt  es  dann,  wenn  A  und  3  irgend  zwei 
Größen  des  Bereichs  sind,  eine  gleichfalls  dem  Bereiche  [A] 
angehörige  Größe  D,  die   der  größte  gemeinschaftliche  Teiler 
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von  Ä  und  B  ist,  d.  h.  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  ihre  sämt- 
lichen Teiler,  und  nur  diese  Teiler  von  J.  und  .B  sind.  Dabei 
ist  selbstverständlich  die  „Bestimmung"  von  D  im  Sinne  der 
absoluten  Äquivalenz  (Kap.  I  §  5)  zu  verstehen. 

Ein  vollständiger  Bereich  ist  als  solcher  nur  dann  wohl- 
definiert,  wenn  eine  Methode  vorliegt,  die  den  größten  ge- 
meinschaftlichen Teiler  zweier  beliebiger  Größen  des  Bereichs  in 
einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  bestimmen  gestattet. 
Dies  ist  nach  den  Elementen  der  Arithmetik  insbesondere  für 
den  Bereich  [1]  der  Fall  und  selbstverständlich  auch  für  jeden 
orthoiden  Bereich. 

Yor  allem  nimmt  nun  der  eben  behandelte  Fundamentalsatz 
für  vollständige  Bereiche  eine  besonders   einfache  Grestalt  an. 

Ist  nämlich  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  der  in 
den  Identitäten  (K)  des  §  6  auftretenden  Größen  H^^ 


also 
und 


w  =  hh: 


(^/,  ...,^;)^i, 

so  kann  man  den  Teiler  H  aus  jenen  Identitäten  ganz  ent- 
fernen und  erhält 

H:p<=2i^iK       is  =  i,...,v). 

a  =  l 

Sei     andererseits     der     größte    gemeinschaftliche    Teiler    der 

Größen  0, 

(0,,...,  C,,...)^0, 

so   sind   die   Größen  L^^\    damit    auch   die   Größen  HJ  F,  und 

la'  8       t 

endlich 

durch  C  teilbar.     Wenn  also 

p~(Pi,...,p„...) 

den  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  sämtlicher  P.  bezeichnet, 
so  ist  P  durch  C  teilbar,  und  auch  C  durch  P.  Letzeres 
ergibt    sich   aus   der  Definition   des  Produktes,   nach  welcher 
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jede  Größe  C  eine  rationale  und  ganze  homogene,  lineare 
Form  der  F^y  also  durch  P  teilbar  ist.     Man  hat  demnach 

und  damit  ergibt  sich  im  Anschlüsse  an  die  in  §  6  gebrauchten 
Bezeichnungen,  daß  die  aus  den  Koeffizienten  der  For- 
men Fi  gebiWeten  Produkte  F .  =  J^^\  .  .  A^^^  und  die 
Koeffizienten  C^  des  Produktes  dieser  Formen  den- 
selben größten  gemeinschaftlichen  Teiler  haben. 

Dieser  Satz  gibt  einen  tiefen  Einblick  in  die  Struktur  des 
Formenproduktes,  vorläufig  für  vollständige  Bereiche,  indem  er 
zeigt,  daß  gewisse  Eigenschaften  der  Koeffizienten  des  Pro- 
duktes ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  als  Faktoren  zu  ver- 
wendenden Formen,  in  welcher  Weise  immer,  aus  den  gegebenen 
Koeffizienten  aufbaut.  Dies  wird  genauer  in  folgendem  Satze 
ausgesprochen,  der  weiterhin  als  Fundamentalsatz  für 
vollständigen  Bereichen  entstammende  Formen  citiert 
werden  soll. 

Es  seien 

A,^%A,^%...,Ap,...        {i  =  l,2,...,l) 

h  beliebige  aus  einem  vollständigen  holoiden  Bereiche 
gewählte  Reihen  von  Größen;  es  seien  ferner 

W\  C7,«,...,Cf/),  ...         {i=l,2,...,K) 

beliebige  Potenzprodukte  beliebiger  Unbestimmter 
wo  aber  die  in  einer  Zeile  stehenden  voneinander 
verschieden  sind,  d.  h.  nur  dann  JJg^'^  =  TJj^'^  wird,  wenn 
g  =  h  ist;  es  sei  ferner 

-F.  =  ^A"' ^/'  (i=l,2,...,*) 

(9) 

und  ,   . 

t=i  (Ä) 

wo  die  Vf^  die  sämtlichen  nach  der  Multiplikation 
auftretenden  Potenzprodukte  der  Unbestimmten  be- 
deuten.    Dann  wird 

c~(c;,...,c,.,..o 
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von  der  Wahl  jener  Potenzprodukte  ü  völlig  unab- 
hängig, eine  im  Sinne  der  absoluten  Äquivalenzbe- 
stimmung  unveränderliche  (invariante)  Größe. 

Denn  es  ist  nach  dem  Vorhergehenden  C  immer  dem 
größten    gemeinschaftlichen  Teiler   der   Größen  P.  äquivalent. 

Diese  selbst  treten  als  Koeffizienten  (7^  in  F  auf,  wenn 
man  die  ü^^'^  einfach  als  durchweg  verschiedene  Unbestimmte 
faßt,  d.  h.  die  Formen  F-  als  lineare  Formen  verschiedener 
Unbestimmter  bildet. 

Wenn  wir  nun  vielfach  für  die  Darstellung  einer  Form 
die  Gestalt  ^ J.^  ü^  statt  der  ausführlicheren    '^Ä  xf^  . . .  rr^'" 

•*^      g     g  ^  ^^      gl  m 

gebrauchen,  so  wird  diese  Schreibweise  nicht  nur  als  abge- 
kürzte Bezeichnung  nützlich  sein,  sondern  zugleich  auch  darauf 
hinweisen,  daß  wir  es  mit  solchen  Eigenschaften  der  Formen 
zu  tun  haben,  die  von  der  Wahl  der  Potenzprodukte  U  un- 
abhängig sind.  Dabei  sind  aber  immer  C/q,  U^y .  .  .  als  ver- 
schiedene Potenzprodukte  anzusehen,  sonst  wären  in  der 
Form  die  ähnlichen  Glieder  zu  vereinigen,  und  die  Form  nicht 
„aus  der  Koeffizientenreihe  Ä^y  Ä^y  .  .  .  aufgebaut". 

Eine  aus  der  Koeffizientenreihe  A^y  A^,  ...,  A  .  .  .  . 
aufgebaute  Form  soll  eben  als  Bezeichnung  für  SAU 
dienen,  wenn  die  verschiedenen  Potenzprodukte  U 
beliebige  bleiben. 

§  9.  Eine  Form  heißt  primitiv  oder  eine  Einheits- 
form, wenn  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  ihrer 
Koeffizienten  ^^  1  ist*). 


*)  Dabei  ist  selbstverständlich  zu  beachten,  daß  der  zu  Grunde  ge- 
legte vollständige  holoide  Bereich  auch  schon  Unbestimmte  enthalten 
kann,  und  diese  dann  in  die  Koeffizienten  gehören.  Wenn  sich  z.  B. 
später  zeigen  wird,  daß  der  Bereich  [1,  x]  ein  vollständiger  ist,  so  vyird 

X  -\-  xy 
als  eine  dem  Bereiche  [1,  x]  entstammende  Form  von  y  nicht  primitiv 
sein,  da  ihre  beiden  Koeffizienten  gleich  x  sind,  und  diese  Größe  auch 
als  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  der  beiden  Koeffizienten  zu  be- 
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Es  ist  unmittelbar  klar,  daß  die  so  definierte  Eigenschaft 
der  Form  wieder  auschließlicli  eine  Eigenschaft  ihrer  Koeffi- 
zienten ist.  Die  primitiven  Formen  von  der  Dimension  0  sind 
die  Einheiten  des  Bereichs  [A]. 

Ist  irgend  eine  Form 

(9) 

und 

(A>   Ay   ...,   Ag,   .,)^  Ä, 

also 

Ag    =^    AAgy 

(^0, ^i; ...,  ^;,  ...)-^l, 

SO  wird  schließlich 

F  =  A2A:gUg, 

ig) 
wo  der  zweite  Faktor  rechts  seiner  Bildung  gemäß  eine  primi- 
tive Form  ist. 

Jede  dem  vollständigen  holoiden  Bereiche  [A]  ent- 
stammende Form  F  ist  also  das  Produkt  einer  dem 
Bereiche  [A]  angehörigen  Größe  und  einer  primitiven 
Form.  "Wir  schreiben  demgemäß  F  =  AX,  und  nennen  ge- 
legentlich X.  „die  primitive  Form  von  F^'. 

Man  hat  femer  als  einfache  Folgerung  aus  dem  Funda- 
mentalsatze den  wichtigen  Satz: 

Das  Produkt  primitiver  Formen  ist  wieder  eine 
primitive  Form. 

Ist  nämlich  zuerst  für  zwei  Formen: 

und 

so  wird  für 

der    größte    gemeinschaftliche   Teiler    C   der   Koeffizienten    Cg 
nach  dem  Fundamentalsatze: 


trachten  ist   und  sich  als  im  Sinne  der  Äquivalenzbestimmung  von  1 
verschieden  ergibt. 

Hingegen  ist  x  -{-  xy  als   dem  Bereiche  [1]   entstammende  Form 
(der  Unbestimmten  a;,  y)  primitiv. 
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C^(...,A,Bj,...). 
Wendet  man  hier  die  in  Kap.  I  §  6  gegebenen  Sätze 
über  den  größten  gemeinscbaftliclien  Teiler  an,  so  wird  ins- 
besondere bei  wiederholter  Benutzung  der  dort  unter  I  an 
zweiter  Stelle  stehenden  rekursiven  Bestimmung  des  größten 
gemeinschaftlichen  Teilers  C  auch  der  größte  gemeinschaft- 
liche Teiler  von 

U,  J5„,  A,B„  . . .,  AiBj,  ...)  (»  =  0,  1  . . .) . 

Dieser  größte  gemeinschaftliche  Teiler  selbst  ist  aber: 

A,(B„,B„...,B„...}r^A„ 
also 

was  zu  beweisen  war. 

Sind  nun  X^,  Xg, .  .  .,  Xj^  primitive  Formen,  so  ist  dem- 
nach X^Xg  eine  primitve  Form,  also  auch  X^X^X^  und  so  fort; 
schließlich  also  auch  das  Produkt  X^Xg  .  . .  X^^.. 

§  10.  Ist  F=  ÄX  und  G  =  BY,  ferner  F  durch  G 
teilbar,  so  ist  auch  schon  Ä  durch  JB,  und  X  durch  Y 
teilbar.  Die  Umkehrung  des  Satzes  ist  evident;  dabei  sollen 
X  und  Y  die  primitiven  Formen  von  F  und  (r,  femer  Ä  und  B 
Größen  aus  [A]  bedeuten. 

Man  hat  der  Annahme  nach  F  ==  GH  und  kann  wieder 
11=  CZ  schreiben;  es  ist  folglich 

F=ÄX=(BC)(YZ). 
Hier  ist   YZ  eine   primitive  Form,    also    der    größte    gemein- 
schaftliche  Teiler    der   Koeffizienten   von  F  einmal  A^    dann 
wieder  J5(7,  folglich 

Ä'^BCy 

mithin  Ä  durch  BC  und  daher,  wie  behauptet,  auch  durch  B 

TD  /^ 

teilbar.  Andererseits  ist  BC  durch  Ä  teilbar,  demnach  — r-  =  K 
eine  Größe  des  Bereiches  [A]  und 

X  =  Y(KZ) 
oder  auch  X  durch  Y  teilbar. 
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Als  einfache  Corollare  des  bewiesenen  Satzes  seien  die 
yielfacli  anzuwendenden,  unmittelbar  evidenten  Sätze  aufgeführt: 

Ist  F  =  ÄX  durch  die  primitive  Form  Y  teilbar, 
so  ist  auch  schon  die  primitive  Form  von  Fy  d.  h.  X 
durch  Y  teilbar,  und 

Primitive  Formen  haben  nur  primitive  Teiler. 

§  11.     Es  seien  nun  (m  ^  n) 

F  =  Ä,x->  +  ^iX'»->  +■■■-{■  Ä^, 

zwei  Formen  des  Bereiches  [A,  ^],  also  Ä^Bj  Größen  aus  dem 
jetzt  als  vollständig  angenommenen  Bereiche  [A],  so  kann 
man  in  vollständiger  Analogie  zu  dem  in  den  Elementen  ge- 
lehrten Euklidischen  Algorithmus,  der  im  Bereiche  der  ratio- 
nalen und  ganzen  Zahlen  zur  Bestimmung  des  größten  gemein- 
schaftlichen Teilers  führt,  mit  Hilfe  des  gewöhnlichen  Divisions- 
verfahrens die  folgenden  Identitäten  aufstellen,  die  zugleich  als 
Definition  der  in  ihnen  auftretenden  Formen  R  dienen: 

K,F=GQ,  +  Ii, 

K^G  =  R^Q2  -]-  B2 
K^R^  =  R^Q^-\-  R^ 

(E) 

Ki_^Rj_2  =  i?j_i  Qi  +  R^ 

In  diesen  Identitäten  soU  K-  diejenige  Potenz  des  höchsten 
Koeffizienten  von  R-  bedeuten,  die  im  Sinne  des  gewöhnlichen 
Divisionsverfahrens  als  Faktor  der  Form  i?,_i  zu  verwenden  ist, 
damit  man  bei  Anwendung  dieses  Verfahrens  als  Koeffizienten 
nur  Größen  des  Bereiches  [A]  erhalte;  ft+i,  i^f +1  bezeichnen  einfach 
den  Quotienten,  resp.  den  Rest,  der  bei  der  Division  von  K^R._^ 
durch  R.  auftritt.  Dann  sind  R^^  Rc^y  ...  Formen  des  Bereiches 
[A,  x\y  deren  Grad  in  Bezug  auf  x  nicht  größer  als  n  —  1, 
n  —  2,  .  . .  sein  kann.     Das  Verfahren  gelte  als  abgeschlossen, 
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wenn  B^  der  letzte  von  0  verschiedene  Rest  ist;  sollte 
insbesondere  das  Verfahren  zu  einem  Reste  Rj  führen,  der  x 
nicht  mehr  enthält  und  nicht  0  ist,  so  kann  in  der  letzten 
Identität  Kj  =  R^,  Qi  +  t  ==  Ri-i  gesetzt  werden;  demnach  wird 
R,^,  =  0. 

Ist,  wie  früher,  F=ÄX,  G  =  BY  und  R^=  CZ 
(wo,  falls  jRj  die  Unbestimmte  x  nicht  enthält,  Z=  1 
zu  setzen  ist),  so  ist  Z  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  von  X  und  Y, 

Dies  wird  aus  den  folgenden  einfachen  Bemerkungen  er- 
schlossen. Jeder  gemeinschaftliche  Teiler  von  F  und  (r,  also 
auch  von  X  und  Y,  ist  nach  (E)  auch  in  R^y  R^y  .  .  .y  also 
schließlich  auch  in  R^  enthalten;  ein  gemeinschaftlicher  Teiler 
von  X  und  Y  ist  aber  primitiv  (§  10)  und  demnach  auch  ein 
Teiler  von  Z.  Umgekehrt  ist  jeder  Teiler  von  Z  ein  Teiler 
von  KiRi_i  und,  da  er  primitiv,  auch  schon  ein  Teiler  von 
Ri_ij  ebenso  von  Ri_2  und  so  fort,  also  schließlich  auch  von 
G  und  Fy  also  auch  von  X  und  Y. 

Daraus  folgt  aber  unmittelbar  die  Darstellung  des  größ- 
ten gemeinschaftlichen  Teilers  der  Formen  F=ÄX, 
G  =  BY  m  der  Gestalt 

(Ä,B){X,Y), 
wo  (Ä,  B)  der  Annahme  nach  bestimmt  werden  kann,   da  [A] 
ein  wohldefinierter  vollständiger  Bereich  ist,  und  (X,  Y)  nichts 
anderes  als   jene    Größe  Z  ist,   deren  Bildung  der  durch  (E) 
definierte  Euklidische  Algorithmus  lehrt. 

Man  hat  daher  auch  ganz  allgemein: 

Der  einem  vollständigen  Bereiche  [A]  entstam- 
mende Formenbereich  [A,  rr^, . .  .,  a;^]  ist  abermals  ein 
vollständiger  Bereich. 

Indem  man  von  [A]  der  Reihe  nach  zu  [A,  x^],  [A,  x^ ,  r^g], . . . 
aufsteigt,  erweist  sich  diese  Behauptung  als  richtig,  und  wir 
erhalten  zugleich  die  Vorschrift,  nach  welcher  der  größte  ge- 
meinschaftliche Teiler  zweier  beliebigen  Formen  wirklich  ge- 
bildet werden  kann. 
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Vollstäudigfeu  Bereichen  zugeordnete  orthoide 
Bereiche. 

§  12.  Wenn  man  (nach  Kap.  I  §  4)  von  dem  Bereiche  [A] 
zu  dem  zugeordneten  orthoiden  Bereiche  (A)  übergeht,  soll 
eine  Gfröße  kurz  als  orthoid  oder  holoid  bezeichnet 
werden,  je  nachdem  sie  dem  Bereiche  (A)  oder  [A]  augehört, 
und  ebenso  soll  eine  orthoide  resp.  holoide  Form  eine 
solche  Form  sein,  deren  Koeffizienten  orthoide  resp.  holoide 
Größen  sind*). 

Wenn    der   Bereich  [A]    vollständig    ist,    so    kann  jede 

orthoide  Größe  auf  eine  kanonische  Gestalt  gebracht 

P 
werden;  sie  kann  nämlich  durch  ^  dargestellt  werden,  wo  P 

und  Q  holoide  Größen  sind  und  (P,  Q)^l  ist.    Denn  die  dem 

M 
Bereiche   (A)    angehörige  Größe  hat  jedenfalls   die  Gestalt  ^, 

wo   M  und  N  Größen   aus   [A]   sind.     Ist  nun  (ilf,  N)  ^  D, 
M=DF,    N  =  BQ,    (P,§)-1, 

so  wird  in  der  Tat   irp  =  tt  • 

N         Q 

Nach  diesen  Festsetzungen  hat  man  den  folgenden  Satz: 
Ist  [A]  ein  vollständiger  Bereich,  sind  Ä^,  A^, . . . ,  Aj, 

Größen    dieses    Bereichs    und    ist    z    eine    Größe    des 

Bereiches  (A),  für  welche 

A^^  +  A,z^-'  +  --.  +  A,  =  Q  (1) 

ist,   so  muß  AqZ  dem  Bereiche  [A]    angehören.     Insbe- 
sondere ist,  wenn  Aq  eine  Einheit,  z  selbst  schon  eine 

holoide  Größe. 

P 
Jedenfalls  hat  z  nach   dem   früheren  die   Gestalt  y^,   wo 

(P,  0  ~  1 ;  wenn  man  also  in  (1)  niit  (^  multipliziert,  wird 

*)  Man  denke  dabei  an  die  adjektivischen  Bezeichnungen  als  ra- 
tional oder  rational  und  ganz,  die  in  Bezug  auf  die  Bereiche  (1)  und  [1] 
allgemein  gebraucht  werden.  Entsprechend  kann  eine  orthoide  Größe 
zugleich  holoid  sein. 
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es  ist  also  Ä^P^  durch   Q  teilbar  und,  da  (P,  ^'--^l,  auch  Äq 

A.  P 
durch  Q  teilbar,  und  demnach  Äq0  =  -~-  eine  holoide  Größe. 

Dieselbe  Gleichung  zeigt,   daß  Äj^Q^  und   damit  auch  Äj^ 

durch  P  teilbar  ist.     Daraus  folgt: 

p 
Soll  eine  orthoide  Größe  ^  =  q  der  Gleichung  (1) 

genügen,  so  muß  P  ein  Teiler  von  Aj.^  und  Q  ein  Teiler 
von  Aq  sein. 

Hat  man  es  mit  den  Bereichen  [1]  und  (1)  zu  tun,  sind 
also  die  Größen  Aq,  .  ,  .  y  A^  rationale  und  ganze  Zahlen,  so  gibt 
dieser  Satz  die  vollständige  Bestimmung  derjenigen  ra- 
tionalen Zahlen,  die  „Wurzeln"  der  Gleichung  (1)  sind; 
denn  jede  von  0  verschiedene,  rationale  und  ganze  Zahl  hat 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Teilern,  und  da  der  Ausnahme- 
fall Aj^  =  0  leicht  vermieden  werden  kann,  gibt  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Versuchen  sämtliche  den  Bedingungen  genügende 
rationale  Zahlen. 

Ist  innerhalb  des  Bereiches  (A) 

^-  +  ^^^— 1_| \-A^^ 

=  (/  +  ilf,0^-^  +  ...  +  üf,)(^-*  +  i^,^-*-^  +  ...  +  iV_,), 

sind  ferner  A^,  .. .,  A^  holoide  Größen,  so  müssen  auch 
die  Größen  Jf^,  . . .,  ilf^,  N^^  . . .,  JV^.^  holoide  Größen  sein. 

Wendet  man  nämlich  den  Kroneck  er  sehen  Fundamental- 
satz auf  das  angeführte  Produkt  an,  so  genügt  jede  Größe  M^ 
und  Nj  (als  Koeffizientenprodukt  1 .  M^  und  1 .  N^)  einer  Glei- 
chung, in  welcher  die  höchste  Potenz  von  M^  resp.  Nj  als 
Koeffizienten  die  1  erhält,  während  alle  anderen  Koeffizienten 
holoide  Größen  sind.  Es  müssen  also  sämtliche  M.  und  Nj 
nach   dem  vorhergehenden   Paragraphen  holoide   Größen   sein. 

Insbesondere  sind  im  Bereiche  (1)  mit  A^j  .  .  .,  A^ 
bei  einer  Zerlegung  von  der  angegebenen  Gestalt  auch 
die  Koeffizienten  M.  und  Nj  rationale  und  ganze 
Zahlen. 
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Dieser  von  Gauß  bewiesene  Satz*)  ist  historisch  der  Aus- 
gangspunkt der  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Größen. 

Die  Resultante. 

'  §  13.  Wir  lassen  nunmehr  die  in  den  letzten  Erörte- 
rungen festgehaltene  Voraussetzung^  daß  der  Bereich  [A]  yoU- 
ständig  ist,  wieder  fallen;  dies  ist  um  so  wichtiger,  als  die 
in  der  Theorie  der  algebraischen  Größen  auftretenden  Bereiche, 
wie  schon  das  in  Kap.  I  §  8  und  9  behandelte  einfache  Bei- 
spiel zeigte,  im  allgemeinen  nicht  vollständig  sind.  Der  cha- 
rakteristische Unterschied  zwischen  beiden  Fällen  liegt  in  fol- 
gender Tatsache: 

Ist  A  eine  Größe  des  Bereiches  [A]  und  G  eine  irreduzible 
Größe  des  Bereiches  [A,  x],  die  kein  Teiler  von  Ä  ist,  so  wird 
für  vollständige  Bereiche  mit  ÄF  zugleich  auch  F  durch  G 
teilbar,  da  ja  (Ä,  G)  ^  1,  und  demnach  aus  (ÄF,  G)^  G  auch 
(F,  G)  ^  G  folgt.  Wenn  hingegen  der  Bereich  [A]  kein  voll- 
ständiger ist,  so  kann  ganz  gut  AF  durch  G  teilbar  sein,  ohne 
daß  dies  für  F  der  Fall  ist. 

Wenn  wir  wieder  das  früher  zitierte  Beispiel  des  Bereiches 
[]/ —  5]  benutzen,  so  ist  z.  B.  2  —  ]/ —  5  eine  irreduzible  Größe 
und  3  durch  diese  nicht  teilbar,  wohl  aber  3  .  3.  Daß  auch 
für  solche  Größen  G,  die  x  wirklich  enthalten,  ähnliche  Ver- 
hältnisse vorliegen,  kann  ebenso  leicht  gezeigt  werden.  Es 
ist  z.  B. 

6^  =  3^H-(i  — 2y'=r5), 

wie  man  unmittelbar  sieht,  irreduzibel,  und 

nicht  durch  G  teilbar,  wohl  aber 

(2  _ -)/I=~5)i^  =  9;r  +  3  (1  —  2  )/=r5)  . 

Die  Frage  der  Teilbarkeit  von  F  durch  G  ist  demnach 
so  zu  verallgemeinem:     Gibt  es  Größen  A  des  Bereiches  [A], 

*)  Disquisitione8  Arithmeticae.     Art.  42. 
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so  daß  ÄF  durch  G  teilbar  wird?  Nun  ist  aber  [A]  nach. 
Ausschluß  der  0  ein  in  [A,  ic^, .  .  .,  x^l  enthaltener  Äquivalenz- 
bereich (Kap.  I  §  12).  Und  die  Fragestellung  lautet  demnach: 
Gibt  es  eine  in  Bezug  auf  den  Äquivalenzbereich  [A]  mit  F 
äquivalente  Größe,  die  durch  G  teilbar  ist? 

Die  relative  Äquivalenz  der  Größen  des  Bereiches 
[A,  x^,  X2,  .  .  .,  icj  in  Bezug  auf  den  Äquivalenzbereich  [A] 
ist  aber  nichts  anderes  als  die  absolute  Äquivalenz  in  jenem 
Bereiche,  der'  aus  [^y  oo^,  .  .  .,  x^  entsteht,  wenn  wir  als 
Nenner  Größen  aus  [A]  zulassen,  d.  h.  in  dem  aus  dem 
orthoiden  Bereiche  (A)  entstammenden  Formenbereiche 
[(A),  Xj^,  . . .,  x^ .  Dieses  Resultat  kann  einfacher  gefaßt  werden. 
Wir  gehen  von  dem  holoiden  Bereiche  [A]  zu  dem  zu- 
geordneten orthoiden  Bereiche  (A)  über  und  untersuchen  die 
Teilbarkeit  der  Formen,  auch  wenn  sie  holoid  sind,  in  dem 
erweiterten  Formenbereiche  [(A),  Xj^j  .  .  .,  x^.  Dieser  Bereich 
ist  vollständig,  weil  jeder  orthoide  Bereich,  also  auch  (A),  ein 
vollständiger  ist,  und  es  werden  daher  bei  dieser  verallgemei- 
nerten Fragestellung  die  früher  entwickelten  Methoden  zur 
Anwendung  gebracht  werden  können. 

Es  kann  geradezu  als  Ziel  der  Theorie  der  algebraischen 
Größen  hingestellt  werden,  den  ursprünglichen,  den  Betrach- 
tungen zu  Grunde  liegenden  Bereich  durch  neue  Begriffsbil- 
dungen derart  zu  erweitern,  daß  einerseits  gewisse  im  ur- 
sprünglichen Bereiche  unlösbare  Aufgaben  im  neuen  Bereiche 
eine  Lösung  erhalten,  andererseits  aber  gewisse  Eigenschaften 
der  Größen  des  ursprünglichen  Bereiches  im  erweiterten  Be- 
reiche unverändert  bleiben.  Zum  mindesten  sollen  jene  Ge- 
setze erhalten  bleiben,  nach  denen  die  Addition  und  Multipli- 
kation der  Größen  des  ursprünglichen  Bereiches  zu  geschehen 
hat,  so  daß  diese  Operationen  für  die  Größen  des  ursprüng- 
lichen Bereiches  auch  im  erweiterten  Bereiche  dieselben  Größen 
liefern,  wie  früher.  Wir  sagen  dann,  daß  der  neue,  erweiterte 
Bereich  den  ursprünglichen  Bereich  „enthält".  Dies  ist  in 
der  Tat  beim  Übergang  von  [A]  zu  (A)  der  Fall. 

Dabei  möge  aber  darauf  hingewiesen  werden,  daß  gewisse 
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andere  Eigenschaften  der  Größen  in  [A]  sich  ändern.  Denn 
in  (A)  ist  jede  Größe  A  durch  jede  von  0  verschiedene  Größe 
B  teilbar;  die  Teilbarkeits -Eigenschaften  dieser  Größen  sind 
also  ganz  andere  geworden.  Dies  weist  auf  eine  neue,  sehr 
wichtige  Begriffsbildung  hin^  auf  eine  solche  Erweiterung  des 
Bereiches  [A],  daß  der  neue  Bereich  ein  vollständiger  sei,  und 
dabei  aber  auch  die  auf  die  Teilbarkeit  bezüglichen  Eigen- 
schaften der  Größen  in  [A]  erhalten  bleiben.  Dieses  Funda- 
mentalproblem erfordert  aber  weitere  Hilfsmittel  und  wird 
demnach  erst  später  (Kap.  IX)  behandelt  werden  können. 

§  14.     Es  seien 

F=Ä,x"^  +  Ä,x^^-'  H [-Ä^, 

G  =  B,x^^  +  B,x^-'  +  ---  +  B, 
zwei  Formen,  deren  Koeffizienten  dem  holoiden  Bereiche  [A] 
angehören.  Geht  man  in  den  orthoiden  Bereich  (A)  über, 
(der  auch  mit  [A]  zusammenfallen  kann),  so  sind  F  und  G 
auch  dem  Bereiche  [(A),  x^  angehörige  Formen  und  haben  als 
solche  einen  größten  gemeinschaftlichen  Teiler.  Jede  Größe 
des  Bereiches  (A)  ist  der  1  äquivalent;  jener  größte  gemein- 
schaftliche Teiler  ist  daher  entweder  Eins  oder  eine  x  enthal- 
tende, wirkliche  Form.  Die  Trennung  dieser  beiden  Fälle 
führt  zu  dem  wichtigen  Grundbegriff  der  Resultante. 

Ist  (Fj  G)  einer  wirklichen  Form  von  x  äquivalent,  also 

(J-,  (?)  ~  i)  =  D^x*  +  D,^- 1  +  •  •  ■  +  D„ 
so  ist  _  _ 

F=Dr,     G  =  —  DU 
und  _        _  _  _ 

r  =  Q,x"'-'  +  §i5'-*-^  +  •  •  •  +  (?»_„ 

WO  die  Koeffizienten  von  D,  U  und  V  dem  Bereiche  (A)  an- 
gehören.    Es  muß  also 

UF+VG  =  0 
sein.    Da  D  zum  mindesten  vom  ersten  Grade,  also  ^  >  1,  ist 
m  —  Jc<m  —  1  und  n  —  k  <n  —  1 ;  soll  also  (i^,  G)  im  Sinne 
der  Äquivalenz  von  1  verschieden  sein,  so  muß  es  zwei  Formen 
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geben,    deren  Koeffizienten  nicht  sämtlich   verschwinden   und 

die  der  Relation 

ÜF+VG  =  0 

genügen.  Dieses  im  wesentlichen  von  Euler  herrührende  Ver- 
fahren ergibt  folgendes  System  von  linearen  Gleichungen  für 
die  Koeffizienten  P  und  Q: 

Ä,Po  +  A-Pi      +S,Q,  +  B,Q,  =0 

WO  die  allgemeine  k  -f-  1*^  Gleichung  des  Systems  folgender- 
maßen charakterisiert  werden  kann: 

A'=0,l,...,m;  j=0,l,...,W5  r=0,l,...,n-l;  5=0,1,. ..,m-l\ 
\  i-{.r  =  k,  j  +  s  =  Jc  ) 

und  Ä;  der  Reihe  nach  0,  1, .  .  . ,  m  +  w  —  1  zu  setzen  ist. 

Man  hat  demnach  ein  homogenes  lineares  Gleichungs- 
system, in  dem  sowohl  die  Anzahl  der  Gleichungen,  als  die 
Anzahl  der  Unbekannten  m  -\-  n  ist;  und  diese  Unbekannten, 
die  Koeffizienten  P^  und  Q^,  können  nur  dann  nicht  sämtlich 
verschwindende  Werte  besitzen,  wenn  die  aus  den  Koeffizienten 
der  Gleichungen  gebildete  Determinante,  die  sog.  Sylvester- 
sche  Determinante*),  verschwindet. 


*)  Sylvester,  „On  a  general  method  of  determining  by  mere  in- 
spection  tbe  derivations  from  two  equations  of  any  degree",  Phil.  Mag. 
1840,  Februar  pag.  132.  —  Gegenüber  den  unrichtigen  Angaben  in  der 
„Encyklopädie  [d.  math.  Wiss."  (Bd.  I  pag.  246)  sei  noch  bemerkt,  daß 
Richelot  in  seiner  Arbeit  aus  dem  Jahre  1840  „Nota  ad  theoriam  elimina- 
tionis  pertinens"  (Joum.  f.  Math.  Bd.  21)  die  Sylvesterschen  Resultate 
schon  ausdrücklich  zitiert.  Beinahe  vier  Jahre  später  gibt  Hesse  („Über 
die  Endgleichung  etc."  Journ.  f  Math.  Bd.  27  =  Werke  pag.  83)  dieselbe 
Determinante,  erwähnt  aber  merkwürdigerweise  keinen  der  beiden 
Vorgänger. 


Die  Resultante 

Das  Gesetz  dieser  Determinante 

A                 So 

A    A           A 

.       A,  . 

.      .    .   A   ■ 

B  = 

.       .    .    A    . 
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ist  einfacli  zu  fassen:  In  der  /®^  Spalte  (j  =  1, .  .  .,  ^)  stehen 
nach  j —  1  Nullen  die  Elemente  Ä^^  Ä^, .  .  .,  A^,  denen  wieder 
n  —  j  Nullen  folgen,  in  der  n  -\-  W^^  Spalte  (Ä;  =  1,  .  .  . ,  m) 
nach  it  —  1  Nullen  die  Elemente  B^j  B^,  .  .  . ,  B^  und  dann 
wieder  m  —  h  Nullen. 

Ist  umgekehrt  diese  Determinante  Null,  ohne  daß  A^  und 
Bq  zugleich  verschwinden,  so  gibt  es  bekanntlich  Systeme  von 
Werten  für  die  Koeffizienten  P^  und  Q^j  die  nicht  sämtlich  ver- 
schwinden und  dem  vorgelegten  linearen  Gleichungssysteme 
genügen,  und  zwar  auch  solche,  in  denen  diese  sämtlich  ratio- 
nale und  ganze  Formen  der  Größen  A^  und  B^  sind.  Der 
Relation 

UF-\-VG^O 

gemäß  muß  aber  VG  durch  F  und  ÜF  durch  G  teilbar  sein. 
Wäre  nun  (i^,  G)  ^  1,  so  wäre  auch  V  durch  F  und  ü  durch 
G  teilbar.  Ist  nun  z.  B.  A^  nicht  0,  so  kann  V,  eine  Form 
vom  höchstens  m  —  1*®"  Grade  in  Xy  nur  dann  durch  F  teilbar 
sein,  wenn  sie  identisch  verschwindet.  Es  muß  also  dann 
VG  =  0  sein.  Nun  kann  aber  weder  V  verschwinden,  denn 
es  würden  dann  sämtliche  Koeffizienten  P^  und  Q^  verschwin- 
den, noch  G==0  sein,  da  hieraus  (F,  G)  ^  F  folgt  und  F  als 
Form  m^^  Grades  nicht  ~  1  ist. 

Das  Verschwinden  der  Größe  R  ist  demnach  die  notwen- 

König,  algebraische  Größen.  7 
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dige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Formen  F 
und  (t,  in  denen  A^  und  Bq  nicht  zugleich  0  sind,  in  dem 
dem  orthoiden  Bereiche  (A)  entstammenden  Formenbereiche 
[(A),  x\  einen  im  Sinne  der  Äquivalenz  von  1  verschiedenen 
größten  gemeinschaftlichen  Teiler  besitzen. 

§  15.  Die  Größe  R  heißt  die  Resultante  der  Formen 
F  und  G  in  Bezug  auf  die  Unbestimmte  x,  wo  diese 
genauere  Beziehung  auf  x,  wenn  hierdurch  keine  Zwei- 
deutigkeit  entsteht,  weggelassen  wird.    In  diesem  Falle  wählen 

wir  die  Bezeichnung 

Ues.{F,G), 

wo  dann  Res.  {G,  F)  ==  (—  1)"*"  Res.  {F,  G),  wie  die  definie- 
rende Determinante  unmittelbar  zeigt.  Da  die  Formen  F  und 
G  auch  weitere  Unbestimmte  enthalten  können,  wird  bei  all- 
gemeineren Untersuchungen  eine  genauere  Bezeichnung  not- 
wendig, die  mit  Rücksicht  auf  spätere  Entwicklungen  folgender- 
maßen festgesetzt  wird: 

Wenn  der  Bereich  [A]  selbst  schon  ein  Formenbereich  ist, 
der  im  allgemeinen  dem  holoiden  Bereiche  [A]  entstammt, 
also  [A]  =  [[A],  x^yX2,-'')  x^y  so  zeigt  das  Verschwinden  der 
Resultante  von  F  und  G,  wenn  Äq  und  Bq  nicht  zugleich  0 
sind,    die  Existenz    eines    solchen    größten    gemeinschaftlichen 

Teilers: 

D^B,x'  +  D,x'-'  +  ---  +  D,, 

wo  die  Größen  B^,  ...^B^  die  Gestalt  -^  besitzen,  D^ ,  E^  dem 

Bereiche  [A]  angehören  und  wenigstens  eine  der  Größen 
Do, ...,  Bj^_i,  sowie  alle  Größen  E^  von  Null  verschieden  sind. 
Setzt  man  also  das  Produkt  der  Größen  E^  gleich  E^  so  be- 
sitzen EF  und  EG  den  Teiler 

wo  die  Z)/  Größen  des  Bereiches  [A]  sind  und  wieder  wenig- 
stens eine  der  Größen  Bq,  . ..,  B^—i  von  Null  verschieden  ist. 
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Wäre  nun  (F,  G)^l  in  dem  Formenbereiche  [(a),  x^yX^j...,  x^^ , 
so  müßte  E  durch  D'  teilbar  sein,  was  unmöglich  ist,  da  E 
nicht  Null  ist  und  die  Unbestimmte  x  nicht  enthält. 

Ist  umgekehrt  (i^,  G)  im  Sinne  der  Aquivalenzbestimmung 
nicht  Eins  in  Bezug  auf  [(a),  x^^x^,...,  icj,  so  folgt  hieraus 
unmittelbar  ein  Teiler  von  der  Gestalt  D  und  das  Verschwin- 
den der  Resultante. 

Man  kann  demnach  die  erste  Fundamentaleigenschaft 
der  Resultante  folgendermaßen  fassen: 

Sind  F=  AqX'"  +  •••,  G  =  B^x""  +  •••  zwei  Formen, 
deren  Koeffizienten  dem  holoiden  Bereiche  [A]  ent- 
stammende Formen  sind,  während  Aq  und  Bq  nicht  zu- 
gleich Null  sind,  so  ist  das  Verschwinden  der  Resul- 
tante von  F  und  G  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  beim  Übergang  zu  den  aus  dem 
orthoiden  Bereiche  (A)  entstammenden  Formen  der 
größte  gemeinschaftliche  Teiler  von  F  und  G  eine  die 
Unbestimmte  x  wirklich  enthaltende  Form  sei. 

Dabei  ist  nach  dem  Bisherigen  klar,  daß  der  Übergang 
vom  holoiden  Bereiche  [A]  zum  orthoiden  Bereiche  (A)  nur 
dann  erforderlich,  wenn  der  Bereich  [A]  kein  vollständiger  ist. 
Wenn  [A]  ein  vollständiger  Bereich  ist,  so  gibt  es  eine  Größe 
Ä  in  [A],  so  daß  ÄF  und  AG  durch  eine  dem  Bereiche  [A] 
entstammende,  x  enthaltende  Form  H  teilbar  sind.  Man  kann 
z.  B.  für  A  das  Produkt  der  in  jenem  größten  gemeinschaft- 
lichen Teiler  von  F  und  G  auftretenden  Nenner  wählen.  Dann 
ist  aber  F  und  G  durch  die  primitive  Form  von  H  teilbar, 
und  diese  ist  von  1  verschieden. 

Der  wesentliche  Inhalt  der  bisher  gegebenen  Darstellung 
ist  schon  in  dem  folgenden  einfachen  Satze  enthalten: 

Die  dem  orthoiden  Bereiche  (A)  entstammenden 
in  Bezug  auf  irgend  eine  Unbestimmte  regulären  For- 
men F  und  G  haben  dann  und  nur  dann  einen  von  1 
verschiedenen  größten  gemeinschaftlichenTeiler,wenn 
ihre  Resultante  in  Bezug  auf  diese  Unbestimmte  ver- 
schwindet. 

7* 
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Denn  in  den  in  Bezug  auf  diese  Unbestimmten  geordneten 
Formen  ist  weder  Aq  noch  JBq  gleich  Null,  und  da  jeder  echte 
Teiler  von  F  und  G  wieder  regulär  sein  muß  (§  3  dieses  Ka- 
pitels), muß  auch  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler,  wenn 
er  nicht  Eins  ist,  jene  Unbestimmte  enthalten. 

§  16.  Die  zweite  Fundamentaleigenschaft  der  Re- 
sultante ist  eine  einfache  Folge  ihrer  Darstellung  als  Deter- 
minante. 

Multipliziert  man  in  der  Determinante  B  (§  14)  die  i^ 
Zeile  mit  ^"*+«-^'  und  addiert  die  so  erhaltenen  Elemente  zur 
unverändert  gebliebenen  letzten  Zeile,  so  erhält  man  in  dieser 
der  Reihe  nach  die  Elemente 

Fx''-\  F^«-2,  ...,F,  Gx^-\  Gx^-\  ...yGy 
und  damit  die  folgende  Darstellung  der  Größe  It: 

R=G^F+F^G, 
wo   G^   in  Bezug  auf  x  höchstens  vom  n  —  1*®^  Grade, 
und  -Fl  ebenso  höchstens  vom  m  —  1*®"^  Grade  ist.    Dabei 
sind    die  Koeffizienten    von  F^   und    G^   rationale    und    ganze 
Formen  der  Koeffizienten  Ä  und  B. 

In  der  Folge  sollen  durchweg  Formen  mit  dem  orthoiden 
Bereiche  (A)  angehörigen  Koeffizienten  zugelassen  sein  und 
die  Äquivalenzbestimmung  sich  gleichfalls  auf  diesen  Bereich 
beziehen.  Die  erste  Fundamentaleigenschaft  der  Resultante 
kann  dann  auch  so  gefaßt  werden,  daß  aus  B  ^^  1  auch 
(F,  G)  ^  1  folgt  und  umgekehrt. 

Ist  nun  jR  von  0  verschieden,  d.  h.  B  ^  1,  so  ist  auch 
(F^y  G^)  '^  1;  im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  größte  ge- 
meinschaftliche Teiler  von  F^,  G^  eine  wirkliche  Form  und 
doch  ein  Teiler  von  jR,  was  unmöglich  ist.  Auch  kann  dann 
weder  F^  noch  G^  Null  sein.  Wäre  z.  B.  F^  =  0,  also  B=G^F, 
so  kann  Gj^  nicht  0  sein,  und  B  wäre  durch  F  teilbar. 

Ist  B  =  0,  so  wird  (F^  G)<^D  eine  Form,  die  x  enthält, 
und  man  hat: 

F  =  DF\    —G  =  DG\    (F\  G')  ^  1 , 
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oder  auch 

0=  G'F  +  F'G. 

Aus  irgend  einer  Relation 

r  =  gF  +  fG, 
WO  f  den  m —  1*®"^  und  g  den  n —  l*®""  Grad  in  x  nicht 
überschreiten,  beide  von  0  verschieden  sind  und  r  von 
X  unabhängig  ist,  ferner  (/)  ^) '^  1  ist,  folgt 

d.  h.  die  Größe  r  kann  genau  so  wie  B  benutzt  werden, 
um  zu  entscheiden,  ob  (JF,  G)  die  Unbestimmte  x  wirk- 
lich enthält.     Zum  Beweise  bemerke  man,  daß  aus 

r  =  gF  +  fG,    R  ^  G,F  +  F,G 
weiter  auch 

{gF,-fG,)F=rF,-Rf 

folgt,  wo  die  rechte  Seite  in  x  höchstens  vom  m  —  1^^  Grade 
ist  und  doch  durch  F  teilbar  sein  soll.     Es  muß  also 

rF^  —  Bf=0, 

gF,-fG,  =  0 
sein.     Dann  folgt  unmittelbar   aus    r  =  0    auch  jR  =  0;    und 
umgekehrt  aus  i^  =  0,  da  r  durch  (F^  G)  teilbar  ist  und  diese 
Größe  jetzt  x  enthält,  auch  r  =  0;  und  dies  ist  die  Bedeutung 
der  Äquivalenz  r  <^  H. 

§  17.     Ist  wieder  {F,  G)  ^  D ,  also  (^,  §)  -^  1,  so  gibt 

es  eine  Größe  H',  die  Resultante  von  jr  und  ^,  die  nicht  ver- 
schwindet und  X  nicht  enthält,  so  daß 

J)B'=  ÜF+VG 
wird;  d.  h.  der  größte   gemeinschaftliche  Teiler  von  F 
und    G   kann   nach   Multiplikation    mit    einer   x   nicht 
enthaltenden  Größe   als   homogene   lineare  Form   von 
F  und  G  dargestellt  werden. 

Dabei  können  R'  und  die  Koeffizienten  von  ü  und  V 
durch  einen  passend  gewählten  Faktor  in  holoide  Formen  ver- 
wandelt werden. 
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Insbesondere  wird  dieses  Resultat  zur  Verwendung  ge- 
langen, wenn  der  ursprüngliche  Bereich  [A]  ein  vollständiger 
ist,  da  man  dann  D  auch  in  derjenigen  Gestalt  schreiben 
kann,  die  für  {Fj  G)  sich  innerhalb  des  [A]  entstammenden 
Formenbereichs  ergibt. 

Daß  man  auch  hier  nicht  weitergehen  kann,  d.  h.  D 
nicht  selbst  als  homogene  lineare  Form  von  F  und  G  dar- 
stellen kann,  zeigt  ein  einfachstes  Beispiel,  wo  der  Bereich  [1] 
zu  Grunde  gelegt  ist.  Die  Formen  x  -\-  2  und  x  -\-  A  haben 
den  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  1;  und  es  ist 

2  =  {x  +  4)-(x  +  2); 

eine  Relation  von  der  Form 

l=:ü(x  +  2)+  V(x  +  4) 

hingegen  ist  unmöglich.  Denn  es  müßte  das  von  x  unab- 
hängige Glied  rechts  die  Gestalt  2  a  -\-  46  besitzen  und  gleich 
eins  sein;  also  1   durch  2  teilbar  sein. 

Die  Resolventeuform  eines  Formensystems. 

§  18.  Die  folgende  Untersuchung  wird  sich  am  einfach- 
sten gestalten,  wenn  wir  die  zu  betrachtenden  Formen  als 
einem  vollständigen  holoiden  Bereiche  [A]  entstammend  an- 
nehmen. Um  die  Resultate  auf  andere  Fälle  anzuwenden, 
wird  nur  zu  bemerken  sein,  daß  dann  sämtliche  Koeffizienten 
auch  in  dem  zugeordneten  orthoideu  Bereiche  (A)  enthalten 
sind,  und  da  jeder  orthoide  Bereich  auch  vollständig  ist,  wird 
dadurch  eine  Fassung  des  Ergebnisses  erreicht,  die  auch  dann 
gültig  bleibt,  wenn  der  zu  Grunde  liegende  Bereich  [A]  ein 
unvollständiger  holoider  Bereich  ist. 

Seien  nun 

Fj{x^,  x^,  .  .  .,  x^)  (j=l,  ..., /b) 

Ti  Formen,  die  dem  vollständigen  holoiden  Bereiche  [A]  ent- 
stammen. Um  zu  entscheiden,  ob  der  größte  gemeinschaft- 
liche Teiler  dieser  Formen  selbst  dem  Bereiche  [A]  angehört 
oder  aber  wenigstens  eine  der  Unbestimmten  ^j,  .  .  .,  a:^  wirk- 
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Hell  enthält^  wird  es  am  einfachsten  sein,  die  Formen  Fj  einer 
linearen  Transformation  mit  rationalen  und  ganzen  Koeffizienten 
zu  unterwerfen,  deren  Determinante  gleich  Eins  ist  (Kap.  II, 
§  19)  und  sämtliche  Formen  in  solche  überführt,  die  in  Bezug 
auf  die  neuen  Unbestimmten  regulär  sind.  Die  fragliche  Eigen- 
schaft wird  durch  diese  lineare  Transformation  nicht  gestört; 
denn  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  der  transformierten 
Formen  entsteht,  wie  unmittelbar  evident,  durch  Anwendung 
derselben  linearen  Transformation  auf  den  größten  gemeinschaft- 
lichen Teiler  der  ursprünglichen  Formen.  Da  aber  jeder  Teiler 
einer  regulären  Form  wieder  regulär  ist,  reduziert  sich  die 
Frage  nun  dahin,  ob  jene  Formen  überhaupt  einen  solchen 
gemeinschaftlichen  Teiler  besitzen,  der  y^  enthält.  Diese  Trans- 
formation, die  nach  dem  von  Kronecker  gebrauchten  Aus- 
druck das  Formensystem  „von  Zufälligkeiten  befreit",  ist  nichts 
anderes,  als  das,  was  in  geometrischer  Sprachweise  als  eine 
Affinität  bezeichnet  wird,  und  zwar  eine  solche,  bei  welcher 
die  „im  Unendlichen  liegenden"  Elemente  für  die  zur  Ent- 
scheidung vorliegenden  Fragen  nicht  weiter  in  Betracht  kommen. 

Um  die  Bezeichnungen  nicht  zu  kompliziert  zu  gestalten, 
mögen  die  Formen  Fj  und  die  Unbestimmten  x.-  schon  die 
transformierten  Formen  und  Unbestimmten  sein. 

Sind  nun  iij  und  u'i  (i  =^  1,  .  .  .,  1^)  zwei  neue  Reihen  von 
Unbestimmten,  so  werden  die  Formen 

k  k 

^Fj  Uj    und     ^Fj  Uj 

dann  und  nur  dann  einen  x^  enthaltenden  gemeinschaftlichen 
Teiler  besitzen,  wenn  dies  in  Bezug  auf  die  Formen  Fj  der 
Fall  ist.  Die  formale  Zusammenfassung  der  Formen  Fj  mit 
Hilfe  der  neuen  Unbestimmten  Uj  und  Uj  ist  von  weittragend- 
ster Bedeutung;  zuerst  von  Kronecker*)  angewendet,  soll 
sie  als  Kroneckersches  Eliminationsprinzip  bezeichnet 
werden. 


*)  Festschrift,  §  10. 
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Auch  diese  neuen  Formen  mögen  als  Formen  der  Un- 
bestimmten x^j  .  .  .,  x^  aufgefaßt  werden,  deren  Koeffizienten 
aber  jetzt  dem  vollständigen  boloiden  Bereiche 

[A,  u^y  .  .  .,  Uj^,  u'i,  . .  .,  u'k] 

angehören.  Als  solche  sind  sie  aber  mit  F^,  ,  .  .,  Fj^  zugleich 
regulär,  d.  h.  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x^  ist 
eine  von  den  Unbestimmten  Xj^y  .  .  .^  x^  unabhängige  Größe. 
Es  ist  demnach 

Res.  p^^'*^'  ^^■"^)  =  B„  D-„  +  iJ,  Di  +  . .  , 

\         X^    j  1     / 

wo  die  ÜQf  U^j  . ,  .  die  verschiedenen  Potenzprodukte  der  Un- 
bestimmten u  und  u  bedeuten,  während  die  i?o;  -^i?  •  •  •  Größen  des 
Bereichs  [A,  x^,  .  .  .,  x^  sind,  und  das  Verschwinden  von 
Rf^y  B^j  .  .  .  wird  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Existenz  eines  gemeinschaftlichen 
Teilers  der  Formen  Fj,  der  x-^^  wirklich  enthält. 
Sei  nun  _ 

{F„...,F,)^D,    Fj  =  FjD, 


also 

und  weiter 


{F„  . . .,  -F,)  ~  1 
Res.  (^^'  "*"  ^^'  "^)  =  J-W  U,  +  Ff  Dl  +  •  ■  • , 

\  X^        y  1  / 

SO  können  die  Größen  F^^\  F^^\  . . .  nicht  sämtlich  verschwinden. 
Nach  der  in  §  16  bewiesenen  zweiten  Fundamentaleigenschaft 
der  Eesultanten  ist  nun 

i^f  U,  +  Ff  U,  + G,  2Fj  uj  +  H,  2  Fl  u, , 

und  wenn  man  die  Koeffizienten  der  verschiedenen  Potenz- 
produkte Uj  vergleicht,  wird  jede  Größe  F^^^  eine  homogene 
lineare  Form  der  Fj  oder  bei  Benutzung  der  in  Kap.  I,  §  10 
definierten  Bezeichnunor: 

-Ff  =0    imoA.F„...,F,),  {j,^\,...,\) 
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und  demnach 
DF.^'^  =  0    {moA.  F„  . . .,  F,)  (j,^  1,  .  . .,  k,). 

Dabei  sind  F.  dem  holoiden  Bereiche  [A]  entstammende  Formen 
von  x^,  .  .  .,  x„^. 

Die  Formen  jPf^^  können  wieder  als  regulär  in  Bezug 
auf  X2f  .  .  .j  x^  vorausgesetzt  werden.  Wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  genügte  eine  lineare  Transformation  T^^^  der  Un- 
bestimmten X2,  ..•;^,rt  ^^^  rationalen  und  ganzen  Koeffizienten, 
deren  Determinante  gleich  Eins  ist,  um  reguläre  Formen  zu 
erhalten.  Diese  Transformation  kann  aber  gleich  vom  Beginne 
ab  an  den  Formen  Fj  nach  jener  Transformation  ausgeführt 
werden,  die  diese  Formen  zu  solchen  umgestaltete,  die  regulär 
sind.  Dabei  ändern  sich  die  bisherigen  Resultate  nur  insofern, 
als  auch  die  weiter  definierten  Größen  D,  F^^\  Ff\  .  .  .  schon 
durch  die  lineare   Transformation  T(^)  umgestaltet  erscheinen. 

Wenn  man  mit  den  Formen 

Fl^\x„...,xJ  Ol  =  1,  •  •  •,  *i) 

genau  ebenso  verfährt,  sei: 

(j'<",...,ir«')~D« 

Res.  P^-*"  "'■'  '  ^^^"^'^  \  =  Fi''  C/<"  +  iJ'f  Vf  +  ■■; 
und  es  wird  für  das  Formensystem 

f;^\x„  . . ..  x^)       (j,  =  i,...,]c,) 

^vipnPT* 

i)<"j;f'^0     (mod.J'f>,...,i^«), 

also  schließlich 

j)X)i^)Fi2)  ^  0     (mod.  F„  .  .  .,  F,) . 
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Auf  diese  Weise  fortfahrend^  erhält  man  aus  dem  Formen- 
system 

wenn 
und 

gesetzt  wird, 
Res. 


{F['-'\  . .  .,  F^'^-^)  r^  D('-') 


^A  — 1  ■''A  — 1 


-^^       3h  — 1       Jh  —  1  '    '^^        ^A  — 1      ^A  — 1 


^A        ;  1 

also  allgemein  eine  Reihe  von  Formens jstemen: 

in  denen  die  Unbestimmten  x^y .  ,  .^Xj^  nicht  mehr  vorkommen; 
während  die  Formen  in  Bezug  auf  Xf^^^J  .  .  .,  x^  regulär  sind, 
also  diese  Unbestimmte  wirklich  enthalten,  oder  aber  von  der 
Dimension  0  sind,  d.  h.  von  allen  Unbestimmten  frei  sind. 
Solange  dies  nicht  mit  allen  Formen  der  Fall  ist,  kann  das 
angegebene  Verfahren  fortgesetzt  werden;  man  gelangt  aber, 
wenn  nicht  früher,  jedenfalls  nach  m  Schritten,  im  allgemeinen 
nach  r  Schritten  zu  Größen 

die  von  den  Unbestimmten  ganz  frei   sind,    also   Größen  des 
Bereichs  [A]  werden. 
Setzt  man  noch 

und  insbesondere  für  h  =  r 

j?;f=.DMc.^         {u  =  i,...,K), 
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SO  erhält  man  schließlich 

I)m...D(^Wj^  =  0    (mod.F,,...,F,)  (g) 

oder,  wenn  man  mit  Hilfe  der  neuen  Unbestimmten 
tt\y  w^,  '  .  .  zusammenfaßt: 

DD(^)  .  .  .  B^r)  2C,w^,  =  0     (mod.  F„...,F,),         (R) 

WO  DW  (h  =  Ij  .  .  .j  r  —  1)  eine  in  Bezug  auf  ir^^^i,  •  •  •?  ^m 
reguläre  Form  der  Unbestimmten  x^_^_^,  .  .  •;  ^m  ist, 
während  i)^^),  Cj^  Größen  des  Bereichs  [A]  bedeuten 
und  l^r^m  wird. 

Die  in  (R)  links  stehende  Form  soll  der  wichtigen  Be- 
ziehung wegen,  in  der  sie  zur  Theorie  der  Gleichungssysteme 
steht,  die  Resolventenform  des  Formensystems  jP^  heißen. 
Dabei  sei  besonders  erwähnt,  daß  die  in  (R)  ausgedrückte 
Eigenschaft  dieser  Resolventenform  auch  dann  besteht,  wenn 
die  Formen  zum  Teil  oder  alle  von  der  Dimension  0  sind; 
für  den  letzten  Fall  ist  das  Resultat  allerdings  ein  triviales. 

Ist  nämlich 

iA„...,A,)^D,    A,  =  BC„ 

80  wird  aus  (R)  die  selbstverständliche  Beziehung 

k  k 

Man  sieht  ferner,  daß  (R)  auch  dann  gültig  bleibt,  wenn 
die  Formen  F^  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  beibehalten 
werden,  mit  der  einzigen  Beschränkung,  daß  die  Formen 
D,  D(^),  .  .  .,  D^'"— 1)  noch  immer  wirkliche  Formen  sind,  aber 
nicht  mehr  jene  oben  angegebene  spezielle  Gestalt  besitzen.  Um 
dies  einzusehen,  hat  man  nur  in  der  auf  die  transformierten 
Formen  bezüglichen  Kongruenz  (R)  wieder  die  reziproke 
Transformation  auszuführen. 

Ist  endlich  der  holoide  Bereich  [AJ  nicht  vollständig,  so 
•kann  man  die  Kongruenz  (R)  oder  die  entsprechende  Identität 


108  III.    Die  Teilbarkeit  der  Formen.     §  18.  19. 


k. 


i   =1  *  — 1 


=..^ö<^i 


jedenfalls  in  dem  entsprechenden  orthoiden  Bereicli  (A) 
aufstellen;  jede  Form  D^^^  hat  nun  die  Gestalt  —j—f  wo  schon 

A 

DW  dem  holoiden  Bereiche  [A]  angehörende  Koeffizienten 
besitzt  und  kein  Äf^  Null  wird.  Multipliziert  man  daher  mit 
einem  solchen  Vielfachen  von  A^A^  .  .  .  A^^,  daß  auch  die  Größen 
Cj  und  die  Koeffizienten  von  G^  holoid  werden,  so  erhält 
man  für  unvollständige  holoide  Bereiche  die  entsprechende 
Kongruenz 

ADm^) . . .  S(-)  2Cj^Wj^  =  0     (mod.  F,,  . . .,  F,),      (S) 

wo  die  links  stehende  Größe,  also  auch  ihre  sämtlichen  Faktoren, 
von  0  verschieden  sind. 
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§  19.  Sind  wieder  F^  {x,,  . .  .,  ^J  =  0  (j  =  1,  .  .  .,  Z;) 
dem  holoiden  Bereiche  [A]  entstammende  Formen,  so  kann 
das  allgemeine  Problem,  das  in  der  sogenannten  Theorie  der 
Gleichungen  und  Gleichungssysteme  auftritt  und  —  wie  be- 
sonders betont  werden  soll  —  in  dieser  Fassung  auch  die  so- 
genannten diophantischen  Gleichungen  mit  enthält,*)  in 
folgender  Weise  formuliert  werden: 

(a)  Es  sollen  alle  jene  dem  holoiden  Bereiche  [A] 
angehörigen  Wertsysteme  ic^  =  1,. (i  =  1,  2,  .  .  .,  m)  be- 
stimmt werden,  für  welche  Fj{i^,  .  .  .,  |^)  (j  =  Ij  .  .  .,  k) 
gleich  Null  wird. 


*)  In  unsrem  Gedankengange  sogar  eigentlich  hier  nur  diophan- 
tische  Gleichungen.  Das  klassische  Gleichungsproblem  ergibt  sich,  wenn 
man  als  holoiden  Bereich  die  Gesamtheit  der  komplexen  Zahlen  zu 
Grunde  legt. 
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Dabei  sind  wir  von  den  ,,Formen"  zu  den  „ganzen 
Funktionen^'  übergegangen;  dieser  Übergang  ist  in  der  Natur 
der  Sache  begründet;  denn  ein  solches  Wertsystem  |^  gibt 
eine  fundamentale  Eigenschaft  der  ganzen  Funktion  F,  näm- 
lich eine  ihrer  „Null  stellen".  Trotzdem  sei  der  prinzipiellen 
Auffassung  wegen  sogleich  bemerkt,  daß  dasselbe  Problem 
auch  so  gefaßt  werden  kann,  daß  wir  vollständig  auf  dem 
Gebiete  der  Theorie  der  Formen  bleiben.    Diese  Fassung  lautet: 

(b)  Es  sollen  alle  jene  dem  holoiden  Bereiche  [A] 
angehörigen  Wertsysteme  |^.(i  =  1,  .  .  .,  m)  bestimmt 
werden,  für  welche 

Fj  (^1,  ...,x^  =  0      (mod.  x^  —  ii,  iTg  —  I2,  .  .  •,  ^m  —  y 

0'  =  i,...,^) 

wird. 

Daß  die  in  (a)  und  (b)  ausgesprochene  Eigenschaft  der 
Wertsysteme  J»  dieselbe  ist,  erschließt  man  unmittelbar,  wenn 
man  die  Form 

Fj{x^,  •  •  ;  ^J  =  Fj{k  +  ^1  —  ll,   •  •  •;  L  +  ^m  —  U 

nach  den  Potenzprodukten  der  x-^  —  J^;  •  •  •?  ^m  —  ^m  entwickelt 
und  das  Resultat  in  der  Gestalt 

Fj{x^,  .  .  .,  x^)  =  Fj (li, .  .  .,  y      (mod. x^  —  li, .  .  .,  x^  —  IJ 

schreibt.  Man  sieht  unmittelbar,  daß  die  der  Bedingung  (a) 
genügenden  Wertsysteme  |  •  auch  der  Bedingung  (b)  genügen.  — 
Ist  umgekehrt  |^  ein  der  Bedingung  (b)  genügendes  Wert- 
system, so  wird 

Fjix^,  .  . .,  a;J  E^  0     (mod.  x^  —  Ij,  .  .  .;  x^  — |J 

oder  ausführlich  geschrieben: 

Fjix,,  . . .,  xj  ==G,{x,-i,)  +  '--  +  G^ix^  —  y , 

wo  man  F^  und  die  Formen  G  nach  den  Potenzprodukten  der 
x^  —  I  ,  .  .  .,  Xjj^  —  J^  geordnet  denken  kann.  Dann  ist  das 
Glied  mit  dem  Potenzprodukte  von  der  Dimension  0  rechts 
gleich  0;  es  muß  also  auch  F^  (l^,  .  .  .,  J^)  =  0  sein. 
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Jedes  solches  Wertsystem  ^^,  .  .  .,  |^  heißt  eine  ,,Lösung 
des  Gleichungssystems  Fj  =  0'^  oder  auch  „Wurzel",  resp. 
„Wurzelsystem"  davon.  Die  Unbestimmten  x^j  .  .  .,x^  sind 
dann  die  in  dem  Gleichungssysteme  auftretenden  „Unbekannten". 

Die  Dimension  einer  Gleichung  jP  =  0,  sowie  ihr  Grad 
in  Bezug  auf  eine  Unbekannte  x^  sind  nichts  anderes,  als  die 
für  die  Form  F  ebenso  benannten  Zahlen. 

Für  die  Gleichung  m*®^  Grades  mit  einer  Unbekannten 

F(x)  =  A,x^  +  A^x^-^  H \-^m  =  ^ 

hat  man  folgende  elementare  Sätze,  die  fortwährend  zur  An- 
wendung gelangen. 

I.  Die  Gleichung  F (x)  ==  0  hat  dann  und  nur  dann 
die  Wurzel  |,  wenn  die  Form  Fix)  durch  x  —  | 
teilbar  ist. 

Es  ist  dies  nichts  anderes,  als  der  Satz  von  der  Gleich- 
wertigkeit der  Bedingungen  (a)  und  (b)  für  den  nun  betrach- 
teten speziellen  Fall. 

n.  Innerhalb  des  holoiden  Bereiches  [A],  dem  auch 
die  (nicht  durchwegs  verschwindenden)  Koeffizienten 
der  Gleichung  F  (x)  =  0  angehören,  kann  diese  nie 
mehr  als  m  verschiedene  Wurzeln  besitzen. 

Wären  ri^ii  ^=  1,  .  .  .,  m  -f-  1)  ^  +  1  verschiedene  Werte, 
die  der  Gleichung  genügen,  so  würde 

A^r  +  •  •  •  +  ^«  =  0  (i  =  1,  .  .  .,  m  +  1) 

ein  homogenes  lineares  Gleichungssystem  für  Äq,  .  .  .,  A^  dar- 
stellen, und  da  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems 

r,s  \  r  <.s  J 

nach  Kap.  II,  §  11  von  0  verschieden  ist,  würde  hieraus  im 
Gegensatz  zur  Annahme  folgen,  daß  sämtliche  Koeffizienten 
der  Gleichung  verschwinden. 

§  20.  Wendet  man  nun  auf  das  Formensystem  oder  — 
wie  wir  uns  jetzt  auch  ausdrücken  wollen  —  auf  das  Gleichungs- 
system i^^^.  =  0  eine  lineare  Transformation  an,  deren  Koeffizienten 


I 
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rationale  und  ganze  Zahlen  sind,  und  deren  Determinante 
gleich  Eins,  so  erhält  man  das  transformierte  Gleichungs- 
system Fj  =  0,  und  es  ist  unmittelbar  evident,  daß  das  ur- 
sprüngliche und  das  transformierte  Gleichungssjstem  zugleich 
als  aufgelöst  zu  betrachten  ist,  da  der  Übergang  von  den 
Lösungen  des  einen  zu  den  Lösungen  des  anderen  durch  ein 
lineares  Gleichungssystem  vermittelt  wird.  Und  zwar  ist, 
wenn  ^^,  .  .  .,  J^^  irgend  eine  Lösung  von  Fj  ==  0,  ein  be- 
stimmtes System  von  rationalen  und  ganzen,  homogenen  und 
linearen  Formen  der  |^  eine  Lösung  von  Fj  =  0  und  umgekehrt. 
Wir  kÖimen  demnach  das  Gleichungssystem  Fj  =  0  schon 
genau  so  „vorbereitet^^  denken,  wie  dies  im  Vorhergehenden 
für  die  Aufstellung  der  Resolventenform  geschah,  und  über- 
haupt die  auf  diese  bezüglichen  Resultate  zur  Anwendung 
bringen.  Dabei  tritt  die  weitere  Vereinfachung  ein,  daß  wir 
uns  durchweg  in  dem  Formenbereiche  bewegen  können,  der 
dem  orthoiden  Bereiche  (A)  entstammt;  denn  jeder  Lösung 
der  Gleichung 

-^^■^'•••<:''  =  0     oder     ^§<*...<™  =  0 
entspricht  auch  der  Gleichung  mit  holoiden  Koeffizienten 

^^X'  •■•<•»  =  0 

und  umgekehrt;  denn  dabei  ist  F  das  Produkt  der  Fg  imd 
mit  diesen  von  Null  verschieden.  Soweit  demnach  bei  weiterer 
Behandlung  des  Problems  Gleichungen  mit  orthoiden  Koeffi- 
zienten auftreten,  können  diese  mit  gemeinschaftlichem  Nenner 
geschrieben  werden,  und  dann  der  Nenner  ganz  wegbleiben. 
Dies  soll  im  folgenden  überall  als  geschehen  angenommen 
werden. 

Dann  zeigt  die  Kongruenz  (R)  des  §  18  unmittelbar,  daß 
jede  Lösung  des  Gleichungssystems  Fj  =  0  auch  Lösung 
einer  der  Gleichungen 

D  =  0,    D(i)  =  0,    ...,Z)(^-i)  =  0 
sein  muß. 
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Jede  Lösung  von  D  =  0  wird^  da  F^  nach  Multiplikation 
mit  einer  von  Null  verschiedenen  holoiden  Größe  durch  D 
teilbar  wird,  auch  eine  Lösung  des  Systems  Fj  =  0.  Im  all- 
gemeinen wird  aber  D  eine  holoide  Größe  sein,  welche  die 
Unbestimmten  x  überhaupt  nicht  enthält  und  auch  nicht  Null 
ist;  d.  h.  die  Gleichung  D  =  0  hat  dann  gar  keine  Lösung. 

Ist  im  allgemeinen  D^'*)  eine  wirkliche  Form  der  Un- 
bestimmten cCf^_^_^j  .  .  .j  x^y  und  ?^  +  i,  .  .  .;  1^  eine  Lösung  der 
Gleichung  D^^^  =  0,  so  verschwinden  beim  Einsetzen  dieser 
Werte  die  ganzen  Funktionen  F^''^  (j^  =  1^  . .  .^  AJ.    Die  Formen 

■^h—1      y^h)   teÄ  +  l;   •  •  V   fem) 

besitzen    demgemäß    einen    größten   gemeinschaftlichen  Teiler 


*)  Die  Bezeichnung  G[  (%  1  Iä  +  i,  •  •  .,  tm)  ^^H  darauf  hinweisen, 
daß  Gl  eine  Form  von  Xf^  ist,  deren  Koeffizienten  durch  das  Wert- 
system Iä  +  u  •  •  •,  Im  bestimmt  sind,  ohne  daß  es  eine  Form 

gäbe,  aus  der  G^     ausnahmslos  entsteht,  wenn 

^h  +  l  ^  5a  + 1 1  •  •  •  >  ^m  =  5m 

gesetzt  wird.    Wie  solche  Ausnahmen  entstehen,  möge  folgendes  einfache 
Beispiel  zeigen. 

Der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  von 

(x  —  a)(x  —  h)     und     {x  —  ci  -\-  y  —  z)  {x  —  b  -\-  z) , 
wo    die  Werte    von  y  und  z   der  Gleichung  y  —  z  =  0   genügen,   ist 
X  —  a,  wenn  y  =  z  =^  0  ^  und  {x  —  a)  {x  —  6) ,  wenn  y  =  z  =  0. 

Der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  der  Formen 

^;^_l     (^h\  h  +  lt  •  •  -1  im) 

ist  eine  im  Sinne  der  absoluten  Äquivalenz  bestimmte  Form 

die  aber  nicht  in  der  Gestalt  G^^  (ic^,  l^  +  j,  .  .  .,  ^^)  geschrieben  werden 


(A) 


darf.  Dabei  ist  der  Umstand,  daß  G^  eben  nur  im  Sinne  der  absoluten 
Äquivalenz  bestimmt  ist,  ohne  Belang;  um  eine  vollständige  Bestimmung 
von  G^  zu  erlangen,  kann  man  z.  B,  festsetzen,  daß  der  Koeffizient  der 
höchsten  Potenz  von  Xj^  immer  gleich  1  zu  wählen  ist. 
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Ist  weiter  x^^  =  1,^  irgend  eine  Lösung  der  Gleichung 

so  verschwinden  die  Funktionen  Ff^^Z-i  i^hJ  ?a+i?  •  •  •?  ^m)  ^^^^ 
und  nur  dann,  wenn  für  Xf^  eine  Größe  J^  gesetzt  wird*). 
Also  verschwindet 

wieder  nur  in  diesem  Falle  (die  entsprechenden  Lösungen 
mögen  Lösungen  erster  Art  heißen)  oder  aber,  wenn  Z)(^~^)  =  0 
wird;  wo  aber  die  aus  der  letzteren  Möglichkeit  folgenden 
Lösungen  nicht  weiter  in  Betracht  kommen,  da  sie  schon  bei 
der  Diskussion  der  Gleichung  D^^~^'>  =  0  zur  Darstellung  kamen. 

Wenn  nun  die  Gleichungen  -F^lf  (^^^  h+i>  •  •  •;  U  =  ^ 
keine  Lösung  erster  Art  besitzen,  so  können  auch  die  Formen 

für  keinen  Wert  von  1^^  einen  gemeinschaftlichen  Faktor, 
also  auch  die  Gleichungen  FjI~2  "^  ^  keine  Lösung  besitzen. 
Für 

(A_2)  _    WÄ_2)  ^(Ä-2) 
•^  Jh  —  2  -^  -^  Jh  —  ^ 

kann  also  a;^— i  =  Ja— i,  •  •  •;  ^w  =  ?m  ^^^  ^^^^  ®i^®  Lösung 
sein,  wenn  sie  auch  die  Gleichung  B^^—^^  =  0  befriedigt,  was 
wieder  nicht  weiter  in  Betracht  kommt. 


*)  Ist  nämlich  |^  eine  Wurzel  der  Grieichung 

80  ist  G[^'  durch  x^  -  ^,,  teilbar^   also    auch  Fl^_f  {xj,,  Ia  +  h  •  •  •»  U 
durch  Xj^  —  |;i  teilbar,  demnach  F^^^Z^^  (^ä.  Ia  +  i,  •  •  -i  ^m)  =  0  • 
Bestehen  umgekehrt  die  letzteren  Gleichungen,  so  ist  jedes 

durch  x^  —  ^f^  teilbar,  also  auch  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler 


,(A) 


^1    i^h  I  ^A  +  li  •  •  ">  ^m)  'i 


denmach  ist  in  diesem  Falle  endlich  auch 

König,  algebraische  Größen 


ö^?'(^/J^/.4-l,.--,IJ   =   0. 
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So  weiter  schließend  sieht  man,  daß  dem  ursprünglichen 
Gleichungssystem  nur  solche  Lösungen  von  D^^)  =  0  ent- 
sprechen, die  auch  die  Gleichung 

Gf  (0^,11.  +  !,...,  U  =  0 

befriedigen   und  mit  dieser  zugleich  daher  auch  eine  Lösung 
des  Systems 

sind.    Dabei  sind  jene  Lösungen,  die  sich  schon  aus  D^^—'^^  =  0 
ergeben,  unberücksichtigt  geblieben. 

Ist  nun  1^,  .  .  .,  1^  eine  solche  Lösung,  so  besitzen  die 
Formen  _ 

wieder  einen  gemeinschaftlichen  Faktor: 

Ist  femer  wieder  |^_i  eine  Lösung  der  entsprechenden 
Gleichung,  so  kann  man  ebenso  weitergehen  und  erhält 
schließlich  diejenigen  Lösungen  des  Gleichungs- 
systems Fj  =  Oy  die  zugleich  der  Gleichung  Z)W  =  0 
genügen,  durch  folgende  Kette  von  Gleichungen.: 


WO  Gf^    seiner  Bildung  nach  eine  reguläre  Form  von 

^A-i+i  ist- 

Die  dadurch  erreichte  Vereinfachung  des  Gleichungs- 
problems ist  eine  wesentliche.  Man  hat  es  dabei  immer  nur 
mehr  mit  einzelnen  Gleichungen  zu  tun;  zuerst  mit  einer 
solchen,  die  noch  eventuell  mehrere  Unbekannte  enthält. 
Ist     1^,  .  .  .,  1^    irgend    eine    Lösung    der    ersten    Gleichung, 


Das  Problem  der  Theorie  der  Gleichungen.  115 

SO  muß  das  entsprechende  ?^_i  der  Gleichung  mit  einer 
Unbekannten 

dann  wieder  ein  entsprechendes  |^_2  der  Gleichung 

G<*'(^,_ji,, ...,  y  =  o 

genügen  und  so  fort.  Man  erhält  dann  und  nur  dann  eine 
Lösung,  wenn  die  so  interpretierten  Gleichungen  sämtlich 
lösbar  sind. 

§  21.  Die  Gesamtheit  der  Lösungen  des  Gleichungs- 
systems Fj  =  0  kann  demnach,  soweit  Lösungen  überhaupt  vor- 
handen sind,  nach  den  Gleichungen  D^^)  =  0,  deren  einer  jede 
Lösung  genügt,  in  verschiedene  Komplexe  geordnet  werden, 
wobei  es  allerdings  nicht  ausgeschlossen  ist,  daß  dieselbe 
Lösung  zu  gleicher  Zeit  verschiedenen  Komplexen  angehört. 

Der  der  Gleichung  D^^^  =  0  zugehörige  Komplex  von 
Lösungen  wird  dadurch  charakterisiert,  daß  solche  Lösungen, 
für  welche  ä;^+i  ==  ^a+i?  •  •  v  ^m  =  ?m  wird,  nur  in  endlicher 
Zahl  vorhanden  sein  können;  es  ist  dies  eine  unmittelbare 
Folgerung  aws  dem  in  §  19  bewiesenen  elementaren  Satze, 
daß  eine  Gleichung  m^^  Grades  mit  einer  Unbekannten,  deren 
Koeffizienten  Größen  eines  holoiden  Bereichs  sind,  innerhalb 
dieses  Bereichs  niemals  mehr  als  m  Wurzeln  besitzen  kann, 
es  sei  denn,  daß  die  Koeffizienten  sämtlich  verschwinden. 

Die  Gesamtheit  der  Wertsysteme,  welche  man  aus 

\^k  +  lf  ^k  +  2)   •  '  -y  ^m) 

erhält,  wenn  man  ^^+i,  .  .  .,  ^„j  voneinander  unabhängig  gleich 
beliebigen  Größen  des  holoiden  Bereichs  [A]  setzt,  ist  der 
einfachste  Fall  einer  dem  Bereiche  [A]  entstammenden 
(m— Ä;)-fachen  Mannigfaltigkeit,  wo  dieser  Ausdruck  wegen 
seiner  Beziehung  auf  den  beliebigen  holoiden  Bereich  [A]  etwas 
allgemeiner  als  gewöhnlich  verstanden  wird;  jedes  so  er- 
haltene Wertesystem  (|;fc+i,  ik+2f  •  •  •;  Im)  sei  ein  Element  der 
Mannigfaltigkeit  (%+i;  . . .,  ;r^J.   Der  der  Gleichung  i)('')  =  0 
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zugehörige  Komplex  von  Lösungen  ist  dann  so  beschaffen,  daß 
jedem  Elemente  der  Mannigfaltigkeit  (%+2;  •  •  •;  ^m)  ^^^  ®^® 
endliche  Anzahl  von  Lösungen  entspricht,  und  zwar  ist,  wenn 
m^^i  den  Grad  der  Gleichung  D('')  =  0  und  Mj^,  ...,  m^  die  maxi- 
malen Grade  der  Gleichungen  Gf^  =  0,  .  .  .,  G^j^^  =  0  in  Bezug 
auf  Xj^y  Xj^_^y  .  .j  x^  angibt*),  diese  Anzahl  niemals  größer  als 
m^m^  .  .  .  mf^y  kann  aber  auch  0  sein. 

Diese  Tatsache  wird  von  besonderer  Bedeutung,  wenn 
der  vorgelegte  holoide  Bereich  [A]  die  Eigentümlichkeit  dar- 
bietet, daß  jede  innerhalb  des  Bereichs  gebildete  Gleichung  (mit 
einer  Unbekannten)  eine  Wurzel  besitzt.  Ob  solche  Bereiche 
existieren,  bleibt  allerdings  jetzt  noch  dahin  gestellt**). 

Dann  entspricht  jedem  Elemente  der  Mannigfaltigkeit 

in  dem  zu  D^  =  0  gehörigen  Komplexe  von  Lösungen  zum 
mindesten  eine,  höchstens  aber  m^  .  .  .  nif^^^  Lösungen,  und  wir 
wollen  auch  dann  in  Erweiterung  der  gegebenen  Definition 
diesen  Komplex  von  Lösungen  als  eine  dem  Bereiche  [A]  ent- 
stammende (m  — /i— l)-fache  Mannigfaltigkeit  bezeichnen. 
Allerdings  können  bei  dem  hier  betrachteten  ganz  all- 
gemeinen Gleichungssysteme  (die  Anzahl  der  Gleichungen  ist 
eine  beliebige)  die  sämtlichen  D^'^)  von  den  Unbestimmten  frei 
sein,  und  das  Gleichungssystem  wird  dann  überhaupt  keine 
Lösungen  besitzen,  wie  dies  z.  B.  schon  der  einfachste  Fall  von 
n  -\-  1  linearen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  zeigt.  —  In- 
sofern Lösungen  vorhanden  sind,  sondern  sie  sich  m{m  —  h—iy 
fache  Mannigfaltigkeiten,  wo  h  die  Werte  0,  1,  . . .,  m  —  1  an- 


*)  Der  Grad  der  Gleichung  G''^^  =  0  kann  nicht  höher  sein  als  der 

irgend  einer  Form  -F,-f~^^  und  so  fort. 
jfi —  1 

**)  Es  wird  sich  später  zeigen,  daß  ein  solcher  holoider  Bereich 
zum  mindesten  die  Gesamtheit  der  sogenannten  „algebraischen  Zahlen" 
umfassen  muß.  Es  ist  dies  eine  unmittelbar  einzusehende  Folgerung 
aus  der  Definition  der  algebraischen  Zahlen  in  Kap.  lY,  §  6.  Im  Ge- 
biete der  Analysis  ist  die  Gesamtheit  der  komplexen  Zahlen  ein  solcher 
Bereich. 
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nehmen  kann.  Die  „0 -fache''  Mannigfaltigkeit  besteht  aus 
einer  endlichen  Anzahl  von  Wertsystemen  1^,  .  .  .,  J^^  die 
Lösungen  des  vorgelegten  Gleichungssystems  sind. 

Die  Discriminante  einer  Form. 

§  22.     Es  seien  F  =  A^x^  -\ ,  G  =  B^x""  H zwei 

holoide  wirkliche  Formen  aus  \AjX^.  .  .  x^,  x']^  und  G  ein 
Teiler  von  F.  Dabei  bezieht  sich  —  um  wie  früher  auch 
unvollständige  holoide  Bereiche  in  die  Resultate  einzubeziehen  — 
der  Begriff  der  Teilbarkeit  auf  denjenigen  Formenbereich,  wel- 
cher dem  orthoiden  Bereiche  (A)  entstammt.  G  heißt  sodann 
ein  Ä;-facher  Teiler  von  F,  wenn  F  durch  G^  noch  teilbar, 
aber  nicht  mehr  durch  (t*+^  teilbar  ist.  G  ist  insbesondere 
ein  mehrfacher  Teiler,  wenn  Ä;>  1.     Dann  gilt  der  Satz: 

Die  Form  F  besitzt  dann  und  nur  dann  einen  mehr- 
fachen  wirklichen    Teiler,    wenn    der    größte    gemein- 

schaftliche  Teiler  von  jPund  F'=^r-  die  Unbestimmte  x 

ex 

enthält. 

Aus  F=  G^H  folgt  unmittelbar  F'  =  G^H'  +  ]cG^-^HG) 
also  ist  in  der  Tat  für  Ä  >  1  sowohl  F  als  F'  zum  mindesten 
durch  G  teilbar. 

Besitzen  umgekehrt  F  und  F'  den  größten  gemeinschaft- 
lichen Teiler  D  und  enthält  D  die  Unbestimmte  x^  ist  also 
D'  von  0  verschieden,  so  folgt  aus 

F=DK,    r=BK^,    (^,Zi)-l 
weiter  auch 

F'=BK'  +  B'K, 

und  da  F'  durch  B  teilbar  ist,  auch 

B'K  =  DZg . 
Dann  muß  aber 

A  =  (-D,Ä) 

X  wirklich  enthalten.  Sonst  wäre,  wenn  man  K  als  Form  von 
X  auffaßt,  K^  durch  die  primitive  Form  von  K  teilbar,  also 
B'  zum  mindesten  vom  gleichen  Grade  in  x  wie  B.  Nun  ist 
aber  B'  in  x  von  einem   um  eine  Einheit  niedrigeren  Grade 
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als  D.     Demnacli   enthält  D  und  K  die  wirkliche  Form  I)^ 
als  Teiler,  und  F  ist  also   zum  mindesten  durch  D\  teilbar. 


Von  der  orthoiden  Form  D  = 


A 


.  geht  man,  wie  dies  wieder- 
holt auseinandergesetzt  wurde,  wieder  zur  holoiden  Form  D^ 
über,  die  gleichfalls  ein  mehrfacher  Teiler  von  F  ist. 

Wir  haben  also,  um  Kriterien  für  die  Existenz  eines  mehr- 
fachen Teilers  zu  gewinnen,  den  größten  gemeinschaftlichen 
Teiler  von 

F=  Ä,x-^  +  A^— ^  +  •  •  •  +  Ä„^_^x  +  A^ 
und 

^=mÄ,af-'  +  {m-  l)Ä,x''-'  +  ■■■  +  Ä^_, 

zu  untersuchen.  Hierzu  dient  die  Resultante  der  beiden  Formen. 
Diese  ist,  sobald  nur  w  >  1,  in  der  Sylvester  sehen  Determi- 
nante unmittelbar  gegeben.  Man  hat  bloß  in  dieser  (§  14) 
n  =  m  —  l,  BQ  =  mÄQ,  B^=={m  —  1)Ä^,  .  . .,  B^_^  =  Ä^_^ 
zu  setzen.  Da  dann  in  der  ersten  Zeile  der  Faktor  Äq 
in  Evidenz  tritt,  kann  er  vor  die  Determinante  gesetzt 
werden;  die  dann  auftretende  Determinante  soll,  wenn  F  von 
höherem  als  dem  ersten  Grrade  ist,  als  Discriminante 
der  Form  F  bezeichnet  und  mit  Dscr.  F^  nötigenfalls  mit 
Dscr.  (    j  bezeichnet  werden. 

Ihre  Definition  ist  demnach  in  der  Relation 

Res.  (F,  11)  =4,  Dscr.  (J-) 

gegeben,  und  sie  ist  ausführlich  geschrieben: 
1  m 

(m  —  l)-4i 


A^     Aq 

■     A 


A. 


A 


mA^ 

{m—l)A^ 


mAq 

(m  —  l)J.i 


■-m-l 


(D) 
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Um  sogleich  eine  für  das  Folgende  fundamentale  Dar- 
stellung dieser  Discriminante  zu  erhalten,  bemerke  man,  daß 
bei  ihrer  Entwicklung  solche  Glieder,  die  Äq  enthalten, 
und  solche,  die  Äq  nicht  enthalten,  unterschieden  werden  können. 
Die  Summe  der  Glieder  erster  Art  sei  Äq0j  wo  Q  eine 
rationale  und  ganze  Form  der  Größen  Äq^  .  .  .,  Ä^  ist.  Die 
Summe  der  Glieder  zweiter  Art  erhält  man  unmittelbar,  wenn 
in  jener  Determinante  Äq  gleich  Null  gesetzt  wird.  In  diesem 
Falle  bleiben  aber  in  der  ersten  und  zweiten  Zeile  nur  die 
Elemente 

^11  =  1;  ^lm  =  ^; 

von  0  verschieden.  Es  geht  also  Dscr.  i^  für  ^^  =  0  in  ein 
Produkt  von  zwei  Faktoren  über,  von  denen  der  erste  —  Ä^ 
und  der  zweite 

(_  l)^-^A^ Dscr.  (F  —  ÄqX"^) 

ist.  Setzt  man  nämlich  die  m*®  Spalte  zwischen  die  erste  und 
zweite,  wobei  die  Determinante  mit  ( —  l)»»-2  multipliziert 
wird,  so  wird  jene  Zerlegung  evidönt,  und  die  als  zweiter 
Faktor  erscheinende  Determinante  ist,  wie  die  Anschauung 
unmittelbar  lehrt,  die  Resultante  der  Form 

^i^^'-i  +  Ä^x"^-^  H \-  Ä^  =  F—  A^x^ 

und  ihrer  Deri vierten  nach  x.  Man  hat  also  für  die  Dis- 
criminante die  fundamentale  Identität 

Dscr.  {F)  =  ^0  ^  +  (—  ly-  ^Al  Dscr.  {F  —  Ä^x^)     (D,) 

gewonnen,  wo  der  Grad  von  F  größer  als  eins  vorausgesetzt  ist. 
Die  Discriminante  der  Form  zweiten  Grades  ist 

4:AqA2  A^  . 

§  23.  Man  erhält  —  in  Analogie  mit  den  für  die 
Resultante  gültigen  Entwicklungen  —  zwei  fundamentale  Eigen- 
schaften der  Discriminante,  deren  erste  in  folgendem  Satze 
enthalten  ist: 
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Die  Discriminante  einer  Form  F(po)  verschwindet 
dann  und  nur  dann,  wenn  die  Form  einen  solchen 
mehrfachen  Teiler  besitzt,  der  x  wirklich  enthält, 
oder  aber  die  Koeffizienten  Aq  und  A^  beide  gleich 
0  sind. 

Dabei  ist  —  insofern  der  zu  Grunde  liegende  Bereich  [A] 
kein  vollständiger  holoider  Bereich  wäre  —  die  Teilbarkeit  in 
dem  aus  dem  orthoiden  Bereiche  (A)  entstammenden  Formen- 
bereiche zu  verstehen. 

Ist  Aq  von  0  verschieden,  so  wird  die  Resultante  der 
Formen  F  und  ^—  dann  und  nur  dann  verschwinden,  wenn 
die  Discriminante  von  F  verschwindet,  und  der  angegebene 
Satz  ist  also  für  ^^  =h  ^  jedenfalls  richtig.  Ist  aber  ^^  =  0 
und  auch  A^  ==  0,  so  ist  nach  (D^)  auch  z/  =  Dscr.  (F)  =  0.  — 
Ist  umgekehrt  Aq  =  0  und  auch  z/  =  0,  so  muß  entweder 
Ay^  =  0  sein,  oder  aber  die  Discriminante  der  Form 

F—AqX-^  =  A^x^-^-\ \-A^, 

die  jetzt,  da  J.^  =  0,  mit  F  übereinstimmt,  verschwinden;  und 
diese  hat,  wenn  eben  A^^O  ist,  in  der  Tat  einen  mehr- 
fachen Teiler. 

Der  zweite  Fundamentalsatz  lautet: 

Die  Discriminante  z/  der  Form  F(x),  die  von 
höherem  als  dem  ersten  Grade  vorausgesetzt  ist, 
genügt  einer  Identität 

wo  G  und  G^  zwei  Formen  von  x  bedeuten,  deren 
Koeffizienten  rationale  und  ganze  Formen  der  ur- 
sprünglichen Koeffizienten  Aq,  A^,  .  .  .,  A^  sind. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  uns  das  erste  Beispiel  für 
die  Anwendung  einer  in  ähnlichen  Fällen  durchweg  anwend- 
baren und  daher  sehr  weittragenden  Methode  liefern. 

Für  Res.  [Fy  ^j  =  A^Zl  existiert  nach  §  16  jedenfalls 
eine  ähnliche  Identität.  Sie  lautet,  wenn  F'  für  ö—  geschrieben 
^i^d:  A^  =  SF  -f  H^F\ 
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Diese  Identität  ist  für  jedes  Koeffizientensystem  gültig, 
also  auch  dann,  wenn  für  A^  die  Größe  Ä^  —  F(u)  gesetzt 
wird*).  Dabei  ändern  sich  Ä^  und  F'  überhaupt  nicht,  während 
F(x)  in  F{x)  —  F(u)  übergeht.  Aus  z/,  H  und  H'  mögen 
dann    die    Formen   ^("),  H^"'^    und  If/")    entstehen.     Man   hat 

demnach: 

A^^iu)  _  e:{u)(^F{x)  —  F(u))  +  E^^^F' 

oder  also,  da  F(x)  —  F(u)  durch  x  —  u  teilbar  ist, 

JoZ/(")  =  Jff/»)F'     (mod.  x  —  u). 

Entwickelt  man  daher 

•  F\x)  =  F\u  ^x  —  u)  =  F\u)  -\ ,  ^/")  =  ifi")  H 

nach  Potenzen  von  x  —  m,  so  ist 

A^^^'')  — H^''^F\u)  =  0     (modi.x  —  u). 

Da  aber  die  linke  Seite  x  überhaupt  nicht  enthält  und  doch 
durch  x  —  u  teilbar  ist,  muß  sie  gleich  0  sein.  Nun  ist  u 
das  Zeichen  einer  neuen  Unbestimmten.  Man  kann  dafür 
jetzt  wieder  x  setzen  und  hat  demnach 

A^^(-)  =  H^-)F\x). 

Diese  Identität  bleibt  auch  dann  richtig,  wenn  man  die 
Aqj  A^,  .  .  .y  A^  als  Unbestimmte  auffaßt.  In  dieser  Auffassung 
ist  aber 

F\x)  =  mA^x""-^  +  (m  —  l)A^x'^-^  -\ 1-  A^_i 

eine  primitive  Form  von  x^  deren  Koeffizienten  dem  Bereiche 
[[1],  Aq,  A^j  .  .  .]  angehören.  Mit  JqZ/^^)  muß  also  auch  schon 
^W  durch  F\x)  teilbar  sein;  und  es  wird 

wo  G^  eine  rationale  und  ganze  Form  von  A^y  .  .  .^  A^,  x  ist. 


*)  Diese  wichtige  Substitution  wurde  zuerst  von  Kronecker  für 
die  Resultante  angewendet  (Festschrift,  §  20). 
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Andrerseits  entstellt  z/^"^)  aus  4y  wenn  man  für  A^  die 
Größe  A^  —  -^(^)  setzt.  Entwickelt  man  demnach  z/^*)  nach 
Potenzen  von  Fix),  so  wird 

z/W  =  J-~GF 

und  demnach,  wie  zu  beweisen  war, 

4=GF+G^r, 

eine  Identität,  die  richtig  ist,  wenn  die  A  unbestimmte  Größen 
sind,  also  auch  dann  gültig  sein  muß,  wenn  die  Größen  A 
irgend  welche  Größen  des  Bereichs  [A]  sind. 


Resultante  und  Discriminante  als  symmetrische 

Form. 

§  24.     Setzt  man,  wie  dies  schon  in  Kap.  II,  §  11  geschah: 

P{z)  =  (0  —  X,){0  —  x,)...(3  —  xj 

WO    fi^'-',fm    die    elementaren    symmetrischen   Formen    von 
Xj^f  .  .  .,  x^  bedeuten,  und  ähnlich  noch 

Q(0)  =  {z  —  y;}{z  —  2/2)  •  •  •  (^  —  Vn) 

=  z--  g,^«-i  +  %,z-' +  (-  1)"0„, 

wo   01,  •  .  .;  0„  wieder  die  elementaren  symmetrischen  Formen 
der  Unbestimmten  2/i?  •  •  •;?/«  sind,  so   sollen  nun  die  Formen 

betrachtet  werden. 

Die  Resultante  dieser  beiden  Formen  kann  nach  §  14 
dieses  Kapitels  als  Determinante  direkt  hingeschrieben  werden, 
und  zwar  wird,  wenn  man  die  in  den  einzelnen  Spalten  auf- 
tretenden Faktoren  Aq  und  JB^  vor  die  Determinante  setzt: 
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Res.  {F,  G)  = 
1 
-fi 


A^B^ 


(-l)"^f« 


-01 

h 

1 

■ 

-fl 

■ 

f. 

(-  i)"ö. 


1 

01 

02 


Multipliziert  man  die  erste  Zeile  dieser  Determinante  mit 
ä:J»+"— ^,  allgemein  die  ^*®  Zeile  mit  x^'^'^—^  und  addiert  die 
so    erhaltenen   Zeilen    zur   letzten    Zeile,    so    erhält   man   für 


Res.  {F,  G) 


eine  Determinante   F,    deren   letzte  Zeile   aus   den 


Aß'S 

folgenden  Elementen  bestellt.     Es  ist 

Cm^n,  s  =  ^r^'^W  =  0  (i  =  1,  2,  . . .,  n) 

«m,  n  +  /  =  ^r''  Ö  W  0"  =  1,2,...,»»). 

In  der  Formel  _ 

Res.  (i^,  e)  =  ^25j*r 

ist  die  Determinante  F  jedenfalls  eine  rationale  und  ganze 
Form  der  Elemente  x  und  y  und  nach  der  Bestimmung  der 
in  der  letzten  Zeile  stehenden  Elemente  durch 

Q{x^  =  {^k  —  yi){^k  —  2/2)  •  •  •  (^k  —  yn) 

teilbar. 

Nun  ist  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  von  Q(Xj^ 
und  Q(x^)  gleich  Eins.  Denn  er  kann  weder  x^^  noch  x^ 
enthalten,  muß  mithin  Teiler  des  Koeffizienten  jeder  Potenz 
von  x^  in  Q(Xf^  sein,  also  schließlich,   da  der  Koeffizient  von 

x^  die  Einheit  ist,  gleich  eins  sein.    Demnach  wird  „m 

auch  durch  IJ  Q{x^  teilbar  sein,  und  man  hat 


k  =  l 


Ue8.{F,G)  =  CAlB^nQi'o,). 


k  =  l 
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Dabei  erkennt  man  leicht,  daß  (7=1.  Denn  für  den 
ursprünglichen  Ausdruck  von  Res.  {F,  G)  wird  jenes  Glied, 
das    in    den  Unbestimmten   y    die  höchste  Dimension  besitzt, 

unmittelbar  (—  l)"^"^2^ff  =  (—  ^Y^'^l^iVi  '  •  •  2/«)""?  wäh- 
rend in  dem  jetzt  erhaltenen  Ausdruck,  wenn  man  den  Wert 
von  Q{Xj)  in  Betracht  zieht,  die  Glieder  höchster  Dimension 
jedenfalls  in 

CAlB'^(-  Xy^y,  ■  ■  ■  y„r 

enthalten  sind.  Es  muß  also  C  von  den  x  frei  sein  und  mit 
jenem  Gliede  höchster  Dimension  übereinstimmen,  was  in  der 
Tat  C  =  1  ergibt. 

Dieses  Resultat  lautet  auch: 

Res.  (F,  ä)  =  AlB^m^,  -  y,).  (^^Z\\  \\\\  T) 

Der  links  stehende  Ausdruck  ist  daher  eine  Form  der 
elementaren  symmetrischen  Formen  der  x  und  auch  der  y 
und  durch  diese  Identität  vollständig  bestimmt;  denn  zwei 
Formen  der  f  und  g,  deren  jede  gleich  dem  rechts  stehenden 
Produkte,  sind  unbedingt  identisch.  Es  müssen  nämlich  nach 
Kap.  II,  §  14  zuerst  die  Koeffizienten  irgend  eines  Potenz- 
produktes der  f  auf  beiden  Seiten  dieselben  sein;  diese  Koeffi- 
zienten sind  aber  rationale  und  ganze  Formen  der  g,  und  nach 
demselben  Satze  müssen  auch  in  diesen  Formen  die  einzelnen 
Koeffizienten  dieselben  sein. 

Man  kann  also  auch 

.  _(-i)M,    ^  _{-^ysj 

setzen;  dabei  gehn  aber  die  Formen  -F(^)  und  die  G(0)  in 
die  „allgemeinen"  Formen 

F{,)  =  A^"  +  A^"-'  +  ---  +  A. 

ferner  Res.  (F,  G)  in  Res.  (-F,  G)  über;  man  erhält  so  die 
folgende  wichtige  „symbolische"  Darstellung  der  Resul- 
tante zweier  Formen: 
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Diese  Bestimmung  ist  so  zu  verstehn,  daß  die 
rechts  stehende  Form  zuerst  als  Form  der  elementaren 
symmetrischen  Formen  f  und  g  darzustellen  ist  und 
dann  statt  dieser: 

gesetzt  werden  muß. 

Vertauscht  man  die  Rolle  der  beiden  Formen  F  und  G, 
so  wird  ebenso: 

Res.  (G,  F)  =  AlB^JJiVi  -  »^k) 

=  (-  ly-ÄlB'^ni^^  -  Ui) , 
also  wieder 

Res.  (F,  G)  =  (-  1)"*"  Res.  (G,  F) . 

Schließlich  kann  man  noch  die  Werte  von  0^  schon  in 
die  Teilprodukte 

^o(^k  —  yi)i^k  —  2/2)  •  •  •  i^k  —  Vi) 

einsetzen    und  erhält  dann  für  die  Resultante   die  —   ebenso 
wie  oben  —  zu  interpretierende  zweite  symbolische  Form 

m 

U^s.{F,G)  =  AinQ{x,)  (E,) 

und  ebenso 

Res.((?,J')=£»/7-F(y,) 
oder  also  auch 

Res.  {F,  G)  =  (-  XyS^nFiv:)  ■  (R») 

§  25.  Um  eine  ähnliche  Darstellung  der  Discriminante 
zu  finden,  haben  wir  nur  zu  berücksichtigen,  daß  diese  aus 
der  Resultante  von  F{ß)  und  F\z)  durch  Entfernung  des 
Faktors  Aq  entsteht;  man  hat  also  unmittelbar  aus  (Rg) 

m 

Bbct.  F^Ä^-^IlF'ix,).  K) 

k=l 
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Wendet  man  (z/g)  jetzt  auf  die  Form 
F{^)  =  A,P(g)  =  A,{g-'  -  f^  «»-i  +  . . .  +  (_  D-fj 
an,  so  wird  wegen 

F'{X^  =  fe  —  ^l)  •  •  •  {^k  —  ^k-l)(p^k  —  ^k  +  l)  •'•(^k-  ^m) 

weiter : 

m 

Dscr.  F  =  Al^—^nP\x,)  u  .  ==  i,  . . .,  ^x 

m(m-l)       o^_2  yj  \  r<S  ) 

Wenn  man  hierin  unter  Dscr.  F  den  für  diese  Größe 
gegebenen  Determinanten-Ausdruck  verstellt,  ist  nun  genau 
dieselbe  Schluß  weise  gestattet,  die  zur  Darstellung  der  Resultante 
in  (R^)  führte,  und  es  wird  demgemäß 

welche  Bestimmung  genau  so  wie  früher  (R^)  zu  interpretieren 
ist,  oder  auch  noch  nach  Kap.  U,  §  11 

,  mim  —  l)       9^  —  9 

Dscr.  i^=  (—  ly-^-Al^  \xl'-^Y 


m(m  —  l) 


i2m-2 


(—  1)   2    A^     zi{x^,  ^2, . . .,  ^j .    (z/;) 


I 


Viertes  Kapitel. 
Die  algebraischen  Größen, 


Faktoreuzerlegung  der  rationalen  und  ganzen  Formen. 

§  1.  Im  Bereiclie  der  rationalen  und  ganzen  Zahlen  [1] 
bestehen  vor  allem  diejenigen  Teilbarkeitsgesetze,  die  über- 
haupt für  vollständige  holoide  Bereiche  gültig  sind;  darüber 
hinaus  lehren  aber  die  Elemente  der  Arithmetik  zwei  weitere 
fundamentale  Sätze,   die  hier  einfach  angeführt  werden  sollen: 

I.  Jede  rationale  und  ganze  Zahl  mit  Ausnahme  der  0 
besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl  ebensolcher  Teiler,  die  in 
einer  endlichen  Versuchsreihe  bestimmt  werden  können. 

n.  Jede  rationale  und  ganze  Zahl  mit  Ausnahme  von  0, 
+  1  ist  als  Produkt  von  Primzahlen  darstellbar,  und  zwar  ist 
diese  Darstellung  im  Sinne  der  Äquivalenz  eindeutig  bestimmt. 

In  Bezug  auf  den  zweiten  Satz  sei  noch  bemerkt,  daß 
zwei  rationale  und  ganze  Zahlen  li  und  ¥  dann  und  nur  dann 
äquivalent  sind,  wenn  ä;'  =  +  Ä;.  Die  genauere  Formulierung 
des  Satzes  ist  daher  folgende :  Ist  n  =  pj^  p'^  •  -  -  p^/  und  auch 
n  =  ql^  ^-  .  .  .  q^/,  wo  p^,  p^,  .  .  .,  g^,  q^,  .  .  .  Primzahlen,  so 
muß  r  =  s  sein  und  weiter  p^  ~  q.^,  Pi  =  Q.i^)  -  •  -i  Pr'^  li  ?  ^^ 
hihy  '  •  •;  V  ^i®  Zahlen  1,  .  .  .,  r  in  einer  bestimmten  Reihen- 
folge bedeuten.  Selbstverständlich  ist  mit  p  auch  — p  als 
Primzahl  anzusehen.    Es  ist  dann  auch  a.  =  h.  u.  s.  f. 

Im  Bereiche  der  rationalen  und  ganzen  Formen  [[l];^i,---^m] 
bestehen  genau  die  analogen  Sätze.     Zunächst: 
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Jede  rationale  und  ganze  Form  besitzt  nur  eine 
endliche  Anzahl  ebensolclier  Teiler,  die  in  einer 
endlichen  Versuchsreilie  bestimmt  werden  können. 

Es  seien 

F=2K<' . . . <jn,     F,  =  2K'  4'- <-, 

{9)  (?') 

(9") 

solche  Formen  und 

F=F,F,. 

Ist  F  von  der  n^^^  Dimension,  so  kann  der  Teiler  F^ 
nicht  von  höherer  Dimension  sein,  und  man  hat  daher  der 
Reihe  nach  jene  Teiler  zu  bestimmen,  deren  Dimension  0, 
1,  ,  .  .y  n  ist.  Ist  dabei  F^  von  der  Ä;*®"",  so  ist  F^  von  der 
(n  —  Ä;)*®^  Dimension.  Es  genügt  also  jene  Teiler  zu  bestimmen, 

deren    Dimension  —    nicht    übersteigt,    und    dabei   n  >  0    an- 

zunehmen.  Denn  eine  Form  O*®'^  Dimension  ist  eine  rationale 
und  ganze  Zahl;  und  ihre  Teiler  ebensolche  Zahlen,  deren 
Reihe  unmittelbar  angeschrieben  werden  kann. 

Die  Teiler  0*^"^  Dimension  von  jP,  wo  F  jetzt  eine  wirk- 
liche Form  bedeutet,  sind  rationale  und  ganze  Zahlen,  die  als 
Teiler  im  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  der  Koeffizienten 
Je  enthalten  sind,  also  wieder  in  endlicher  Anzahl  vorhanden 
und  bekannt. 

Um  die  Teiler  ?*®^  Dimension  zu  bestimmen,  schreibt  man 

(0')  ig") 

als  „allgemeine"  Formen  von  x^,  .  .  .,  x^  der  angegebenen 
Dimension,  d.  h.  man  setze  für  g^y  .  .  .,  ^^  in  der  ersten 
Form  alle  rationalen  imd  ganzen  Wertsysteme,  für  welche 
9i~\~  '  '  '  -\-  9m'^h    ^^^    ebenso    in    der    zweiten    Form    für 

9i7"-}9'm  ^-^1®  J^^®  Wertesysteme,  für  welche  gl-\ \~9'm^'^~^f 

und  betrachte  die  Koeffizienten  Ä;^,  kg  als  unbekannte,  d.  h.  zu 
bestimmende  Größen. 


I 
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Soll  nun  F  =  F^F^  sein,  so  muß  nach  der  Formulierung 
(K)  des  Kroneck  ersehen  Fundamentalsatzes  in  Kap.  III  §  7 
jedes   Koeffizientenprodukt  ICg.lCgn  einer  Identität  genügen,   die, 
wenn  wir  kurz  z  =  'k'g,¥g,,  setzen,  die  folgende  ist: 
«'  +  Ai«'-'+---  +  Ä,  =  0, 

wo  \, .  .  .,  Ji^  bekannte  rationale  und  ganze  Formen  der  Koeffi- 
zienten Yon  I^F^  =  ^ }  ^-Iso  bekannte  rationale  und  ganze 
Zahlen  sind.  Dann  muß  aber  Ji'g,  und  auch  k'g,,  ein  Teiler  des 
letzten  nicht  verschwindenden  Koeffizienten  h  sein;  oder  aber 
es  ist,  wenn  /^^  =  0,  eine  der  Größen  k'g',  hg"  gleich  Null.  Da 
nun  aber  weder  die  sämtlichen  Je  noch  die  sämtlichen  ¥' 
verschwinden,  erhält  man  für  jede  dieser  Grrößen  bei  Benutzung 
der  Gleichungen  für  alle  Produkte  Ic'g'  hg»  jedenfalls  eine  end- 
liche Reihe  bestimmter  Werte.  Dasselbe  ist  dann  aber  auch 
für  die  Formen  F^,  F^  der  Fall.  Ob  eine  so  bestimmte  Form 
F^  auch  wirklich  eine  Relation  F  =  F^F^  zur  Folge  hat, 
bleibt  dabei  noch  zweifelhaft,  wird  aber  in  jedem  einzehien 
Falle  einfach  durch  Division  entschieden;  so  daß  unserem 
Satze  gemäß  die  voUe  Reihe  der  Teiler  von  F  in  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Schritten  erlangt  wird.  Dabei  sind  wieder 
F^  und  —  JPj  und  nur  diese  als  im  Sinne  der  Äquivalenz 
nicht  verschieden  anzusehen*). 

§  2.  Da  [[Ij,  x^,  .  .  .,  x^l  ein  vollständiger  holoider  Bereich 
ist,  fällt  in  ihm  der  Begriff  der  irreduziblen  Größe  und  der 
Primgröße  zusammen.  Diese  sollen  nun  als  (rationale  und 
ganze)  Primformen,  Primteiler  bezeichnet  werden  und  sind 


*)  Eine  andere  Methode  zur  Bestimmung  der  Teiler  von  JP,  die 
von  der  Lagrangesclien  Intei'polationsformel  ausgeht,  hat  Kronecker 
angegeben  („Festschrift",  §  4).  Die  Ausführungen  im  Texte  sind  prin- 
zipiell einfacher,  weil  sie  die  Werte  der  ganzen  Funktion  F  nicht  be- 
nutzen, also  ausschließlich  in  der  Theorie  der  Formen  bleiben.  Ein  Ver- 
fahren zur  Abkürzung  der  äußerst  langwierigen  Rechnung  hat  Runge 
angegeben  (Joum.  f  Math.,  Bd.  99,  pag.  89).  Zur  Anfertigung  von 
Tabellen  leitet  die  obige  Anwendung  des  Fundamentalsatzes,  insofern  für 
Formen  einer  bestimmten  Dimension  die  Formen  h  dieselben  bleiben. 

König,  algebraische  Größen.  9 
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also  entweder  Primzahlen  oder  wirkliche  Primformen  und  dann 
jedenfalls  auch  primitiv. 

Jede  von  +  1  verschiedene  Form  hat  nun  zum  mindesten 
einen  Primteiler.  Sind  die  (im  Sinne  der  Äquivalenz)  ver- 
schiedenen Teiler  von  F  bloß  1  und  F^  so  ist  F  selbst  eine 
Primform.  Im  entgegengesetzten  Falle  hat  F  einen  von  1 
und  F  verschiedenen  Teiler  G,  also  ist  G  nicht  durch  F  teil- 
bar. Sämtliche  Teiler  von  G  sind  aber  auch  Teiler  von  F. 
Die  Anzahl  der  Teiler  von  G  ist  also  kleiner  als  die  Anzahl 
der  Teiler  von  F.  Nun  ist  wieder  G  entweder  eine  Primform 
oder  durch  eine  von  1  und  G  verschiedene  Form  G^  teilbar. 
Die  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  führt  somit  zu  einer  Reihe 
von  Formen 

F,  G,  G^,  .  .  .,  (t,; 

das  Verfahren  muß  aber  notwendigerweise  abbrechen,  da  die 
Anzahl  der  Teiler  immer  kleiner  wird.  Es  muß  also  nach 
s  -["  1  Schritten  G^  eine  Primform  sein. 

Ist  nun  F  durch  die  Primform  P^  teilbar,  so  wird  ent- 
weder i^=4-Pi,  d.  h.  Fr^P^',  oder  aber  F  =  P^F^  und 
F^  wieder  durch  eine  Primform  Pg  teilbar;  also  F^  =  P2F2 
u.  s.  f.     Man  erhält  also  schließlich: 

WO  das  Verfahren  wieder  abbricht,  d.  h.  r  eine  bestimmte 
positive  ganze  Zahl  ist,  denn  die  Anzahl  der  Teiler  von  P^, 
F^y  ...  wird  immer  kleiner;  es  wird  also  schließlich  F^^  1. 
Wäre  nun  auch 

WO   Qif  Q2,  '  '  '  wieder  Primformen  bedeuten,  so  muß 

durch  P^  teilbar  sein;  also  ist  entweder  Q^  oder  Q2  •  ■  Qs 
durch  P^  teilbar.  Ist  das  erste  nicht  der  Fall,  so  muß  §2  •  •  •  Qs> 
also  auch  Q2  oder  Qs  -  -  -  Qs  durch  P^  teilbar  sein  und  so 
fort;  es  ist  also  jedenfalls  eine  Primform  Q.    durch  P^  teilbar; 
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nun  liat  aber  Q^  als  irreduzible  Größe  nur  die  zwei  ver- 
schiedenen Teiler  1  und  Q.^,  es  muß  also 

sein;  ebenso  Po  '^  Qj^  und  so  fort,  also  auch  r  ==  s.  Damit 
ist  der  Hauptsatz  für  die  Faktorenzerlegung  im  ratio- 
nalen und  ganzen  Formenbereiche  gewonnen: 

Jede  rationale  und  ganze  Form  mit  Ausnahme  von 
0  und  +  1  ist  als  Produkt  ebensolcher  Primteiler  dar- 
stellbar, und  zwar  ist  diese  Darstellung  im  Sinne  der 
Äquivalenz  eindeutig  bestimmt. 

Da  äquivalente  Formen  sich  nur  im  Vorzeichen  unter- 
scheiden können,  folgt  in  dem  betrachteten  Bereiche  aus 
diesem  Satze  auch  der  früher  bewiesene  von  der  endlichen  An- 
zahl der  Teiler.  Faßt  man  die  eventuell  mehrfach  vorkommen- 
den Primteiler  zusammen,  so  wird  die  Darstellung  von  F  die 
folgende 

und  man  sieht,  daß  jeder  Teiler  von  F  in  der  Gestalt 

darstellbar  sein  muß. 

Faktorenzerlegung  in  orthoiden  Formenbereichen. 

§  3.  Geht  man  von  einem  orthoiden  Bereiche  (A) 
aus  und  betrachtet  den  ihm  enstammenden  Formenbereich 
[(A),  Xif .  .  .j  ^^],  so  sind  in  diesem  die  Formen  ÄF  und  BF 
äquivalent,  wenn  A  und  B  zwei  von  0  verschiedene  Größen 
aus  (A)  sind;  denn  es  ist  in  diesem  Falle  den  schon  öfter  be- 
sprochenen Aquivalenzbestimmungen  gemäß  Ä  <^  1  und  B  ^  1. 

In  einem  solchen  Bereiche  sind  demnach  alle  wirk- 
lichen linearen  Formen  Primformen.  Eine  lineare  Form 
L  kann  keinesfalls  durch  Formen  höherer  Dimension  teilbar 
sein.  Jeder  Teiler  ist  also  entweder  eine  von  0  verschiedene 
Größe  aus  (A)  und  demnach  «^  1,  oder  aber  eine  lineare  Form 
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L^.  Dann  muß  aber  in  L  =  ÄL^  die  Größe  A  dem  Bereiche 
(A)  angehören  und  nicht  0  sein,  mithin  ist  ^  ^  1  und  L^  <^  L. 

Ferner  ist  allgemeiner,  wenn  G  ein  Teiler  der  von  0 
verschiedenen  Form  F  und  G  von  derselben  Dimen- 
sion wie  F  ist,  immer  F ^  G.  Denn  in  F  =  AG  muß 
dann  A  dem  Bereiche  (A)  angehören,  also  ^  ^  1  sein. 

Ist  nun  die  Form  F  nicht  selbst  schon  eine  Primform 
und  auch  keine  Größe  des  Bereichs  (A)  (also  weder  0  noch 
f^  1),  so  muß  sie  echte  l?eiler  besitzen,  deren  Dimension  kleiner 
als  die  Dimension  von  F  und  zumindest  gleich  1  ist.  Unter 
diesen  gibt  es  jedenfalls  eine  Form  P^  kleinster  Dimension. 
Diese  muß  eine  Primform  sein.  Denn  ein  Teiler  derselben  ist 
jedenfalls  auch  ein  Teiler  von  F.  Wäre  dieser  aber  ein  echter 
Teiler  von  Pj,  so  müßte  er  auch  von  kleinerer  Dimension  als 
Pj  sein,  was  der  Annahme  widerspricht. 

Ist  nun  F  =  P^F^f  so  ist  F^  von  kleinerer  Dimension 
als  F.  Man  erhält  dann  wieder  F^  =  A-^2  ^^<^  ^^  ^^^^• 
Dieses  Verfahren  muß  aber  nach  einer  endlichen  Anzahl  von 
Schritten  abbrechen;  wenn  nicht  früher,  so  doch  dann,  wenn 
man  zu  einer  linearen  Form  gelangt;  und  dies  geschieht  im 
ungünstigsten  Falle  nach  n  —  1  Schritten,  wenn  n  die  Dimen- 
sion von  F  bedeutet. 

Man  hat  daher  wieder  den  Satz: 

Jede  wirkliche  orthoide  Form  ist  als  Produkt 
ebensolcher  Primformen  darstellbar,  und  zwar  ist 
diese  Darstellung  im  Sinne  der  Äquivalenz  eindeutig 
bestimmt. 

Denn  aus  F  ^  P^  .  .  .  P^  und  F  ^  Q^  .  .  .  Q^  folgt  genau 
wie  früher  r  =  5,  P^  ^^  §^.^,  .  .  .,  da  der  betrachtete  Formen- 
bereich wieder  ein  vollständiger  Bereich  ist. 

Demnach  hat  —  in  wörtlicher  Wiederholung  der  früheren 
Schlüsse  —  jede  von  0  verschiedene  Form  nur  eine 
endliche  Anzahl  nicht  äquivalenter  Teiler. 

Dabei  soll  aber  sogleich  auf  eine  sehr  wesentliche  Lücke 
in  dem  befolgten  Gedankengange  hingewiesen  werden.  Der 
Satz  gibt  nur  einen  s.  g.  Existenzbeweis,  und  es  fehlt  jede 
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Vorschrift,  um  die  Darstellung  einer  Form  als  Produkt  von 
Primformen  wirklich  zu  erhalten.  Beim  Mangel  einer  jeden 
weiteren  Bestimmung  des  Bereichs  (A)  ist  das  auch  unmöglich. 

Der  aus  (A)  entstammende  Formenbereich  ist  demnach 
nur  dann  als  wohldefiniert  zu  betrachten,  wenn  eine  Vor- 
schrift vorhanden  ist,  die  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
zu  jeder  von  0  verschiedenen  Form  eine  Primform  ergibt, 
durch  welche  sie  teilbar  ist.  Daß  damit  die  Darstellung  als 
Produkt  von  Primformen  geliefert  ist  und  auch  die  Reihe  der 
nicht  äquivalenten  Teiler  von  F  aufgestellt  werden  kann, 
ist  klar. 

Wir  erhalten  nun  wieder  eine  feste  Grundlage  für  unsere 
weiteren  Untersuchungen  durch  den  Satz,  daß  jede  von  0 
verschiedene  rationale  Form  in  einer  endlichen  An- 
zahl von  Operationen  als  Produkt  von  ebensolchen 
Primformen  dargestellt  werden  kann. 

Dazu  ist  nur  zu  bemerken,  daß  jede  rationale  Form  in 
der  Gestalt 

^  f  ^?^  •  •  •  ^-"  =  T  ^  ^^^f  •  •  •  ^S" 

{9)  (9) 

geschrieben  werden  kann,  wo  Tc  den  größten  gemeinschaftlichen 
Teiler  der  rationalen  ganzen  Zahlen  k    bedeutet  und  demnach 

(.  ..,K,...)^i 

wird.  Jede  rationale  Form  ist  demnach  das  Produkt  einer 
rationalen  Zahl  und  einer  rationalen  und  ganzen  primitiven 
Form  oder  also  dieser  letzteren  äquivalent.  Wird  sie  mit  X 
bezeichnet  und  ist 

im  Sinne  der  für  rationale  und  ganze  Formen  gegebenen  Zer- 
legung in  Primformen,  so  ist  auch  im  rationalen  Formen- 
bereiche 

F^P,P,...P^ 

eine  Zerlegung  in  Primformen.  Denn  es  ist  nun  F  ^  X^ 
femer  jedes    P   auch    eine    wirkliche    Form,    denn    X.    ist   als 
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primitive  Form  durch  keine  Primzahl  teilbar,  und  es  ist  end- 
lich P  auch  im  rationalen  Formenbereiche  irreduzibel.  Wäre 
nämlich  P  das  Produkt  zweier  wirklicher  Formen,    so   ließen 

sich    diese   jedenfalls    wieder  -j^  X^    und    —^  Xg   schreiben,   wo 

^1?  ^1?  ^2?  h  ganze  Zahlen,  X^,  Xg  rationale  und  ganze  primitive 
Formen  sind.     Also  wäre 

^1  ^2  -^  ^""^  %  ^2  -^1  -^2  > 

fem  er,  da  auch  X^Xg  primitiv  ist,  Ä^^Ä^g  =  i  ^1^2  ^^^ 

also  P  im  Widerspruche  zur  Annahme  auch  im  rationalen  und 
ganzen  Formenbereiche  zerlegbar. 

Für  Formen  mit  einer  Unbestimmten  ^,  sowie  für  regu- 
läre Formen  überhaupt  sei  noch  insbesondere  bemerkt,  daß 
man  unter  den  äquivalenten  Formen  immer  diejenige  wählen 
kann,  in  welcher  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  0 
Eins  ist.     Hat  man  dann  irgend  eine  Zerlegung 


und  setzt  für 

ir=^^^m_|_^^^m-l_| 

und  in  ähnlicher  Weise  JF^,  .  .  .,  F^  für  F^,  F^^ . 

.  .,  F^  so  wird 

F  =  F,F,...F,', 

denn  es  ist  jedenfalls 

F  =  CF,F,  ...F„ 
und  die  Yergleichung  der  Koeffizienten  ergibt  unmittelbar  0=1. 

§  4.  Der  im  vorstehenden  für  P  bewiesene  Satz  läßt 
sich  folgendermaßen  aussprechen: 

Ist  P  irreduzibel  im  Bereiche  der  rationalen  und 
ganzen  Formen,  so  ist  P  auch  im  Bereiche  der  ratio- 
nalen Formen  irreduzibel. 

Dem  für  wirkliche  Formen    schon   bewiesenen    Satze   ist 
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nur  der  Fall  hinzuzufügen,  wo  P  eine  Primzahl  ist;  der  Satz 
ist  auch  dann  gültig,  weil  im  rationalen  Formenbereiche 
P  '^  1  wh'd. 

Daraus  können  wir  nun  unmittelbar  folgern,  daß  es  so- 
wohl im  rationalen  wie  im  rationalen  und  ganzen 
Formenbereiche  unendlich  viele  Primformen  von  be- 
liebig gegebener  Dimension  gibt. 

Nach  einem  von  Eisenstein*)  heiTührenden  Satze  ist 
nämlich  die  Form 

WO  Cj,  .  .  .,  c^_i  durch  eine  gewisse  Primzahl  p  teil- 
bare ganze  Zahlen  sind  und  c^  wohl  durch  j9,  aber 
nicht  durch  p'^  teilbar  ist,  immer  irreduzibel  im  Be- 
reiche der  rationalen  und  ganzen,  also  auch  der 
rationalen  Formen. 

Wäre  das  Gegenteil  der  Fall,  so  müßte  jene  Form  als 
Produkt 

(^.  +  \z^-^  +  -"  +  \)  (^"^-^  +  K^-^-'  +  •  •  •  +  C-.) 

geschrieben  werden  können.  Man  erhält  durch  Yergleichung 
der  Koeffizienten,  wenn  li]  für  j  <,0  die  Bedeutung  0  erhält 
und  äJq  =  1  gesetzt  wird: 

Kg—ikm—g-\-Kgk„i  —  g—l  ^=  Cm — 1 


kix  f^m — g  ~T~  f^if^m—g—l  -}-•••  -|-  fCg  km—2g-\-l  Cm—g-{-l 

km—g  ~r  '^lkm—g—1  ~T~  '  '  '  ~|~  f^g—l  '^m—2g-\-l    "T"  ^^g  ^m— 2ör=  Cm—g- 

Nun  ist,  da  c^  wohl  durch  p^  nicht  aber  durch  p'^  teilbar  ist, 
eine  und  nur  eine  der  Zahlen  ligj  Kn—g  durch  p  teilbar.  Ohne 
Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  kann  vorausgesetzt  werden, 
daß  z.  B.  li^  die  durch  p  teilbare  Zahl  ist;  im  entgegengesetzten 
Falle  hat  man  nur  die  beiden  Faktoren  zu  vertauschen.    Dann 


*)  Joum.  f  Math.,  Bd.  59,  pag.  160. 
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muß  aber,  weil  in  der  zweiten  Gleichung  c^_i,  sowie  Tc^  durch 
p  teilbar  und  Tim—g  nicht  teilbar  ist,  auch  T^g_x  durch  p  teil- 
bar sein.  Ebenso  aus  der  dritten  Gleichung  ^^-2?  •  •  •  ^^^  ^^ 
fort  bis  \.  Dann  wäre  aber  nach  der  letzten  Gleichung  im 
Widerspruche  zur  Annahme  für  die  untersuchte  Form  auch 
h'm—g  durch  p  und  c^  durch  p^  teilbar;  womit  der  Satz  be- 
wiesen ist. 

Als  einfaches  Corollar  dieses  Satzes  sei  noch  hier  seiner 
vielfachen  Anwendung  wegen  der  folgende  erwähnt: 

Für  jede  Primzahl  p  ist  die  Form 

^p-l_f^-2^ [_^_|_   1 

im  rationalen,  sowie  im  rationalen  und  ganzen  Formen- 
bereiche irreduzibel. 

Die  Form  bleibt  reduzibel  oder  irreduzibel,  wenn  man  die 
Transformation  z  =  y  -\-  1  anwendet.     Dann  ist  aber  wegen 

(Z    -    1)  {ZP-''   H 1-    1)   =  ;^i'  —   1 

auch 

y{(y  +  17-'  +  . . .  +  1)  =  (2,  +  l)p  _  1  = 

und  also 

(y  +  ly-'  +  . .  .  +  1  =  2^-1  +  ®2^-^+  •  •  •  +  ©2/  +  ® 
dem  Eisenst einschen  Satze  gemäß  eine  irreduzible  Form. 

Neue  Fassung  des  Crleichuugsproblems. 
Die  Adjuuktiou. 

§  5.  Als  dem  orthoiden  Bereiche  (A)  entstammende 
Gleichung  n^^^  Grades  mit  einer  Unbekannten  bezeichnen 
wir  die  Gleichung 

Fi,)  =  A  «"  +  A«"-'  +  •  •  •  +  ^„  =  0, 


wo  die  Koeffizienten  A  dem  orthoiden  Bereiche  (A)  angehören 
und  Aq  von  0  verschieden  ist,  also  auch  unbeschadet  der  All- 
gemeinheit  gleich  Eins  gesetzt  werden  kann.     Ist  der  Bereich 
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im  Sinne  des  §  3  ein  wohldefinierter,  so  ist  die  Lösung  einer 
solchen  Gleichung  im  Bereiche  (A)  als  erledigtes  Pro- 
blem zu  betrachten;  denn  einer  Lösung  ^  =  Ij  entspricht  ein 
linearer  Teiler  z  —  l^  der  Form  F{z)  und  umgekehrt.  Kann 
man  also  F{£)  in  dem  (A)  entstammenden  Formenbereiche  in 
iiTeduzible  Faktoren  zerlegen,  so  entspricht  jedem  Faktor 
ersten  Grades  und  nur  diesen  je  eine  Lösung. 

Liefert  aber  die  Zerlegung  Yon  F{z)  überhaupt  keine 
Faktoren  ersten  Grades,  so  hat  die  Gleichung  i^(^)  =  0  im 
vorgelegten  Bereiche  (A)  keine  Lösung,  und  dies  wird  nach 
den  vorhergehenden  Erörterungen  auch  dann  schon,  wenn  der 
orthoide  Bereich  (1)  ist,  für  eine  unendliche  Reihe  irreduzibler 
Formen  höheren  Grades  der  Fall  sein. 

Wir  nennen  die  Gleichung  F{z)  =  0  irreduzibel  in 
(A),  wenn  die  Form  F(z)  in  (A)  irreduzibel  ist. 

Die  soeben  erörterte  Tatsache  führt  zur  Forderung  neuer 
Begriffsbildungen,  die  im  einfachsten  Falle  schon  in  den  Ele- 
menten der  Mathematik  auftritt,  wenn  wir  in  Verbindung  mit 
der  „Auflösung"  der  Gleichung  zweiten  Grades  die  reellen 
quadratischen  Irrationalitäten  und  die  komplexen  Zahlen  ein- 
führen. 

Diese  Forderung  kann  unmittelbar  in  folgender  Weise 
formuliert  werden. 

Es  soll  der  gegebene  orthoide  Bereich  (A)  derart 
erweitert  werden,  daß  die  in  (A)  unlösbare  Gleichung 
F(z)  =  0  im  erweiterten  Bereiche  lösbar  wird;  und  zwar 
soll  der  erweiterte  Bereich  sämtliche  Größen  des  ursprüng- 
lichen Bereichs  „enthalten",  eine  Aussage,  deren  Inhalt  schon 
am  Schlüsse  des  §  13  in  Kap.  III  erörtert  wurde. 

Dabei  genügt  es,  irreduzible  Gleichungen  zu  betrachten. 
Denn  ist  F^(ß)  ein  irreduzibler  Faktor  von  F{z)  und  hat  die 
Gleichung  F^^z)  =  0  im  erweiterten  Bereiche  eine  Lösung,  so 
genügt  diese  auch  der  Gleichung  F(ß)  =  0. 

Die  neuen  Größen,  die  sich  im  erweiterten  Bereiche,  nicht 
aber  in  (A)  vorfinden,  sind  die  dem  Bereiche  (A)  adjun- 
gierten   Größen;    die  Erweiterung    des  Bereiches   selbst  be- 
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steht  in  der  „Adjunktion"  dieser  neuen  Größen;  die  Glei- 
chung F(0)  =  0  ,,wird  nach  Adjunktion  gewisser  Größen  lös- 
bar." Unsere  erste  Aufgabe  wird  es  also  sein^  einer  gegebenen 
irreduziblen  Gleichung  entsprechende  Größen  zu  finden,  deren 
Adjunktion  die  Gleichung  lösbar  macht,  und  diese  Größen  in 
möglichst  einfacher  Weise  zu  charakterisieren.  Das  so  gefaßte 
Gleichungsproblem  bietet  allerdings  auf  den  ersten  Blick  nur 
eine  rein  formale  Aufgabe,  ergibt  aber  in  Wirklichkeit  eine 
unermeßliche  Erweiterung  des  Feldes  mathematischer  Forschung. 

§  6.  Wir  schreiben  die  als  irreduzibel  vorausgesetzte 
Gleichung  jP(^)  =  0,  wie  schon  erwähnt,  in  der  Gestalt 

und  adjungieren  —  rein  formal  —  die  aus  je  n  Größen  des 
Bereichs  (A)  gebildeten  Komplexe 

{Co,  Cj,  .  .  .,  Cn  —  l]j     {Co,  Gl,  .  .  .,    Cn  —  l]f    '  '  ' 

(wobei  der  Leser  die  Analogie  mit  der  Einführung  der  kom- 
plexen Zahlen,  wenn  die  zu  Grunde  gelegte  Gleichung  ^^-f- 1  =  ^ 
ist,  beachten  möge).  Die  Gesamtheit  dieser  neuen  Größen  be- 
steht aus  allen  Komplexen,  die  man  erhält,  wenn  man  den  C 
irgend  welche  Werte  aus  (A)  beilegt;  und  zwei  derselben,  z.  B. 
die  ausführlich  hingeschriebenen,  werden  der  Definition  nach 
dann  und  nur  dann  gleich,  wenn  die  an  entsprechenden  Stellen 
stehenden  Elemente  sämtlich  dieselben  sind,  also  Co  =  Co,  •  •  •  ? 

Cn  —  l  =  G  n  —  1    ist. 

Diese  neuen  Größen  werden  zu  einem  „Bereiche",  wenn 
man  ihnen  gewisse  „Eigenschaften"  beilegt,  d.  h.  gewisse  Ver- 
knüpfungen statuiert,  die  sogleich  als  Addition  und  Multipli- 
kation bezeichnet  werden  sollen. 

Die  Definition  der  Summe  und  des  Produktes  zweier 
Größen 

?1  =  {^0,  Gl,   .  .  .,    C'n-l)j 
^2  =   {Go,  Gl,   .  .  .,    G'n-l] 

sei  die  folgende: 
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Man  bilde  Summe  und  Produkt  der  beiden  Formen: 

c',  +  c\z-\ f-  c'n-iz-^  und  Oo  -{-c'iz^ h  c;'_i^«-i 

und  sodann  den  Rest,  der  bei  der  Division  der  so  ent- 
standenen Formen  durch  F{z)  auftritt: 

{Co  +  Co)  +  (c\  +  c;>  ^ h  (c;-,  +  c;'_i)^-' 

dann  sei 

?,  +  ?,  =  [  (Co  +  Co),  (C[  +  c;) ,  . . .,  ((7;_i  +  c;'_o ) 

Daß  die  so  definierte  Addition  und  Multiplikation  kom- 
mutativ  und  associativ,  die  letztere  Operation  auch  distributiv 
ist,  folgt  unmittelbar  aus  der  Tatsache,  daß  diese  Operationen 
in  Wirklichkeit  an  den  entsprechenden  Formen  ausgeführt 
werden,  wo  eben  jene  Gesetze  gelten,  und  dann  die  neuen 
Größen  in  eindeutiger  Weise  aus  den  Koeffizienten  der  so  als 
Summe  oder  Produkt  erhaltenen  Form  abgeleitet  werden. 

Daß  die  Gleichung  >^i  +  ?  ==  72  iDinaer  lösbar  ist  und 
immer  nur  eine  Wurzel  besitzt,  ist  auch  beinahe  unmittelbar 
klar.     Schreibt  man  ausführlich 

so  muß 

Cq  -\-  X.Q  =  Co;  .  . .;  Cn—i  -\-  Xn—l  =  C'n—l 
sein,  d.  h.  es  ist 

I  =   {  (Cd  Co)y   .  .  .,    (C'n  —  l  Cn  —  l)  )  • 

Insbesondere  ist  die  Größe  {0,  0,  .  .  .,  0}  die  „Null"  des 
neuen  Bereichs. 

Daß  ferner  die  Größe  { 1,  0,  0,  .  .  .,  0)  mit  irgend  einem 
y  multipliziert,  wieder  y  ergibt,  folgt  aus  der  Definition  der 
Multiplikation.  Diese  Größe  ist  die  absolute  Einheit  des  neuen 
Bereichs  und  soll  sogleich  kurz  mit  1,  sowie  die  Null  mit  0, 
bezeichnet  werden. 

Daß  auch  die  Gleichung  y2i  =  7?  wenn  y^  ^^^  ^^^^  "^®^" 
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schieden  ist,   eine  und  nur   eine  Wurzel  besitzt,   resultiert  aus 
der  Irreduzibilität  der  Form  F(ß)  durch  folgende  Schluß  weise. 
Die  5^2  entsprechende  Form 

G{z)  =  Co'  +  c;'^  + . . .  +  c;_i^-i 

ist  von  0  verschieden,  und  da  F(z)  irreduzibel,  ist  der  größte 
gemeinschaftliche  Teiler  von  Fis)  und  G{z)  der  Eins  äqui- 
valent. Es  ist  also  die  Resultante  B  von  F{z)  und  G{s) 
eine  von  0  verschiedene  Größe  des  Bereichs  (A).  Die  in 
Kap.  III,  §  16  nachgewiesene  Relation  11=  G^F  -\-  F^G  kann 
also  durch  Division  mit  JR  auf  die  Gestalt 

(Xo  +  x;^  +  .-.  +  x;_i^«-i)(Oo'  +  c;'^  +  ...  +  o:_i^--i) 

+  (Y,+  Y,,  +  -^-+Y^_,,--^)F{,)  =  1         (D) 
gebracht  werden;  und  es  ist  daher  der  Definition  nach,   wenn 

gesetzt  wird, 

und  für  g  =  y^l'  auch 

Wäre  nun  auch  y^r]  =  y^^  so  folgte  hieraus 

d.  h.  das  Produkt  der  y^  und  |  —  t]  entsprechenden  Formen 
wäre  durch  F(z)  teilbar.  Nun  ist  aber  für  die  y^  entsprechende 
Form  (x(^),  wie  schon  früher  bemerkt,  (-F(^),  G(^y)  ~  1;  also 
müßte  schon  die  |  —  i]  entsprechende  Form  durch  i^(^)  teilbar 
sein,  das  ist  aber  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Tatsache 
1-^  =  0,  d.h.  1  =  ^. 

Der  Bereich  der  Größen  7^  =  { C^,  C^,  .  .  .,  C„_i}  ist 
demnach  wieder  ein  orthoider  Bereich;  denn  es  ist 
schließlich  klar,  daß  die  Größen  1,  1  +  1,  •  •  •,  die  allgemein, 
ausführlich  geschrieben,  {w,  0,  .  .  .,  0)  sind,  niemals  die  0 
ergeben;  dieser  Bereich  „enthält"  den  ursprünglich  vorgelegten 
Bereich  (A)  in  der  Weise,  daß  die  Größe  C  aus  (A)  und  die 
Größe  {C,  0,  .  .  .,  0)  des  neuen  Bereichs  in  aUen  ihren  in 
Betracht  kommenden  Eigenschaften  übereinstimmen. 


I 
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Um  nun  die  Größen  des  neuen  Bereichs  mögliclist  einfach 
zu  beschreiben,  führen  wir  für  die  Größe  {0,  1,  .  .  .,  0},  wo 
nur  Ci  von  0  verschieden  und  dieses  =1  ist,  das  einfache 
Zeichen  a  ein,  und  die  Ausführung  der  Multiplikation  zeigt 
dann,  daß 

«*  =  { 0,  . . .,  ö,  1,  0,  . . .,  0 }  (0  ^  Ä;  ^  >^  -  1) , 

wo    nur    das    an   Ä:  +  V^^  Stelle   stehende  Element   C^  von  0 
verschieden    und    dieses   =  1    ist.     Es    ist  ja  hierzu  nur  der 
Rest  der  Division  von  /'  durch  F{z)  zu  bilden. 
Dann  ist  ebenso 

cx={o, ...,  0,  C,^„0,  ...,  0), 

und  also  kann   {  Cq,  (7^,  .  .  .,  C„_i}   nunmehr  in  der  Gestalt 

Co  +  c,«  +  •  ■  ■  +  c^.i««-' 

geschrieben  werden. 

Um  ebenso  a^  zu  bestimmen,  hat  man  z^  durch  F  {£) 
^  z^  -{-  A^z^~^  -\-  •  '  '  -\-  A^  zu  dividieren  und  erhält 

z^  =  F(z)  —  Ä^z"-"" Ä^, 

also 

also 

««  +  ^«"-'  +  •••  +  ^„  =  0, 

und  es  ist  demnach  «  eine  Wurzel  der  Gleichung  im 
erweiterten  Bereiche. 

§  7.  Dieser  erweiterte  orthoide  Bereich  kann  nun  kurz 
dahin  charakterisiert  werden,  daß  er  durch  Adjunktion  von 
a  aus  (A)  entsteht,  und  soll  demgemäß  mit  (A,  a)  bezeichnet 

werden.  Er  besteht  aus  allen  Größen  CQ-\-C^a-\ \~^n-i^"~^y 

wo  die  C  beliebige  Größen  des  ursprünglichen  Bereichs  (A) 
sind;  und  die  Eigenschaften  der  neuen  Größen,  d.  h.  ihre  Ver- 
knüpfungen nach  den  vier  Species  sind  in  den  zu  Grunde 
liegenden  Definitionen  festgelegt.  Aus  diesen  folgt  auch, 
daß  die  „Eigenschaften"  der  dem  Bereiche  (A)  angehörenden 
Größen,  wenn  sie  als  Größen  in  (A,  cc)  aufgefaßt  werden,  völlig 
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unverändert  bleiben,  d.  b.  die  Addition  oder  Multiplikation 
solcher  Größen  gibt  in  beiden  Fällen  dasselbe  Resultat.  Damit 
ist  aucb  die  unveränderte  Übernabme  der  Zeichen  0  und  1, 
die  schon  früher  erfolgte,  gerechtfertigt. 

Die  eingeführten  Größen  mögen  als  „in  Bezug  auf  (A)'^ 
algebraische  Größen  bezeichnet  werden;  sie  heißen  absolut 
algebraische  Größen  oder  „algebraische  Größen"  —  kurz- 
weg, wenn  (A)  der  einem  Formenbereiche  [(1),  x^^  .  .  .,  ;rj 
zugeordnete  orthoide  Bereich  ist;  man  nennt  sie  endlich 
algebraische  Zahlen,  wenn  (A)  der  Bereich  der  rationalen 
Zahlen  ist. 

Die  hier  durchgeführten  Erörterungen  haben  eine  weit- 
gehende prinzipielle  Bedeutung.  Sie  erweisen  zunächst  die 
„Existenz"  einer  Wurzel  a  der  irreduzibeln  Gleichung 
F{£)  =  0  in  dem  genaueren  Sinne,  daß  es  einen  orthoiden 
Bereich  gibt,  der  den  Bereich  (A)  und  außerdem  eine  Größe  a 
enthält,  für  welche  F(cc)  =  0  wird.  Bei  dieser  Fassung  des 
Satzes  ist  die  Voraussetzung  der  Irreduzibilität  für  F{z)  un- 
wesentlich; wir  gelangen  jedoch,  wenn  wir  diese  Voraussetzung 
festhalten,  noch  zu  den  folgenden  wichtigen  Folgerungen: 

Jeder  orthoide  Bereich,  der  den  Bereich  (A)  und 
außerdem  eine  Größe  a  enthält,  die  die  Wurzel  der  in 
(A)  irreduzibeln  Gleichung  F{z)  =  0  ist,  enthält  den 
ganzen  früher  definierten  Bereich  (A,  a). 

Ein  solcher  orthoider  Bereich  enthält  jedenfalls  alle  Größen 
^0  +  ^1^  +  •  ■  ■  +  ^«-l^"~^  ^0  die  C  Größen  des  Bereichs 
(A)  sind.  Summe,  Differenz,  Produkt  und  Quotient  zweier 
solcher  Größen  ergeben  sich  nun  genau  nach  demselben  Bildungs- 
gesetze, wie  im  Bereiche  (A,  cc);  für  die  ersten  drei  Fälle  er- 
gibt sich  dies  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Summe  und 
des  Produktes  in  §  6;  für  den  Fall  des  Quotienten  aus  der 
Formel  (D)  desselben  Paragraphen;  da  die  dort  mod.  F{z) 
kongruenten  Größen,  wenn  a  statt  z  gesetzt  wird,  wegen 
F{a)  =0  gleich  werden. 

Die  so  gebildeten  Größen  Co  +  C'i«  -|-  •  •  •  -f-  C'n—-ia^~'^y 
Co'  +  Ci'a  -f-  •  •  •  +  Cn-icC^~'^y  '  •  •    sind    aber    auch    alle    ver- 
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schieden,  sobald  die  an  entsprechenden  Stellen  stehenden  Koeffi- 
zienten nicht  durchweg  gleich  sind.  Im  entgegengesetzten  Falle 
gäbe  es  ein  System  von  Größen  Kq,  K^,  .  .  .,  K^_i  aus  (A), 
für  welches 

wäre,  ohne  daß  alle  K  gleich  0  sind.  Nun  ist  aber  der 
größte  gemeinschaftliche  Teiler  der  Formen 

und  F(z)^  da  letztere  irreduzibel,  gleich  Eins,  und  es  müßten 
demnach  zwei  Formen  F^  (z)  und  G^  (ß)  existieren,  die 

ergeben.     Hieraus  würde  weiter,  wenn  man  a  statt  z  setzt, 

F^{a)K{a)  =  l 

und,  da  K{a)  =  0  ist,  1  =  0  folgen,  was  in  einem  orthoiden 
Bereiche  unmöglich  ist.  ^ 

Das  erhaltene  Resultat  läßt  sich  kurz  so  aussprechen, 
daß  der  früher  definierte  Bereich  (A,  a)  der  „kleinste^^ 
orthoide  Bereich  ist,  der,  durch  Erweiterung  von  (A) 
gebildet,  eine  Wurzel  der  in  (A)  irreduzibeln  Gleichung 
F{2)  =  0  enthält. 

Um  die  erörterte  Begriffsbildung  an  einem  einfachsten 
Beispiel  auseinanderzusetzen,  ist  z.  B.  die  Wurzel  a  der 
Gleichung  x^  =  2  eine  Größe,  deren  begrifflicher  Inhalt  voll- 
ständig im  Bereiche  der  rationalen  und  ganzen  Zahlen  dar- 
gelegt wird.  Es  sind  a  und  —  a  verschiedene  Größen,  aber  es 
hätte  gar  keinen  Sinn  zu  fragen,  welche  von  beiden  die  posi- 
tive oder  negative  Quadratwurzel  von  2  bedeutet.  Es  sind 
eben  a  und  —  a  keine  Maßgrößen,  d.  h.  keine  solchen,  die 
mit  einer  bestimmten  Stelle  im  Gebiete  der  reellen  —  oder 
auch  komplexen  Zahlen  identifiziert  werden.  Ist  aber  um- 
gekehrt ]/2  jene  bestimmte  positive  oder  negative  reeUe  Zahl, 
die  in  der  Analysis  als  Grenzwert  definiert  wird,  so  besitzt 
diese  aUe  „Eigenschaften"  der  Größe  a,  aber  darüber  hinaus 
auch    solche,    die    in    der    Theorie    der    algebraischen    Größen 
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niclit  weiter  in  BetracM  gezogen  werden^  insbesondere  die- 
jenige, daß  +  ]/2  „der  Größe  nacli"  mit  jeder  rationalen  Zahl 
verglichen  werden  kann. 

Jede  in  der  Theorie  der  algebraischen  Größen  entwickelte 
„Eigenschaft"  von  a  ist  nichts  anderes  als  eine  identische 
Relation,  in  welche  a  eingeht,  und  diese  wird  auch  dann  gültig 
bleiben,  wenn  man,  zu  analytischen  Betrachtungen  übergehend, 
statt  a  jenen  Grenzwert  setzt. 

Für  den  Fall,  daß  eine  algebraische  Größe  keine  algebraische 
Zahl  ist,  d.  h.  wenn  in  ihre  Definition  auch  Unbestimmte  ein- 
gehen, werden  wir  sie  auch  als  algebraische  Funktion 
bezeichnen;  der  begriffliche  Inhalt  der  „algebraischen  Funktion" 
ist  gegenüber  der  Analysis  genau  ebenso  enger  zu  fassen,  wie 
dies  für  den  Fall  der  Zahl  eben  auseinandergesetzt  wurde. 


^^yperorthoide  Bereiche. 

§  8.  In  der  Theorie  der  algebraischen  Größen  sind 
prinzipiell  algebraische  und  arithmetische  Methoden  zu  unter- 
scheiden. Dieser  prinzipielle  Unterschied  kann  folgendermaßen 
präcis  gefaßt  werden. 

Die  Algebra  untersucht  die  einem  orthoiden  Bereich 
entstammenden  Formen,  in  deren  Bereiche  nicht  nur  ein 
größter  gemeinschaftlicher  Teiler  immer  existiert,  sondern 
auch  —  wie  wir  wissen  —  durch  einen  feststehenden  Algo- 
rithmus in  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  bestimmt 
werden  kann.  Sie  benutzt  bei  dieser  Untersuchung  keine 
anderen  Faktorenzerlegungen  der  vorliegenden  Formen  F^,  --  -^F^ 
als  jene,  die  aus  der  Existenz  eines  größten  gemeinschaftlichen 
Teilers  irgend  zweier  derselben  folgen. 

Die  Arithmetik  untersucht  die  einem  holoiden  oder 
orthoiden  Bereiche  entstammenden  Formen  für  den  Fall,  daß 
diese  immer  als  Produkt  einer  endlichen  Anzahl  irreduzibler 
Formen  dargestellt  werden  können. 

In  dieser  Auffassung  —  und  auch  dem  Wesen  der  Sache 
nach   —   ist    das   arithmetische   Gebiet   das   höhere    und   kann 
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erst  naclidem  die  algebraisclien  Methoden  ausgebaut  sind, 
erscUossen  werden.  Für  unsre  Darstellung  der  Theorie  der 
algebraischen  Größen  ist  es  jedoch  kaum  ratsam,  diese  strenge 
Sondening  der  algebraischen  und  arithmetischen  Methoden 
wirklich  durchzuführen,  was  auch  bisher  nicht  geschehen  ist. 
Dagegen  spricht  nämlich  der  gewichtige  Umstand,  daß  man 
beim  Aufbau  der  hierher  gehörigen  Begriffe  nur  von  den 
rationalen,  bez.  rationalen  und  ganzen  Formen  ausgehen  kann 
als  solchen,  die  zuerst  allein  wirklich  gebildet  werden,  und 
diese  schon  zur  Definition  höherer  algebraischer  Gebilde 
herangezogen  werden  müssen;  während  doch  schon  die  Unter- 
suchung dieser  Formen,  ja,  selbst  die  Untersuchung  des 
einfachsten  Bereichs  der  rationalen  und  ganzen  Zahlen  die 
Anwendung  „algebraischer"  und  „arithmetischer"  Methoden 
erheischt. 

Trotzdem  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  zu  zeigen,  daß 
eine  solche  strenge  Sonderung  des  algebraischen  und  arith- 
metischen Teils  der  Theorie  der  algebraischen  Größen  wirklich 
durchgeführt  werden  kann.  Wenn  wir  auch  in  der  Folge  von 
der  hierzu  notwendigen  Begriffsbildung  keinen  Gebrauch  machen, 
soll  diese  doch  kurz  durchgeführt  werden. 

In  den  vorhergehenden  Erörterungen  wurde  vorausgesetzt, 
daß  der  Bereich  (A)  ein  „wohldefinierter"  ist,  und  demgemäß 
konnte  die  Gleichung  F{z)  =  0  als  irreduzibel  angenommen 
werden.  Diese  Voraussetzung  muß  jetzt  wegbleiben,  und  eine 
Faktorenzerlegung  von  F{2)  darf  nur  dann  zugelassen  werden, 
wenn  ein  von  1  verschiedener  größter  gemeinschaftlicher  Teiler 
von  F{z)  und  irgend  einer  im  Laufe  einer  endlichen  Reihe 
von  Operationen  sich  ergebenden  Form  G{z)  auftritt. 

Dann  ist  aber  der  in  §  6  gebildete  Bereich  (A,  a)  im 
allgemeinen  kein  orthoider  Bereich,  da  sich  die  Auflösung 
der  Gleichung  y^^  =  y-^  wesentlich  anders  stellt. 

Entspricht  der  von  0  verschiedenen  Größe  y^  eine  solche 

Form    (^(^)  =  Co'H \-  C^-^z^'^    daß    (G(^),  F{z))  -  1 

wird,  so  bleiben  alle  dort  geführten  Schlüsse  gültig,  und  die 
Gleichung  y<i^  =  yi  hat  eine  und  nur  eine  Wurzel. 

Künig,  algebraische  Größen.  10 


146  IV.    Die  algebraischen  Größen.     §  8. 

^  Ist  aber  (G^  (<$?),  F{z))  ^^  D{z)  eine  z  wirklicli  enthaltende 
Größe,  so  ist  I){z)  ein  echter  Teiler  von  F{ß)  (weil  G{z) 
von  niedrigerem  Grade  als  F{ß)  und  nicht  0  ist);  und  daher 
F{z)  =  D{z)  ■  F^iz),  G{z)  ==  Biz)  •  a^{z).  Dann  tritt  aber  an 
Stelle  der  Gleichung  (D)  in  §  6  eine  Kelation: 

hierin  ist 

also  können  nicht  sämtliche  Koeffizienten  X'  verschwinden. 
Setzt  man  wieder 

6'  =  { ^0,  •  •  •,  X^_i}, 

so  wird  y^^  =  0,  trotzdem  weder  y^  ^<^<5^  S'  Null  sind.  Es 
ist  72  nach  der  von  Weierstraß  eingeführten  Ausdrucksweise 
ein  echter  Teiler  der  Null;  ob  eine  Größe  y^  ®"^  Teiler 
der  Null  ist,  wird  einfach  durch  Bildung  von  D{z)  <^{G{z)y  F{z)) 
entschieden;  y^  ist  ein  echter  Teiler  der  Null,  wenn 
G{z)  und  F{z)  einen  von  1  verschiedenen  größten  ge- 
meinschaftlichen Teiler  besitzen*). 

Ist  ^2  ^i^  echter  Teiler  der  Null,  so  hat  die  Gleichung 
y2%  =  Yi  entweder  gar  keine  oder  unendlich  viele  Wurzeln. 
Denn  ist  ^^  irgend  eine  Wurzel,  ^  irgend  eine  Größe  des  Be- 
reichs (A,  a),  so  wird  auch  y^{^^  ^  ^^)  =  y^^^  =  y^. 

Weiter  wird,  wenn  y^  ein  echter  Teiler  der  Null  ist, 
also  y^i'  =  ^,  obwohl  |' =4=  0,  aus  der  Existenz  einer  Größe 
li,  für  die 

auch 

ni\  =  *r  =  0  . 

folgen;  also  muß  auch  b  ein  Teiler_^der  0  sein;  und  die  Gleichung 
y^^  =  Aj  wo  A  eine  von  0  verschiedene  Größe  aus  (A)  be- 


*)  Ist  F{z)  irreduzibel,  so  ist  eben  0  der  „einzige"  Teiler  von  0, 
also  gibt  es  keinen  echten  Nullteiler;  wenn  aber  F{z)  reduzibel  ist, 
gibt  es  immer  echte  Teiler  der  Null. 
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deutet,  besitzt  niemals  eine  Lösung;  denn  j^gJ  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  ein  echter  Teiler  der  Null,  A  jedoch  nicht. 

Ebenso  hat  die  Gleichung  72?  =  ^  keine  Lösung,  wenn 
E{2)  die  s  entsprechende  Form  und  E(ß)  nicht  durch 
B{z)  ^  {F{z),  G{z))  teilbar  ist,  denn  y^i,^  —  «  =  0  bedeutet 
dieselbe  Tatsache,  wie  die  Behauptung,  daß 

(Xo  +  .  .  .  +  Xn-^z--^)G{z)  -  E{z) 

durch  F{z),  also  auch  durch  I){s)  teilbar  ist. 

Ist  aber  E{z)  durch  I){z)  teilbar,  also  E{z)  =  I){z)E^(3), 
so  bestimmt  die  Forderung,  daß 

(Xo  +  .  ■  •  +  Xn-^z--^)G,{z)  ~  E,{z) 

durch  F^{z)  teilbar  sei,  immer  ein  System  von  Koeffizienten  X', 
die  nicht  sämtlich  verschwinden.  Denn  wegen  {G^{z) j  F^iß))  ^  1 
hat  man  jedenfalls  zwei  von  0  verschiedene  Formen  O  und  ^, 
für  welche 

also  auch 

OE^a^-\-  WE^l!^=^E^ 

ist.  Hier  ist  OE^  nicht  durch  E^  teilbar,  sonst  wäre  auch  E^ 
durch  F^  und  E  durch  F  teilbar,  während  doch  E  nur  vom 
n  —  1*®°  Grade  in  z  ist.  Es  ist  mithin  OE^  um  so  weniger  durch 
F  teilbar.  Die  ^E^  entsprechende  Größe  J^  =  {  Xo,  . . .,  X^_i } 
besteht  daher  aus  nicht  sämtlich  verschwindenden  Elementen. 
Li  diesem  Falle  ist  demnach  eine  Größe  ^^  bestimmt,  für 
welche  ^2^1==^  wird.  Soll  dies  auch  für  |  der  Fäll  sein, 
also  ^2^  =  E  werden,  so  muß 

sein,  und  dies  genügt  auch.  Also  muß  |  —  l^  einer  derartigen 
Form  X{z)  entsprechen,  daß  GX  durch  F  teilbar  wird.  Hierzu 
ist  hinreichend  und  notwendig,  daß  G^X  durch  F^  teilbar  sei. 
Da  nun  (F^,  G^  ^  1,  muß  X  durch  F^(z)  teilbar  sein.  Setzt 
man  also  X  =  F^{z)  ■  H^{z) ,  wo  es  genügt,  H^  vom  Grade 
n  —  1  vorauszusetzen,  so  erhält  man  alle  (und  zwar  unbegrenzt 
viele)     Größen    |  —  Ij,    die    der     Gleichung    ^^(l  —  li)  =  ^ 

10* 


148  IV.    Die  algebraischen  Größen.     §  8.  9.  10. 

genügen,   und   daraus   unmittelbar   alle   der   Gleichung   y^  =  £ 
genügenden  Größen. 

Man  hat  daher  das  folgende  allgemeine  Resultat: 
Es  seien  die  den  Größen  y  und  s  entsprechenden 
Formen  G(z)  und  E(z)]  dann  hat  die  Gleichung  y|  =  £ 
eine  und  nur  eine  Lösung,  wenn  (G,  F)  ^  1-^  ist  hin- 
gegen {GyF)^JD  eine  z  wirklich  enthaltende  Form, 
so  hat  die  Gleichung  y%  =  s  unendlich  viele  Lösungen 
oder  gar  keine,  je  nachdem  E{ß)  durch  D  teilbar  oder 
nicht  teilbar  ist. 

§  9.  Um  auch  hier  eine  kurze  Ausdrucksweise  zu 
erhalten,  führen  wir  für  solche  Bereiche,  die  sich  vom 
orthoiden  Bereiche  nur  in  Bezug  auf  die  Verhältnisse  der 
Gleichung  y^  =  b  unterscheiden,  wieder  eine  adjektivische 
Bezeichnung  ein. 

Ein  Bereich  heißt  hyperorthoid,  wenn  er  ein  ge- 
wöhnliches Additionsgesetz  besitzt,  die  absolute  Einheit  ent- 
hält, in  der  Reihe  der  Größen  1,  l-f-l>l  +  l  +  l?-- 
die  Null  nicht  vorkommt  und  für  den  Bereich  ein  Multiplika- 
tionsgesetz besteht,  das  in  Verallgemeinerung  des  „gewöhn- 
lichen" Multiplikationsgesetzes  (Kap.  I,  §  3)  nun  kurz  folgender- 
maßen gefaßt  werden  kann: 

a)  und  h)  Die  Multiplikation  ist  kommutativ,  associativ 
und  distributiv. 

c)  Die  Gleichung  ax  =  ß  hat  eine  und  nur  eine  Lösung, 
wenn  keine  solche  von  0  verschiedene  Größe  d  existiert,  für 
welche  ad  =  0.  Eine  solche  Größe  «,  für  welche  ad  =  0 
ist,  ohne  daß  d  =  0,  heißt  ein  Teiler  der  Null;  ein  echter 
Teiler  der  Null,  wenn  sie  von  0  verschieden  ist. 

Der  orthoide  Bereich  ist  demnach  in  der  allgemeineren 
Begriffsbestimmung  des  hyperorthoiden  Bereichs  enthalten  und 
entsteht,  wenn  unter  den  Größen  des  Bereichs  kein  echter 
Teiler  der  Null  vorhanden  ist.  Die  echten  Teiler  der  Null 
sind  als  singulare  Größen  anzusehen,  und  als  solche  bleibt  im 
orthoiden  Bereiche  nur  die  Null  zurück. 
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Die  allgemeine  Theorie  der  hyperorthoiden  Bereiche  soll 
in  diesem  Buche  nicht  weiter  erörtert  werden;  doch  ist  noch 
zu  bemerken,  daß  ihre  Ausführung*)  es  ermöglicht,  „unendlich 
kleine"  und  „unendlich  große"  Größen  mit  den  Methoden  und 
im  Rahmen  der  Theorie  der  algebraischen  Größen  zu  behandeln. 

Wenn  der  Bereich  (A,  a)  durch  eine  Gleichung  F{s)  =  0 
definiert  ist,  ohne  daß  uns  Methoden  zu  Gebote  stehen, 
welche  die  irreduzibeln  Faktoren  von  F{3)  liefern,  so  kann 
man  trotzdem  die  dem  Bereiche  (A,  a)  entstammenden  Formen 
durch  rein  algebraische  Methoden  untersuchen,  wie  aus  den 
folgenden  Betrachtungen  hervorgeht. 

Insofern  unter  den  Koeffizienten  der  auftretenden  Formen 
sich  kein  Teiler  der  Null  befindet,  bleiben  alle  Rechnungs- 
regeln in  dem  (A,  a)  entstammenden  Formenbereiche  genau 
dieselben  wie  in  dem  Falle  eines  orthoiden  Bereichs.  Ob  nun 
eine  Größe  y  Teiler  der  Null  ist,  wird  durch  den  größten 
gemeinschaftlichen  Teiler  der  entsprechenden  Formen  G{£)  und 
F{z)  entschieden.  Sobald  aber  ein  solcher  auftritt,  der  im 
Sinne  der  Äquivalenz  von  Eins  verschieden  ist,  ist  eben  eine 
Zerlegung  von  F{z)  gegeben,  und  man  wird  von  F{s)  auf 
dessen  Teiler  zurückgehen. 

Alle  in  der  Folge  für  eine  irreduzible  Gleichung  F{z)  =  0 
abgeleiteten  Resultate  bleiben  also  auch  ohne  diese  Voraus- 
setzung gültig,  wenn  man  nur  die  Beschränkung  festsetzt,  daß^ 
sobald  unter  den  Rechnungsgrößen  ein  Teiler  der  Null  auf- 
tritt, man  die  durch  diesen  gegebene  Faktorenzerlegung  von 
F{z)  vornimmt. 


Der  G-aloissche  Bereich. 

§  10.  Wir  setzen  wieder  den  (A)  entstammenden  Bereich 
als  wohldefiniert  voraus;  d.  h.  es  ist  eine  Methode  bekannt, 
mittels  welcher  jede  diesem  Bereiche  entstammende  Form  in 
einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  in  irreduzible  Faktoren 


*)  Siehe  auch  die  Anmerkung  zu  Kap.  V,  §  8. 
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zerlegt  werden  kann.  Die  ferneren  Untersucliungen  gelten 
also  jedenfalls  für  rationale  Formen  und  weiterhin  für  alle 
orthoiden  Formenbereiche,  in  denen  wir  naditräglich  eine 
solche  Zerlegungsmethode  festsetzen  können. 

Es  soll  jetzt  ein  solcher  erweiterter  Bereicli  kon- 
struiert werden,  daß  die  beliebig  gegebene  —  irre- 
duzible  oder  reduzible  —  Form 

-P'W  =  ^''  +  A^"-'  +  ---  +  A 

in  dem  erweiterten  Bereiche  als  Produkt  linearer 
Formen  darstellbar  sei. 

Zu  diesem  Zweck  gehen  wir  von  der  Form 

aus.  Man  bilde  mit  Hilfe  der  neuen  Unbestimmten  ic,  %,  •  •  •?  w« 
den  Ausdruck 


U.X, 


U^X, 


^n^in)  =  ^"'  + 


WO  sich  das  Produktzeichen  auf  alle  Permutationen  der  Zahlen 
1,  2,  .  .  .,  n  bezieht,  von  denen  eine  beliebige  durch  «\,  .  .  .,  i^ 
dargestellt  wird.  Da  dieses  Produkt  dann  eben  eine  symmetrische 
Form  der  Unbestimmten  a;^,  .  .  .,  a?^  ist,  kann  es  auch  in  der 
Gestalt 

/7(rr;  u,,  .  .  .,  w^;  f^,  f^,  .  . .,  Q 

geschrieben  werden,  wo  also  11  als  Symbol  einer  Form  ver- 
wendet wird. 

Man  bilde  dann  die  n  Systeme  linearer  Gleichungen 

%  =3W'  iu,x^  +  ■■■  +  u„w,f  (;s(o) 

A  =  0 

in  denen  Xo\  .  .  .,  X^—i  als  Unbekannte  zu  betrachten  sind, 
so  daß  in  »jedem  Systeme  2?(^)  (r  =  1,  .  .  .,  ^)  die  Anzahl  der 
Unbekannten  und  auch  der  Gleichungen  n\  wird. 
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Nennt  man  die  aus  den  Koeffizienten  der  Unbekannten 
gebildete  Determinante  D,  so  ist  S  =  W  nach  Kap.  III,  §  25 
nichts  anderes  als  die  Discriminante  der  Form  77,  die  nur  in. 
den  beiden  Fällen  n  =  2  oder  3  mit  negativem  Vorzeichen 
zu  nehmen  ist.     Es  ist  also 

eine  bestimmte  Form  der  u  und  der  elementaren  symmetri- 
schen Formen  f^,  .  .  .,  f„  und,  wie  aus  der  Struktur  des 
Gleichungssystems  unmittelbar  zu  ersehen  ist, 

@xr = sr^, . . .,  «„,  f„ . . .,  f„) 

und  eben  Sit^  eine  m  x^y  .  .  .^  x^  symmetrische  Form,  also  als 
Form  von  ^i,  •  .  .,  **n?  fi>  •  •  •;  f«  darstellbar. 

Die  genauere  Gestalt  von  0  kann  leicht  ermittelt  werden; 
es  ist  ®,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  das  Produkt  aller  Faktoren 

WO  «1,  .  .  .,  i„  und  ji,  .  .  .,  j^  alle  Wertsysteme  durchlaufen,  die 
durch  Permutationen  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  w  gegeben  sind,  aber 
hi  •  •  'f  K  ^^^  hy  •  '  ">  in  verschiedene  solche  Wertsysteme  sind. 
Ordnet  man  0  nach  den  Potenzprodukten  C/q,  ZJ^,  . .  .,  JJ^y 
so  ist  jeder  Koeffizient  (nach  Kap.  II,  §  10)  eine  symmetrische 
Form  von  rr^,  . .  .,  x^\  wird  insbesondere  @  als  Form  der  u 
nach  dem  lexikographischen  Prinzip  (Kap.  11,  §  3)  geordnet 
und  ist  das  Glied  mit  C/"^  das  höchste,  so  können  wir  leicht 
zeigen,  daß  der  Koeffizient  von  C/^,  vom  Vorzeichen  abgesehen, 
eine  Potenz  von 

ist.  Es  ist  dieser  Koeffizient  ein  Produkt  von  Faktoren  {x^  —  x^'^ 
und  zugleich  eine  symmetrische  Form  der  x.  Der  Faktor 
^r  —  ^s  *^i*^  demgemäß  mit  einem  geraden  Exponenten,  z.  B 
2Ä;  auf.  Ist  aber  jener  Koeffizient  als  symmetrische  Form  der 
Unbestimmten    durch    {x^  —  a?,)^*    teilbar,    so    muß    er    auch 
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durch   {x^,  —  x^)^^  teilbar  sein  und  umgekelirt;  der  Exponent 
2h  ist  also  für  jeden  Faktor  x^,  —  x^  derselbe,  und  der  Koeffi- 
zient ist  M"^]   ,   wo  nur  in   den  Fällen   n  =  2   und  3   das 
negative  Vorzeichen  hinzutritt. 
Es  ist  demnach 

.    e  =  ^^^Tj,-\ 

Setzt  man  die  so  bestimmten  Werte  der  Koeffizienten  X/^^ 

h 

in  jene  Gleichung  des  Systems  2^^^\  in  der  i^  =  1  ist,   so  wird 

n\  —  l 
A=0 

oder 

wo  die  Symbole  (p^^^  vollständig  bestimmte  Formen  der  Größen 

**i^i  H 1"  ^n^n?  ^1^  •  •  •?  ^«;  fi7  •  •  -^  f«  darstellen.  Die  Gleichung 

(mit  der  Unbekannten  x) 

hat  also  die  Wurzel  z  =  u^x^ -{-••'  -\-  u^x^j  eine  Tatsache,  die 
nach  Kap.  III,  §  19  auch  durch  die  Kongruenz 

&x^  =  (p^'-\x,Ui,-",u^J^,--',f„),  (mod.x  —  u^x^ w^) 

ausgedrückt   wird,    wo    man   nun   r  =  1,  .  .  .,  w    setzen  kann. 
Es  wird  also  auch 


nnd 


@^P(z)  =  (ßz  —  (p,)-"  {ßz  -  ^J, 
(mod.  X  —  u^x,^ u^Xi^), 


wo  (pj^  kurz  für  (p^^){x,  %,  .  .  .,  u^,  f^,  .  .  .,  Q  steht. 
Es  ist  mithin 

@^P(Z)  —  (&Z  —  9>l)  •  •  •  i®^  —  ^r.) 

einerseits  eine  symmetrische  Form  der  Unbestimmten  x^y . ..,  x^^ 


andrerseits  durch  x  —  u^x^ 
auch    durch    x 


'  '  '  —  ^«^n  teilbar.    Sie  ist  also 
—  u^x^     teilbar,    wo   ?i,  •  •  -,  ^« 
eine  beliebige  Permutation  der  Zahlen  1,  .  .  .,  w  bedeutet.    Nun 


^i\ 
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sind  X  —  w^o;^^  —  ...  —  u^Xi  und  x  —  w^^r^-^  —  •  •  •  —  u^x^  als 
lineare  Formen  auch  Primformen  und  nicht  äquivalent,  wenn 
iif  ■  .  -j  in  ^^^^  Jiy  •  •  vi«  ^^®^  verschiedene  Permutationen 
bedeuten.  Wären  sie  nämlich  äquivalent,  so  müßte,  weil 
der  Koeffizient  von  x  in  beiden  gleich  1  ist,  auch  x^^  =  Xj^ 
u.  s.  f.  sein. 

Jene    Form    ist    also    durch    das    Produkt    der    Formen 

z  —  u^Xi^ u^Xi^,  d.  h.  durch  77 (^;  w^,  . . .,  u^-,  f^,  . . .,  Q 

teilbar,  d.  h.  es  ist  identisch: 

®-P(0)  =  (@0  —  (p,)---(®z-q>,)  +  N\n(x,u^---u,,f^,---Jn)' 

Ordnet  man  nach  den  Potenzprodukten  der  f,  so  muß  nach 
dem  Gaußschen  Prinzip  jeder  Koeffizient  für  sich  ver- 
schwinden, und  die  Identität  bleibt  also  eine  solche,  wenn 
man   in  ihr 

n  =  (-i)u, 

setzt.  Dann  entsteht  aber  aus  P(^)  die  Form  F(ß!)'^  ferner 
wird  aus  ®  eine  bestimmte  dem  Bereiche  (A)  entstammende 
Form,  die  ausführlicher  geschrieben 

lautet,  und  in  welcher  7)  die  Discriminante  von  F(z)  bedeutet. 
Ebenso  gehe  (p^,  .  .  .,  cp^y  M  und  77  in  bestimmte  dem  Be- 
reiche (A)  entstammende  Formen  der  Unbestimmten  ii?,  m^,  ...,  w^ 
über,  die  mit  /*/"),  .  .  .,  /•j«)il7'("),  Ö^(«)  bezeichnet  werden  sollen; 
und  man  erhält  schließlich  T'^Fiß)  gleich 


WO 


Qiu)  ^  ^«!  _|_ 


Sei  nun  die  Discriminante  von  F(ß)y  d.  h.  die  Größe  D 
von  0  verschieden,  so  kann  man  in  mannigfacher  Weise  für 
die  u  Wertsysteme  bestimmen,  z.  B.  auch  solche,  die  aus 
rationalen  und  ganzen  Zahlen  bestehn,  für  welche  T  einen 
von    0    verschiedenen  Wert   annimmt;   dieser  sei  if,  und  beim 
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Einsetzen  dieser  Werte  der  u  möge  noch  fi^\  M^"\  (r^")  in  f.^ 
M  und  G  übergelin.     Dann  erhält  man  schließlich 

F(^)  =  77(^  - 1/;.  w)  +  ^  &{x)  •  (G) 

Es  sei  G(x)  irgend  ein  irreduzibler  Faktor  von  G(x)'^ 
erweitert  man  dann  den  Bereich  (A)  durch  Adjunktion  einer 
Wurzel  X  von  G(x)  =  0  zu  (A,  a))  so  wird  |^.  =  -r  fi(^)  ®^® 
bestimmte  Größe  des  Bereichs,  und  aus  (G)  wird 

1=1 

d.  h.  die  Form  F(0)  ist  in  der  Tat  in  lineare  Faktoren  zer- 
legt; die  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  F(z)  =  0  sind 
die  Größen  ^^^  .  .  .,  |„,  die  sämtlich  verschieden  sind;  denn 
sonst  würde  F(2)  einen  mehrfachen  echten  Teiler  enthalten, 
während  doch  Dscr.  F(;2)  von  0  verschieden  ist. 

§  11.     Die  Entwicklungen  des  vorstehenden  Paragraphen 
lassen  sich  in  folgendem  Satze  zusammenfassen: 
Es  sei 

F(z)  =  ,-  +  A,z''-'  +  ---  +  A„ 

und  Dscr.  F(/)  von  0  verschieden.  Man  bilde  die  in 
oc^j  .  .  .y  x^  symmetrische  Form 


(0 
rechne  sie  in  die  Gestalt 

um  und  setze  f ,•  =  ( — l^-^..  Die  Discriminante  von  77 
ist  dann  eine  nicht  verschwindende  Form  der  u.  Man 
kann  demnach  für  diese  (auch  rationale  und  ganze) 
Wertsysteme  bestimmen,  so  daß  Dscr.  77  einen  von  0 
verschiedenen  Wert  erhält.  Setzt  man  ein  solches 
Wertsystem  in  77  ein,   so   erhält  man  eine  Form  G(x). 
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Ist  G(x)  ein  irreduzibler  Faktor  von  G(x),  so  ent- 
steht aus  (A)  durch  Adjunktion  einer  Wurzel  x  von 
Cr(^x)  =  0  ein  orthoider  Bereich  (A,  a),  in  dem  die 
Gleichung  n*®'^  Grades  F(0)  =  0  genau  n  voneinander 
verschiedene  Wurzeln  g^,  .  .  .,  |„  besitzt,  die  durch  die 
früher  festgesetzte  endliche  Reihe  von  Operationen 
endgültig  bestimmt  sind,  und  F{^)  ist  als  Produkt 
linearer  Faktoren 

dargestellt. 

Dabei  ist  —  wie  nochmals  betont  werden  soll  —  F(^) 
nicht  als  irreduzibel  vorausgesetzt. 

Eine  weitere  wichtige  Bemerkung  ist  die  folgende: 

Der  so  erhaltene  Bereich  (A,  a)  ist  der  „kleinste" 
orthoide  Bereich,  in  welchem  F^z)  als  Produkt  linearer 
Faktoren  darstellbar  ist,  in  dem  Sinne,  daß  jeder 
andere  Bereich,  der  durch  Erweiterung  von  (A)  ent- 
steht und  in  welchem  F(0)  die  erwähnte  Eigenschaft 
besitzt,  sämtliche  Größen  des  Bereichs  (A,  a)  enthält. 

Sind  nämlich  in  dem  angenommenen  erweiterten  Bereiche 
li,  .  .  .,  J„  die  Wurzeln  von  F(/)  =  0,  ferner  w^,  .  .  .,  u^ 
ein  den  Bedingungen  entsprechendes  Wertsystem,  so  ist 
1*1 1.  +  •  •  •  +  u^ii^  eine  Größe  des  Bereichs,  die  sich  von  a 
nicht  unterscheidet;  und  der  erweiterte  Bereich  enthält  dem- 
nach alle  Größen  des  Bereichs  (A,  a). 

Die  so  definierte  Gleichung  G(x)  =  0  ist  die  Galoissche 
Resolvente*)  der  Gleichung  F(z)  =  0  und  besitzt  die 
charakteristische  Eigenschaft,  daß,  wenn  a  eine  ihrer  Wurzeln 
bedeutet,  für  irgend  eine  Wurzel  1^  von  F(0)  =  0 

fe  =  4o  +  Ai^  H h  4-,«»-i«""' 

*)  Galois,  „Memoire  sur  les  conditions  de  la  resolubilite  des 
^quations  par  radicaux";  geschrieben  1831,  zuerst  veröffentlicht  in 
Liouville's  Journal,  Bd.  11,  1846;  dann  wieder  abgedruckt  in  den 
„Oeuvres",  Paris  1897.  pag.  33.  —  „Abhandlungen  über  die  algebraische 
Auflösung  der  Gleichungen  von  N.  H.  Abel  und  E.  Galois".  Deutsch 
herausgeg.  von  H.  Maser.     Berlin  1889. 


156  IV,    Die  algebraischen  Größen.     §  11.  12. 

wird,  da  J,.  dem  Bereiche  (A,  a)  angehört  und  jede  Größe 
dieses  Bereichs  in  der  angegebenen  Gestalt  geschrieben 
werden  kann. 

Da  die  Gleichung  F{z)  =  0  in  dem  Bereiche  (A,  a)  w 
verschiedene  Wurzeln  besitzt  und  also  F{z)  in  der  Form  P{ß) 
geschrieben  werden  kann,  wenn  man  statt  der  in  §  10  be- 
nutzten Zeichen  x^,  .  .  .,  x^  jetzt  Ij,  .  .  .,  |„  setzt,  sind  die  dort 
gegebenen  Entwicklungen  nun  auch  für  F{z)  gültig,  und  es 
sind  demnach  die  Größen  w^l^  ~\~  '  '■'  ~\~  '^J^in  durchweg  ver- 
schieden und  sämtlich  Wurzeln  der  Gleichung  G(x)  =  0; 
diese  Gleichung  vom  Grade  n\  hat  ebensoviele  verschiedene 
Wurzeln,  die  sämtlich  dem  Bereiche  (A,  «)  angehören.  Das- 
selbe ist  also  für  G(x)  =  0  der  Fall,  und  auch  dann,  wenn 
man  statt  G{x)  irgend  einen  andern  irreduzibeln  Faktor  von 
G{x)  wählt. 

Die  Galoissche  Resolvente  besitzt  also  in  jedem 
Bereiche,  in  dem  sie  überhaupt  eine  Wurzel  besitzt, 
so  viele  voneinander  verschiedene  Wurzeln,  als  ihr 
Grad  Einheiten  enthält. 

Wesentlich  ist  noch,  daß  man  in  dem  zu  Beginn  dieses 
Paragraphen  gegebenen  Satze  die  %,  .  . .,  u^  als  Un- 
bestimmte belassen  kann.  Denn  in  der  Identität  ((x^"))  des 
§  10  verschwindet  G^^\x,  %,...,  w„),  wenn  man  x  =  Wj  J,.^  -\- 
•  •  •  4"  u^ii^  setzt,  und  es  wird 

F(,z) =n{'-^  mi^A  +  ■■■  +  «j«;  «1.  •  • ;  «n)) ' 

WO  T  eine  von  0  verschiedene  Form  ist.  Dann  müssen  aber,  da 
0  —  li, . . .,  ;^  — 1„  sämtliche  irreduzible  lineare  Faktoren  von  F^s) 

darstellen,   die   Größen   -^,    abgesehen   von    der  Reihenfolge, 

mit  li,  .  .  .,  1^  übereinstimmen,  also  bei  Ausrechnung  von  -^ 
die  Unbestimmten  t%,  . .  .,  «*^  von  selbst  herausfallen. 
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§  12.  Die  Grleicliung  G{x)  =  0  vom  Grade  n\  hat  im 
Bereiche  (A,  a)  die  w!  Wurzeln  u^^^^  +  '  '  *  +  ^«1»«;  ^i®  all© 
voneinander  verschieden  sind;  die  Form  G(x)  ist  also  in 
diesem  Bereich  ein  Produkt  linearer  und  nicht  äquivalenter 
Formen;  sie  besitzt  demnach  keinen  mehrfachen  Teiler,  und 
ihre  Discriminante  ist  von  0  verschieden. 

Ist  für  den  Bereich  (A) 

G(x)  =  G(x)H(x)..., 
wo    Gf  H,  . .  .  irreduzible  Formen  bedeuten,   so   müssen  auch 
diese  im  Sinne   der  Äquivalenz   verschieden  sein,   da   die  Dis- 
criminante dieselbe  Größe,  wie  früher,  demnach  wieder  von  0 
verschieden  ist,  also  auch  jetzt  kein  mehrfacher  Teiler  existiert. 

Die  Gleichungen  G(x)  =  0,  H(x)  =  0, .  .  .  können  gleich- 
mäßig als  Galoissche  Resolventen  der  vorgelegten  Gleichung 
F(^)  =  0  angenommen  werden.  Sind  a,  ß,  .  .  .  je  eine  ihrer 
Wurzeln,  so  enthält  der  Bereich  (A,  a)  auch  ß  und  ebenso 
der  Bereich  (A,  ß)  wieder  a.  Die  Bereiche  (A,  c^),  (A,  ß)  sind 
demnach  überhaupt  nicht  voneinander  verschieden;  dies  folgt 
übrigens  schon  aus  der  Tatsache,  daß  sowohl  (A,  a)  als  auch 
(A,  ß)  den  kleinsten  orthoiden  Bereich  darstellt,  der  durch 
Erweiterung  von  (A)  entsteht,  und  in  welchem  die  Gleichung 
F(2)  =  0  n  Wurzeln  besitzt.  Daraus  ergibt  sich  noch  leicht 
der  folgende  Satz: 

Die  irreduzibeln  Faktoren  von  G(x)  im  Bereiche  (A) 
sind  von  gleichem  Grade. 

Sei  G(x)  vom  Grade  Je,  H(x)  vom  Grade  l.  Da  ß  und 
auch  jede  Potenz  von  ß  dem  Bereiche  (A,  a)  angehört,  hat  man 

r  =  A^  +  Ai^  +  '■-  +  A,*-i^*-' 

(r  =  0,l,...,Ä) 
und    kann    dem   Bereiche    (A)    angehörige    Größen  C^y  . . .,  0^ 
bestimmen,  die  nicht  sämtlich  verschwinden  und  den  Gleichungen 

J'c;^,.  =  0        (s  =  0,  •••,&- 1) 


^0 

genügen.    Es  ist 


c„  +  c,^+-+c#  =  o. 
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Da  nun  die  Gleichungen  H{z)  ==  0  und 

Ci0)^C,+  C,0  +  ---  +  C,z'  =  O 

die  gemeinsame  Wurzel  ß  besitzen,  haben  H(0)  und  C(^)  den 
gemeinsamen  Teiler  z  —  /3,  also  ist  Res.  (1Z"(^),  (7(^))  =  0. 
Wäre  der  Grad  von  £[(0)  größer  als  h^  so  würde  11(0)  im 
Widerspruche  zur  Annahme  eine  in  (A)  reduzible  Form. 
Es  ist  also  l  ^  k'j  ebenso  beweist  man,  daß  h  -^l.  Mithin  wird 
in  der  Tat  k  =  1.. 

Der  Grad  der  Galois sehen  Resolvente  heißt  die  Ordnung 
der  Gleichung  F(0)  =  0  im  Bereiche  (A)  und  ist  demnach 
für  diesen  eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl. 

§  13.  Der  bisher  ausgeschlossene  Fall,  daß  die  Dis- 
criminante  der  Gleichung  F^z)  =  0  verschwindet*), 
läßt  sich  leicht  in  die  bisherige  Betrachtung  einfügen. 

Die  Zerlegung  von  F^z)  in  irreduzible  Faktoren  liefert 
jedenfalls 

77» p«i  T>'h' 

X  j:  ^     •  .  .  ^y    , 

WO  Pj,  .  . .,  P^  irreduzible  Formen  bedeuten.  Wird  die  Deri- 
vierte  nach  0  durch  einen  Accent  bezeichnet,  so  ist 

und  hiemach 

(Fiz),  F\z))  ~  D{z)  =  P°'-' . . .  P,"^-', 
also 

F{z)  _  -p  p 

D{Z)  —  -^1"  '-^rf 

eine  Form,  deren  Discriminante  nicht  verschwindet.  Man  kann 
nun  für  diese  Form  den  Galois  sehen  Bereich  bestimmen,  in 
dem  sie,  und  daher  auch  P^,  .  .  .,  P^  in  ein  Produkt  linearer 
Formen  zerfällt;  und  in  diesem  Bereiche  wird  dies  auch  für  P 
der  Fall  sein. 


*)  Als  „Discriminante   der  Gleichung  F{z)  =  0"  bezeichnet  man 
die  Discriminante  der  Form  F(z). 


I 
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Man  kann  folglich  ganz  allgemein  als  Galoisschen  Be- 
reich der  Gleichung  F(ß)  =  0  in  Bezug  auf  den  Bereich 
A  den  erweiterten  Bereich  (A,  a)  verstehn,  der  durch 
Adjunktion  einer  Wurzel  a  der  Galoisschen  Resol- 
vente entsteht,  die  der  Gleichung 


F(z) 


=  0 


(F{z),  F\z)) 

entspricht.  Diese  Gleichung  soll  auch  allgemein  als 
Galoissche  Resolvente  der  Gleichung  Fis)  =  0  be- 
zeichnet werden. 

In  diesem  Galoisschen  Bereiche  wird 

und  die  Größe  |^  heißt  dann  eine  ä:- fache  Wurzel  der  Gleichung 
F(z)  =  0.  Mehrfache  Wurzeln  existieren  dann  und  nur  dann, 
wenn  Dscr.  jP(^)  verschwindet. 

Die  G-attuugsbereiche. 

§  14.  Es  sei  ein  bestimmter  und  wohldefinierter  orthoider 
Bereich  (A)  vorgelegt,  F(0)  =  0  eine  Gleichung,  deren 
Koeffizienten  diesem  Bereiche  angehören,  G(x)  ==  0  die 
Galoissche  Resolvente  dieser  Gleichung.  In  dem  durch  Ad- 
junktion einer  Wurzel  a  der  Gleichung  G(x)  =  0  erweiterten 
Bereiche  (A,  a)  zerfällt  F(0)  in  lineare  Faktoren,  die  nach 
dem  Vorhergehenden  als  gegeben  betrachtet  werden  können. 
Die  Gleichung  F(^)  =  0  hat  dann  n  verschiedene  Wurzeln 
£i;  •  •  V  ?«j  is*  ^^  Discriminante  von  F(z)  von  0  verschieden, 
so  ist  fi  zugleich  der  Grad  der  Gleichung  F(0)  =  0;  im  ent- 
gegengesetzten Falle,  der  im  folgenden  eingeschlossen,  aber 
ohne  Bedeutung  ist,  wird  der  Grad  größer  als  n. 

Ist 

mu . . .,  y 

irgend  eine  Form  der  Größen  |  mit  dem  Bereiche  (A)  an- 
gehörigen  Koeffizienten,  so  wird 

(0 
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wo  das  Produkt  über  alle  Permutationen  ^'i,  •  •  .;  ^«  ^6^  Zahlen 
1, .  ..jU  auszudelmen  ist,  eine  symmetrische  Form  der  Jj^,  . . ,,  |^, 
also  eine  Form  von  y  mit  dem  Bereiche  (A)  angehörigen 
Koeffizienten.  Diese  zerfällt  in  irreduzible  Faktoren,  von  denen 
jedenfalls  einer,  gleich  0  gesetzt,  eine  Gleichung  liefert,  welche 
im  Bereiche  (A,  a)  die  Wurzel  /"(li, . . .,  i^)  besitzt.  Es  sei  diese 
Gleichung  g)(y)  =  0.  Die  übrigen  Wurzeln  von  (p(^)  =  0 
haben  in  demselben  Bereiche  jedenfalls  die  Gestalt,  f(ß^  ,  . . .,  |^  ), 
und  ihre  Anzahl  stimmt  mit  dem  Grade  von  g)(y)  überein. 
Bezeichnet  man  die  Wurzeln  von  g?(«/)  =  0  kurz  mit  r]^^  r^^, 
. .  .,  tj^f  so  erhält  man,  wenn  der  Bereich  (A)  durch  Adjunktion 
einer  Wurzel  -»^^  von  (p(q/)  =  0  erweitert  wird,  nach  den  Er- 
<)rterungen  in  §  7  einen  bestimmten  orthoiden  Bereich  (A,  7]^), 
der  einfach  aus  sämtlichen  Größen  von  der  Gestalt 

A  +  A%  +  ■■-  +  ^m-iv^'-' 

besteht.  Wir  nennen  —  nach  Kroneckers  Terminologie*)  — 
den  Bereich  (A,  rj^  einen  dem  Bereiche  (A)  entstammen- 
den   Gattungsbereich    und    (A)    den    Stammbereich    von 

Die  Bereiche  (A,  tj^),  .  .  .,  (A,  rj^)  sind  konjugierte 
Gattungsbereiche;  die  Größen  ^^,  .  .  .,  rj,^  —  als  Wurzeln 
derselben  irreduzibeln  Gleichung  —  und  allgemeiner  auch  die 
m  Größen  J-o  +  Aj^rj.  +  •  •  •  +  Ä^_^rjf-^  (i  =  1^ .  .  .^  m)  kon- 
jugierte Größen;  dabei  ist  selbstverständlich  der  Ausdruck 
„konjugiert"  in  Bezug  auf  (A)  und  die  Gleichung  ^(^)  ^=  0 
zu  verstehn,  da  in  einem  erweiterten  Bereiche  die  Gleichung 
tp{y)  ==  0  eventuell  nicht  mehr  irreduzibel  ist  und  die  dann 
verschiedenen  Faktoren  entsprechenden  Wurzeln  nicht  mehr 
konjugiert  sind.  —  Als  spezieller  Fall  sind  hierin  die  kon- 
jugierten Bereiche  (A,  |^)  und  die  konjugierten  Wurzeln  der 
Gleichung  F{/)  =  0  enthalten,  wenn  /"=  1^  gesetzt  wird. 

Ein  Galoisscher  Gattungsbereich  ist  ein  solcher, 
der   „keine    konjugierten  hat",    d.  h.  für  den  die  kon- 


*)  Festschrift,  §  2. 


I 
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jugierten  (A;  %),  .  .  .,  (A,  rj^  zusammenfallen.  Das  ist 
in  der  Tat  —  wie  früher  (§  10,  11)  bewiesen  wurde  — 
immer  der  Fall,  wenn  2/  =  '^ilti  +  *  *  '  +  ^n?»«?  ^^^^  ^Iso 
die  Gleichung  g^(y)  =  0  die  Galoissche  Resolvente  ist.  Daß 
umgekehrt  die  konjugierten  zusammenfallen,  bedeutet  soviel, 
daß  nach  Adjunktion  einer  Wurzel  der  Gleichung  9)(^)  =  0 
der  erweiterte  Bereich  auch  die  übrigen  Wurzeln  rj^,  .  -  .,  rj^^ 
enthält.  Der  „kleinste"  Bereich,  in  dem  die  Gleichung  ^  (^)  =  0 
eine  Wurzel  besitzt,  fällt  also  mit  dem  „kleinsten"  Bereiche, 
in  dem  sie  m  Wurzeln  besitzt,  mit  dem  Galois sehen  Bereiche 
zusammen;  der  Bereich  ist  daher  ein  „Galois scher  Bereich". 

Jede  Größe  des  Bereichs  (A,  %)  genügt  einer  in 
Bezug  auf  den  Bereich  (A)  irreduzibeln  Gleichung^ 
deren  Grad  ein  Teiler  des  Grades  m  der  Gleichung 
<p{y)  =  0  ist.     Schreibt  man  jene  Größe 

9iVr)  ==  A  +  AVi  +  •  •  •  +  ^n.-lV?-\ 

SO  genügt  sie  jedenfalls  der  Gleichung 

m 

ff(.)=/7(^-K%))  =  o, 

1=1 

WO  das  links  stehende  Produkt  symmetrisch  in  den  7]^  ist,  die 
Gleichung  also  jedenfalls  die  Form 

erhält  und  dem  Stammbereiche  (A)  angehörige  Koeffizienten 
besitzt. 

Ist  diese  Gleichung  irreduzibel,  so  ist  der  ausgesprochene 
Satz  richtig.     Im  entgegengesetzten  Falle  sei 

ein  irreduzibler  Faktor  der  links  stehenden  Form,  dem  z.  B- 
die  Wurzel  g(r]^)  entspricht.     Dann  hat  die  Gleichung 

die  Wurzel  9^.  mit  (p{y)  =  0  gemeinsam.     Es  ist  also 

Res.  (^(^(2/)),  9(2/))  =  0 

König,  algebraische  Größen  11 
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und^  da  (p{y)  irreduzibel  ist,  muß 

sein;  d.  h.  der  Gleichung  i){g{yj)  =  0  entsprechen  alle  Werte 
Vi)  '  '  '7  Vm}  ^®^  Gleichung  11^(0)  =  0  alle  Werte  g(r}^)  als 
Wurzeln.  Da  diese  Gleichung  irreduzibel  ist,  sind  die  Wurzeln 
von  il){z)  =  0  alle  verschiedenen  Werte  von  g  (rj^ ,  die  selbst- 
verständlich als  einfache  Wurzeln  auftreten.  Dies  gilt  aber 
für  jeden  irreduzibeln  Faktor  von  Hiß),  diese  Faktoren  sind 
also  von  gleichem  Grade  h,  und  es  ist  demnach  m  =  M^  wo  l 
die  Anzahl  der  irreduzibeln  Faktoren  von  -Ef(^)  bedeutet  und 
11(0)  =  {ip{0)y]  damit  ist  aber  der  ausgesprochene  Satz  all- 
gemein bewiesen. 

§  15.  Eine  Größe  g(ri^)  des  Bereichs  (A,  rj-)  ist  von 
der  h^"^  Ordnung,  wenn  sie  einer  in  (A)  irreduzibeln 
Gleichung  k^^  Grades  genügt.  Dabei  ist  immer  — 
nach  dem  Vorstehenden  —  h  ein  Teiler  von  m,  wenn 
m  die  Ordnung  der  Größe  rj.  bezeichnet. 

Konjugierte  Größen  sind  stets  von   gleicher  Ordnung. 

Ist  die  Größe  rj^  von  der  w**^  Ordnung,  so  soll  auch 
der  Gattungsbereich  (A,  rj.)  von  der  m^^  Ordnung  ge- 
nannt werden;  dieser  enthält  aber  auch  Größen  niedrigerer 
Ordnung,  unter  diesen  jedenfalls  die  Größen  erster  Ordnung,, 
die  schon  dem  Stammbereiche  (A)  angehören. 

Die  sämtlichen  Größen  m^^^  Ordnung,  die  in  dem  Gattungs- 
bereiche m^^  Ordnung  enthalten  sind,  bilden  in  ihrer  Gesamt- 
heit eine  bestimmte  Gattung  von  in  Bezug  auf  den  Stamm- 
bereich (A)  algebraischen  Größen,  die  wir  abermals  als  von 
der  m*®^  Ordnung  bezeichnen. 

Jede  Form  der  Wurzeln  1^,  . . .,  ^;t  der  Gleichung  i^(^)  =  0 
bestimmt  demgemäß  einen  bestimmten  Gattungsbereich  und 
eine  bestimmte  Gattung  von  in  Bezug  auf  den  Stammbereich 
(A)  algebraischen  Größen.  Im  Gattungsbereiche  sind  alle 
Größen   der   Gattung   enthalten.     Der   Gattungsbereich   enthält 
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aber  auch  andere,  „niedrigere"  Gattungen,  und  zwar  in  der 
Weise,  daß,  wenn  er  irgend  eine  Größe  ¥^^  Ordnung  y  ent- 
hält, er  auch  sämtliche  Größen  der  durch  diese  definierten 
Gattung  enthält.  Denn  diese  sind  ja  von  der  Gestalt 
Aq  +  A^y  +  •  •  •  +  ^;t-i5^^~\  ^^  7  ^^^  Annahme  nach  in 
ähnlicher  Weise  durch  tj.  ausdrückbar  ist. 

Diese  Bestimmungen  dehnen  sich  unmittelbar  auf  die 
„rationalen  Funktionen  der  Wurzeln  von  -F(^)  ==  0" 
aus,  d.  h.  auf  Größen 

aus,  wo  fiiiif  '  ' -y  ^k)  ^^^  ^  verschieden.  Multipliziert  man 
nämlich  mit  den  konjugierten  Größen  von  ^2(^1;  •  •  v  ^k)  ^^  Zähler 
und  Nenner,  so  wird,  wenn  die  Gleichung  für  ^(li,  .  .  .,  J^): 

^  +  Ci^-  +  ...  +  c,  =  o 

lautet,  der  Nenner  C^^  sein,  und  dieser  Koeffizient  ist  nicht  0, 
weil  diese  Gleichung  sonst  reduzibel  wäre,  und  jener  Ausdruck 
ist  damit  unmittelbar  auf  die  Gestalt  /(Ji, . . .,  JJ  zurückgeführt. 

Jede  Größe  m^^  Ordnung  y,  die  in  dem  Gattungs- 
bereiche m*^'"  Ordnung  (A,  rj^)  enthalten  ist,  bestimmt 
diesen  Gattungsbereich  und  die  in  ihm  enthaltene 
Gattung  m**'  Ordnung  in  gleicher  Weise. 

Dieser  Satz  kann  so  formuliert  werden,  daß,  wenn  y  und 
r^i  von  der  w*®^  Ordnung  sind  und  y  in  (A,  t]^  enthalten 
ist,  die  Gattungsbereiche  (A,  y)  und  (A,  t^^)  dieselben 
Größen  enthalten. 

Der  Annahme  nach  ist  auch  jede  Potenz  von  y  in  (A,  7;^) 
enthalten,  also 

?"  =  Ao  +  A.Vi  +  ■  •  ■  +  ^.„-iC-'; 
(r  =  o,  1, ...,  w-l) 

und  die  Determinante  |  A^^  \  kann  nicht  verschwinden;  denn 
aus  A^^\  =  0  würde  die  Existenz  eines  dem  Bereiche  (A) 
angehörigen  Größensystems  C^(r  =  0,  •  •  •,  m  —  1)  folgen, 
dessen  Elemente  nicht  sämtlich  Null  sind,  und  den  Gleichungen 

11* 
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7)1 1 

2C^A^,  =  0  (s  =  0,  . .  ,  m  -  1) 

genügen.     Dann  wäre  aber  auch 

und  y  keine  Größe  m^"^  Ordnung.  Ist  aber  nun  |^^J  nicht  0, 
so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  für  y^  auch 

%  =  -Bo  +  -Biy  +  --+5,„_,r'"-S 

d.  h.  es  ist  iq^  und  damit  jede  Größe  des  Gattungsbereichs 
(A,  ri^  auch  in  (A,  y)  enthalten. 

Endlich  erkennt  man  noch  unmittelbar,  daß,  wenn  die  Größe 
a  im  Gattungsbereiche  (A,  ri^  enthalten  ist,  auch  alle  Größen 
der  Gattung  von  a  und  des  Gattungsbereichs  (A,  a)  in  (A,  i^,) 
enthalten  sind. 

Die  Gattung  von  a  ist,  wenn  a  eine  Größe  ¥^^  Ord- 
nung, die  einzige  im  Gattungsbereiche  (A,  a)  enthaltene  Gattung 
^ter  Ordnung. 

Die  Gattung  von  a  ist  unter  der  Gattung  von  ß  ent- 
halten, wenn  ihre  sämtlichen  Größen  Größen  des  Gattungs- 
bereichs (A,  ß)  sind. 


G-attungsbereiche,    deren  Stammbereich   selbst  schon 
ein  G-attungsbereich  ist. 

§  16.  Es  sei  wieder  (A)  der  orthoide  Bereich,  von  dem 
wir  ausgehn;  F{z)  irgend  eine  dem  Bereiche  (A)  entstammende 
irreduzible  Form,  und  |^,  .  .  .,  |„  die  Wurzeln  der  Gleichung 
F{z)  =  0  in  dem  entsprechend  erweiterten  Bereiche.  Dann 
ist  der  Gattungsbereich  (A,  |^)  abermals  ein  orthoider  Bereich, 
der  als  neuer  Ausgangspunkt  für  die  bisher  entwickelte  Be- 
griffsbildung dienen  kann,  so  daß  (A,  |^)  jetzt  die  bisher  von 
(A)  eingenommene  Rolle  erhält.  Dies  führt  zur  Bildung  von 
Gattungsbereichen,  deren  Stammbereich  selbst  schon  ein 
Gattungsbereich  ist,  die  also,  wenn  sie  von  den  bisher  be- 
trachteten    Gattungsbereichen     „ersten    Ranges"     verschieden 
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wären,  Gattungsbereiche  „höheren  Ranges"  darstellen  würden. 
Es  wird  sich  aber  das  wichtige  Resultat  ergeben^  daß  die  ans 
dem  Stammbereiche  (A)  gebildeten  Gattnngsbereiche 
schon  eine  in  sich  abgeschlossene  Gesamtheit  bilden; 
d.  h.,  wenn  man  von  einem  Gattungsbereich  als  Stammbereich 
ausgeht,  der  so  entstehende  Gattungsbereich  „höheren  Ranges" 
nichts  anderes  als  ein  aus  (A)  entstammender  Gattungsbereich  ist. 

Bevor  wir  aber  hierauf  näher  eingehen,  muß  gezeigt  werden, 
daß  die  Begrijffsbildung,  die  zu  einem  aus  (A,  1^)  entstammen- 
den Gattungsbereiche  aufsteigt,  in  der  Tat  sich  vollständig 
unter  die  Entwicklungen  der  §§  14,  15  einreiht.  Dies  ist  der 
Fall,  wenn  wir  folgenden  Satz  beweisen  können. 

Mit  (A)  ist  immer  auch  der  Gattungsbereich  (A,  |^) 
ein  wohldefinierter  orthoider  Bereich. 

Nach  den  Festsetzungen  in  §  3  dieses  Kapitels  ist  darunter, 
ausführlicher  formuliert,  Folgendes  zu  verstehen.  Mit  jener 
Methode,  die  es  ermöglicht,  in  einer  endlichen  Anzahl  von 
Schritten  die  irreduzibeln  Faktoren  irgend  einer  aus  (A)  ent- 
stammenden Form  zu  bestimmen,  ist  immer  zugleich  eine 
Methode  gegeben,  die  dasselbe  Problem  für  irgend  eine  aus 
dem  Gattungsbereiche  (A,  |.)  entstammende  Form  vollständig 
erledigt.    Diese  Methode  soll  nun  ausführlich  dargelegt  werden.*) 

Hierzu  dienen  zuerst  die  folgenden  vorläufigen  Bemerkungen. 

Es  sei  die  Form  —  die  in  Bezug  auf  eine  der  Un- 
bestimmten X  als  regulär  angenommen  werden  kann  und  soll  — 

^(0  (x)  =  ;x;«  4-  a»^«- 1-1 [-  aW 

gegeben,  wo  a^^  dem  Gattungsbereiche  (A,  |^)  entstammende 
Formen  der  übrigen  Unbestimmten  sind,  also  ausführlich 

««  =  ^.0  +  Ani,  +  •  •  ■  +  A  «-lif-^ 

und  demnach  A^^  wieder  dem  orthoiden  Bereiche  (A)  ent- 
stammende Formen    bedeuten.      Diese  Form   ^(')    sei   in  Fak- 


*)  Zuerst  von  Kronecker  angegeben  in  §  4  der  „Festschrift". 
Siehe  auch  die  früher  citierte  Abhandlung  von  Molk  (Acta  math. 
Bd.  VI). 
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toren  zu  zerlegen,  die  im  Gattungsbereiche  (A,!^)  irreduzibel 
sind.  Die  Bezeichnungen  ^^'^  und  «^  sind  deshalb  notwendig, 
weil  wir  die  „konjugierten  Formen"*)  0^^\  .  .  .,  0^""^  zugleich 
betrachten  müssen. 

Die  Existenz  einer  solchen  Zerlegung 

0i')(x)  =  P(i\x)  .  .  .  P)p(x)  (a) 

und  auch  die  volle  Eindeutigkeit  dieser  Zerlegung,  wenn  der 
Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x  in  jedem  irreduzibeln 
Faktor  P['^  gleich  Eins  ist,  sind  in  §  3  dieses  Kapitels  nach- 
gewiesen; es  kommt  nur  darauf  an,  diese  Faktoren  wirklich  zu 
bestimmen.  Femer  ist  auch  klar,  daß  jene  Faktorenzerlegung 
sich  zu  gleicher  Zeit  für  die  konjugierten  Formen  in  den  kon- 
jugierten Gattungsbereichen  ergibt;  da  ja  für  ^.  nur  die  Vor- 
aussetzung eintritt,  daß  diese  Größe  eine  Wurzel  der  in  (A) 
irreduzibeln  Gleichung  i^(^)  =  0  ist,  also  die  Resultate  für 
i  ==  1,  .  .  .j  m  gleichmäßig  gelten. 

Setzt  man  x  =  ui^-\-  v,  wo  u  und  v  neue  Unbestimmte 
sind,  so  ist  auch 

m{ui,  +  v)-=  p^Kui  +  V)...  pfiuh,  +  V)  ,      {\) 

und  umgekehrt  folgt  aus  einer  Zerlegung  von  ^('^(w|.  -\-  v): 

O^ul  +  v)  =  q{){u,  v)...  Q["(u,  v)  (b,) 

wenn  man  wieder  u^^  -\-  v  =  x  setzt, 

0(')(^)  =  Qi^)  (u^  X  —  ^,u)  .  . .  Q?  (u,  x  —  |,w) 

eine  Zerlegung  von  0(')(^);  denn  diese  Form  kann  durch  keine 
Form  teilbar  sein,  welche  die  Unbestimmte  u  wirklich  ent- 
hält; es  muß  also  aus  Q^^u,  x  —  |-w)  die  Unbestimmte  u  von 
selbst  herausfallen. 

In  der  FaktorendarsteUung  (a)  und  (fej)  oder  (b^)  von 
0^'\x)  und  0^'\ui.  -\-  v)  müssen  endlich  die  Faktoren  P^\x) 
und    P('")(w|^  -j"  v)    zugleich    irreduzibel    sein;    denn    aus    einer 


*)   Konjugierte   Formen  sind    solche  Formen,    die   in  gleicher 
Weise  aus  konjugierten  Koeffizientenreüien  aufgebaut  werden. 
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wirklichen  Zerlegung  der  einen  Form  folgt  nach  dem  eben  Ge- 
gasten eine  ebensolche  für  die  andere  Form. 


§  17.  Wir  führen  nun  die  Betrachtung  in  dem  durch  die 
Gleichung  F{z)==0  definierten  Galois sehen  Bereiche  weiter, 
der  die  Größen  Ij,  .  .  .,  |^  sämtlich  enthält.  Dann  ist  aber 
für  irgend  zwei  der  Formen 

der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  ~  1.  (Um  eben 
diese  Vereinfachung  des  Problems  zu  erreichen,  muß  im  all- 
gemeinen die  Transformation  x  =  u^^  -{-  v  benutzt  werden). 
Ist  nämlich,  ausführlich  geschrieben, 

d)«(M|^.  +  v)  =  {ui  +  vf  +  «»(«li  +  vy-'  -!-...  +  „«, 

$«(»i-  +  «')  =  (Miy+  ^)"  +  «<i^>(«i-+  «)"-^  +  •  •  •  +  <'■', 
so  wird  weiter,  wenn  man  u^^  -^  v  =  w  setzt, 

und  demnach 

0(})(w)  =  i^«  +  aW^^«-i  -1 1-  c^« 

^^'Kw  +  u  a^  -  I,))  =  (w  +  u  Üj  -  I,))« 

und  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  dieser  transformierten 
Form  ist  dann  und  nur  dann  Eins,  wenn  dies  für  die  ursprüng- 
lichen Formen  der  Fall  war.  Daß  aber  für  diese  transfor- 
mierten Formen  in  der  Tat 

(0(0  (w),  m{w  +  u  %  -  I,)))  - 1 

ist,  wird  aus  der  Bemerkung  evident,  daß  dieser  größte  ge- 
meinschaftliche Teiler,  als  Teiler  von  ^^\w\  nur  eine  Form 
sein  kann,  welche  die  Unbestimmte  u  nicht  enthält,  und  also, 
wenn  man  O^  (w;  -|-  i^  (g^.  —  | .))  nach  Potenzen  von  u  ordnet, 
den  Koeffizienten  jeder  Potenz  von  u,  also  auch  den  Koeffi- 
zienten von  w",  d.  i.  die  Größe 
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teilen  muß.  Da  aber  diese  Größe  von  0  verschieden  ist  und 
von  den  Unbestimmten  frei  ist,  muß  der  angenommene  größte 
gemeinschaftliche  Teiler  ^^  1  sein. 

Wir  können  nun  weiter  voraussetzen,  daß  Dscr.  0^^'>(x) 
von  0  verschieden,  also  0^'\x)  keinen  mehrfachen  Teiler 
besitzt,  da  sonst  eine  Zerlegung  0(')  =  00)^(0  bekannt  und 
die  weitere  Arbeit  an  diesen  Faktoren  ausgeführt  werden  kann. 

Dann  ist  endlich 

m 


eine  dem  Bereiche  (A)  entstammende  Form  der  Unbestimmten 
Uy  V  und  der  übrigen  x^  die  keinen  mehrfachen  Teiler  besitzt* 
denn  irgend  ein  irreduzibler  mehrfacher  Teiler  müßte  ein  mehr- 
facher Teiler  einer  Form  0^'\  oder  ein  gemeinschaftlicher  Teiler 
von  0^^  und  C^(^)  sein,  während  doch  keiner  der  beiden  Fälle 
stattfindet.  ' 

Zerlegt  man  nun  die  Form  G(u,v)y  die  dem  wohldefi- 
nierten Bereiche  (A)  entstammt,  in  diesem  Bereiche  in  irre- 
duzible  Faktoren 

G  {Uj  v)  ==  G^  (w,  v)  G^  {li,  v)  .  . .  Gg  (Uj  v)y 

so  wird  im  Bereiche  (A,  |.) 

{m  {ul,  +  v),  G,  {u,  V))  -  Q^  (u,  v) 

ein  irreduzibler  echter  Teiler  von  0^^  sein.  Es  kann 
zuerst   §(f)  ~  1  nicht  stattfinden,  sonst  wäre  auch 

(0(')  iu^  +  V),  G^  {u,  v))r^l       (i  =  1,  . .. .,  m) 

und  demnach 

{G,  G,)  -  1 

während  doch  G^  ein  von  1  verschiedener  Teiler  der  Form 
G  ist. 

Es  kann  aber  auch  nicht 

d.  i.  das  Produkt  zweier   echter  Teiler   sein;   denn   Qf^  ist   für 
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i  =*=  ly  .  .  .y  m  immer  ein  Teiler  von  0('')(w|.  -\-  v)  und,  da 
(^b^  0(»)  ^  1^  ist  demnacli  auch  (Qlj\  Ql^^)  ^  1.  Da  nun  G^ 
durch   Q^J^  für  i  ^  1,  .  .  .,  m   teilbar  ist,   muß   G^  auch   durch 

rn 

JJ  Qi^^  teilbar  sein.     Es  wäre  demnach 

m  m 

das  Produkt  zweier  wirklichen  Formen  aus  (A);  denn  mit 
Q^Jl  enthält  auch  das  Produkt  dieser  Formen  die  Unbestimmten. 

Wendet  man  dieses  Verfahren  auf  sämtliche  Formen 
(xj  (w,  v),  .  .  .,  G^(UyV)  an,  so  erhält  man  alle  irreduzibeln 
Teiler  von  0^'^  (^;  ^) ;  denn  jeder  solcher  muß  in  einer  der 
Formen  Gj,  .  .  .,  ö^,  als  Teiler  enthalten  sein. 

Die  irreduzibeln  Teiler  Q^^'^(u,  v)  (r  =  1,  .  .  .,  s)  sind  auch 
sämtlich  verschieden;  sonst  hätten  —  im  Widerspruche  mit 
unsem  Entwicklungen  —  G^  und  G^'  einen  gemeinschaftlichen, 
also  G  einen  mehrfachen  Teiler. 

Weiter  ist  jeder  irreduzible  Teiler  von  ^^^  in  einer  und  nur 
einer  der  Formen  G^  enthalten,  also 

0(0  (m|,  +  v}=  <3</)  («,  v),...,  Qf-p  (u,  v) 

und  endlich,  wieder  u^^  -\-  v  =  x  gesetzt: 

0(')(x)  =  P(i){x)  ...  Pf^ix), 

da  in  den  Formen  rechts,  wenn  man  v  =  x  —  u^.  setzt,  u  von 
selbst  herausfallen  muß. 

Die  Zerlegung  einer  Form  0^'^(x)y  deren  Discrimi- 
nante  von  0  verschieden  ist,  in  irreduzible  Faktoren 
für  den  Gattungsbereich  (A,  |^)  geschieht  daher  nach 
folgender  Regel. 

m 

Man  bilde  die  Form  U 0^\ul^-\-v)=  G(ii,v)j  deren 
1=1 

Koeffizienten  dem  Bereiche  (A)  angehören,  und  zerlege 
G  nach  den  für  (A)  geltenden  Methoden: 

G  =  G^G^ .  . .  G,. 
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Ist  alsdann 

(^iu^,  +  V),  G,(u,  V))  ^  Qp(u,  v), 

0(0  (^|.  +  v)^  Öl')  (^,  v)...  Q(;)  {u,  v) 
oder,  wenn  wieder  w|^.  -\-  v  =  x  gesetzt  wird: 
^(0  (x)  -  Q<l)  (u,x  —  uli)...  Q^)  {u,  X  —  ui;)  -  Ff  {x)...  J^)  {x) 
die  gesuchte  Zerlegung. 

§  18.  Die  soeben  entwickelte  Methode,  die  die  Zerlegung 
der  dem  Gattungsbereiche  (A,  1^)  entstammenden  Form  ^(')  in 
irreduzible  Faktoren  liefert,  ist,  [wie  ihre  Darstellung  zeigt, 
von  der  Anzahl  der  in  der  Form  auftretenden  Unbestimmten 
prinzipiell  völlig  unabhängig.  Es  mag  jedoch  erwähnt  werden, 
daß  man  für  den  Fall,  wo  die  Form  mehr  als  eine  Unbe- 
stimmte enthält,  nach  den  Erörterungen  in  Kap.  II,  §  4  von 
0(')  zu  der  dort  definierten  entsprechenden  Form  einer  Un- 
bestimmten 9)(*)  übergehen  kann;  die  in  endlicher  Anzahl  vor- 
handenen Teiler  von  (p^'^  ergeben  dann  sämtliche  Teiler  von 
(D('),  also  auch  die  Zerlegung  dieser  Form  in  irreduzible  Teiler. 

Zwischen  Formen  einer  Unbestimmten  und  solchen,  die 
mehrere  Unbestimmte  enthalten,  existiert  jedoch  ein  prinzipieller 
Unterschied  anderer  Art,  der  hier   noch  erörtert  werden  muß. 

Eine  aus  (A)  entstammende  irreduzible  Form  kann  redu- 
zibel  werden  oder  auch  irreduzibel  bleiben,  je  nachdem  wir 
verschiedene  aus  (A)  entstammende  Gattungsbereiche  (A,  |^.) 
zu  Grunde  legen.  Enthält  aber  die  betrachtete  Form  nur 
eine  Unbestimmte,  so  ist  der  entsprechende  Galoissche  Be^ 
reich  ein  solcher,  in  welchem  jene  Form  unbedingt  in  lineai'e 
Faktoren  zerlegbar  ist. 

Wir  nennen  nun  eine  Form,  die  aus  (A)  entstammt,  ab- 
solut irreduzibel,  wenn  sie  in  jedem  aus  (A)  entstammenden 
Gattungsbereiche  irreduzibel  bleibt. 

Nicht  lineare  Formen  einer  Unbestimmten  sind  demnach 
niemals  absolut  irreduzibel.  Wirkliche  lineare  Formen  sind 
selbstverständlich  immer  absolut  irreduzibel. 
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Ist  eine  Form  mehrerer  Unbestimmten  0^'^  reduzibel,  so 
muß  dasselbe  auch  für  die  entsprechende  Form  einer  Un- 
bestimmten g)^^  der  Fall  sein,  und  die  Zerlegung  in  irreduzible 
Faktoren  muß  schon  in  dem  der  Gleichung  9^')  ==  0  ent- 
sprechenden G  a  1  o  i  s  sehen  Bereiche  durchgeführt  werden  können ; 
denn  die  irreduzibeln  Faktoren  müssen  solchen  Faktoren  von 
9)('^  entsprechen,  in  denen  die  Exponenten  der  Unbestimmten 
als  „Höhenzahlen"  möglich  sind. 

Wenn  also  0^'^  reduzibel  ist,  so  kann  die  Zerlegung 
immer  schon  in  einem  von  vornherein  bestimmten 
Gattungsbereich  ausgeführt  werden. 

Nun  kann  es  aber  vorkommen,  daß  keiner  der  Faktoren 
von  9)('^  der  angegebenen  Bedingung  genügt,  also  0^^  in  jenem 
Galois sehen  Bereich  irreduzibel  bleibt;  und  dann  muß  ^(*) 
auch  absolut  irreduzibel  sein.  Dieser  Fall  wird  in  der  Tat 
bei  Formen  beliebigen  Grades  vorkommen,  wenn  die  Anzahl 
der  Unbestimmten  größer  als  Eins  ist.  Ist  F{x^,  .  .  .,  x^_^ 
eine  beliebige  Form,  so  wird 

r  {x^y  .  .  .,  ^^_i)  +  x^ 

eine  Form  von  der  eben  angegebenen  Beschaffenheit  sein.  Denn, 
da  sie  in  x^  linear  ist,  muß,  wenn  sie  überhaupt  zerlegbar  ist, 
ein  echter  Teiler  existieren,  der  x„^  nicht  enthält.  Dieser  muß 
aber  dann  auch  ein  Teiler  des  Koeffizienten  von  x^y  d.  i.  ein 
Teiler  der  Einheit  sein,  und  wäre  also  —  im  Widerspruche 
zur  Annahme  —  doch  kein  echter  Teiler.  Wir  haben  also 
folgenden  Satz  gewonnen: 

Im  Bereiche  der  aus  (A)  entstammenden  Formen 
gibt  es  absolut  irreduzible  Formen  beliebiger  Dimen- 
sion, die  aber  zumindest  zwei  Unbestimmte  enthalten. 

Ob  eine  Form  ^(')  absolut  irreduzibel  ist,  wird  durch  ihre 
Untersuchung  in  dem  der  Gleichung  q)^^  =  0  entsprechenden 
Galoisschen  Bereiche  entschieden.  O^'^  ist  dann  und  nur 
dann  absolut  irreduzibel,  wenn  sie  in  dem  durch  (p^'')  =  0 
definierten  Galoisschen  Bereiche  irreduzibel  ist. 
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§  19.  Ist  (A,  I,.)  ein  durch  irgend  welche  Wurzel  der 
in  (A)  irreduzibeln  Gleichung  F{z)  ==0  definierter  Gattungs- 
bereich und  G^iz)  =  0  wieder  eine  in  (A,  |^)  irreduzible  Glei- 
chung n^^^  Grades,  rj^^  eine  ihrer  Wurzeln,  so  wird  (A,  |^.,  7]^^ 
ein  Gattungsbereich,  dessen  Stammbereich  (A,  |^.)  ist.  Er  be- 
steht aus  sämtlichen  Größen 


2''frfr, 


/•  =  0 


oder,  wenn  man  die  ausführliche  Form  von  a^ß  einführt,  aus 
sämtlichen  Größen: 

VI — 1  n — 1 

Bildet  man  nach  Einführung  zweier  neuer  Unbestimmten 
u  und  V  die  Formen*) 

^li  +  '^na         (i  =  1,  .  .  .,  m;  j  =  1,  .  .  .,  w), 

so  sieht  man,  daß  zwei  solche  Formen  wj^  +  vri^^  und  w|^'  -|-  vri^-.' 
dann  und  nur  dann  gleich  werden  können,  wenn  i  =  %  und 
j=f  ist.  Man  kann  daher  (nach  Kap.  IL  §  17)  zwei  dem 
Bereiche  (A)  angehörige  Größen,  unter  anderen  auch  rationale 
und  ganze  Zahlen  Je  und  l  so  bestimmen,  daß 

7ij  =  ^ii  +  hij      (*■  =  1;  .  .  .,  m;  j  =  1,  .  .  .,  n) 
mn   verschiedene  Größen    sind.      Diese    genügen   demnach  der 
Gleichung 


wo  -ff(^)  eine  dem  Bereiche  (A)  entstammende  Form  ist;  denn 


JT(^  —  Vij)  ist    symmetrisch   in   Bezug   auf  %,...,  rj.^,    also 

eine  Form  des  Bereichs  (A,  |.),  und  S(z)  demnach  weiter  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  1^,  .  .  .,  J^. 


*)  Die  weitere  Entwicklung  geschieht   demnach   im  Galois sehen 
Bereiche  der  Gleichung  F  (z)  G^  {z)  .  . .  G^  (z)  =  0. 
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Irgend  eine  Größe  ^(|,-,  rj.^)  des  Bereichs  (A^  |^,  y^^)  kann 
stets  auf  die  Gestalt 

^(1,-,  %)  =  c„  +  C,y,j  +  ■■■  +  C„„_,  r»"  -  •         (g) 

gebracht  werden,  wo  die  Größen  C  dem  Bereiche  (A)  ange- 
hören. Es  repräsentiert  nämlich  (g),  wenn  ^=l,  ...,  m; 
j  =  1,  .  .  .,  w  gesetzt  wird,  ein  Gleichungssystem,  aus  welchem 
die  „Unbekannten"  C  sich  als  Größen  des  Bereichs  (A)  er- 
geben.    Jedenfalls  ist 

wo  sämtliche  Determinanten  z/,  z/^,  ...  ^^n-i  ^^^  folgender 
Gestalt 

sind  und 

m — 1  n — 1 

geschrieben  werden  kann.  Dabei  ist  z/  von  0  verschieden, 
weil  z/-  die  Discriminante  von  Hiß)  und  II(^)  =  0  eine  Glei- 
chung mn^^  Grades  mit  mn  verschiedenen  Wurzeln  ist. 

Bei  jener  Darstellung  von  ^^  (1^-,  t]^^)  wird  aber  nach  dem 
Multiplikationssatz  für  Determinanten 

und  I  ^'rj^j  I  nicht  0,  weil  sonst  auch  z/  gleich  0  wäre.*)  Es 
ist  also,  nach  Weglassung  von  |  |f  r^^j  \ ,  in  der  Tat 

KC,  =  K, 

^o  Kf  K^j  .  .  .j  K^n-i  ^^s  Größen  des  Bereichs  (A)  gebildete 
Determinanten  sind  und  ,K  von  0  verschieden  ist. 

Damit  ist  aber  nachgewiesen,  daß  der  Gattungsbereich 
(A,  |„  7^.^)  mit  dem  Gattungsbereich  (A,  y.j)  identisch 
ist,   der   durch  Adjunktion    einer  Wurzel  von   H{z)  =  0   aus 


*)  Die  Auswertung  der  Determinante  |  4*  h^j  \  ergibt  sich  unmittel- 
bar nach  der  in  Kap.  II.  §  12  benutzten  Methode. 
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dem  Stanimbereiclie  (A)  entsteht.  Denn  jede  Größe  g  (J-,  rl^^ 
ist  nach  (g)  in  (A,  y^^)  enthalten,  und  umgekehrt  jede  Größe 
dieses  Bereichs  in  (A,  |^,  rl^^y  weil  das  für  y^^^.  der  Fall  ist. 

Die  Gesamtheit  der  aus  dem  Stammbereiche  (A)  ent- 
stehenden Gattungsbereiche  bildet  daher  ein  in  sich  ge- 
schlossenes Größenreich,  insofern  es  durch  Adjunktion  der 
Wurzeln  einer  solchen  Gleichung,  deren  Koeffizienten  einem 
solchen  Gattungsbereiche  angehören,  nicht  mehr  erweitert 
werden  kann. 

Das  einfachste  Größenreich  dieser  Art  ist  das  Reich  der 
algebraischen  Zahlen,  insofern  nach  dem  eben  Bewiesenen 
jede  Gleichung,  deren  Koeffizienten  algebraische  Zahlen  sind, 
wieder  nur  algebraische  Zahlen  im  gewöhnlichen  Sinne  des 
Wortes  (§  7  dieses  Kap.)  definiert.  Ebenso  entsteht  das 
Reich  der  algebraischen  Funktionen  von  n  Unbe- 
stimmten. 

Es  gibt  demnach  nur  algebraische  Größen  (Zahlen  und 
Funktionen)  „ersten  Ranges",  wenn  wir  diese  nun  überflüssig 
gewordene  Bezeichnung  noch  einmal  in  dem  Sinne  der  ein- 
leitenden Worte  zu  §  16  anwenden. 

Jene  Gleichung  Hiß)  =  0,  welche  die  betreffende  alge- 
braische Größe  direkt  als  (A)  entstammend  definiert,  kann 
nach  der  gegebenen  Anweisung  unmittelbar  gebildet  werden. 


Die  Ratioualitätsbereiche. 

§  20.     Es  seien 

irgend  welche  einem  bestimmten  holoiden  oder  orthoiden  Be- 
reich angehörige  Größen.  Dann  bildet  die  Gesamtheit  der 
rationalen  und  ganzen  Formen  von  ^i,  •  •  •;  H  ,  wie  man  un- 
mittelbar sieht,  einen  (echten  oder  unechten)  holoiden  Bereich. 
Die  Gesamtheit  der  „rationalen  Funktionen  von  H^, .  .  .  H^" 
d.  h.  der  Quotienten  zweier  rationalen  und  ganzen  Formen  dieser 
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Größen,  wobei  nur  die  Null  als  Nenner  auszuschließen  ist,  ist 
nun  nach  Kap.  I.  §  4  ein  orthoider  Bereich,  den  wir  mit 
Kronecker  Rationalitätsbereich  der  Größen  H  nennen  und  mit 

bezeichnen. 

Dabei  sind  selbstverständlich  die  Größen  ^Ä-^HfiHf'^.  .  . 

9 

als  Größen  des  ursprünglich  vorgelegten  orthoiden  Bereichs  an- 
zusehen, und  es  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  zwei  solche 
Größen  gleich  werden,  ohne  daß  die  entsprechenden  Koeffi- 
zienten gleich  sind.  Dies  hindert  die  gegebenen  Fest- 
setzungen nicht,  wohl  aber  wird  es  gut  sein,  zu  beachten,  daß 
die    als    Nenner    ausgeschlossenen    Ausdrücke  ^  h^  Hfi  Hf'* . .  ♦ 

{9) 

diejenigen  sind,  die  als  Größen  des  ursprünglichen  Bereichs 
gleich  0  sind. 

Ist  nur  eine  Größe  H  gegeben  und  diese  gleich  Eins,  so 
ist  der  so  definierte  Rationalitätsbereich  der  Bereich  der  ratio- 
nalen Zahlen,  der  absolute  Rationalitätsbereich,  (1). 

Sind  die  Größen  H^,  .  .  .,  H  durchweg  Unbestimmte, 
H,-  =  Xij  so  erhält  man  den  dem  holoiden  Formenbereiche 
[[1],  iT^,  .  ..  rrj  entsprechenden  orthoiden  Bereich,  der  als 
natürlicher  Rationalitätsbereich  mit  den  ^  Unbe- 
stimmten x^y  .  .  .,  X    in  unsrer  Zeichensprache  kurz  mit 

{x^j  x^j  .  .  .  x^) 

bezeichnet  wird.  Dann  können  wir  den  folgenden  grundlegen- 
den Kroneck  er  sehen  Satz  beweisen: 

Jeder  Rationalitätsbereich  ist,  insofern  nur  die  in 
der  Theorie  der  algebraischen  Größen  untersuchten  Eigen- 
schaften in  Betracht  kommen,  d.  h.  insofern  nur  die  für  den 
ursprünglichen  holoiden  oder  orthoiden  Bereich  definierten  Ver- 
knüpfungen in  die  Fragestellung  eintreten,  identisch  mit 
einem  bestimmten,  einem  natürlichen  Rationalitäts- 
bereiche entstammenden  Gattungsbereiche. 

Zum  Beweise  betrachten  wir  zuerst  den  in  (H^,  .  .  .,  V ^^ 
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jedenfalls  enthalteneij  Rationalitätsbereicli  (H^) .  Dann  sind 
zwei  Fälle  möglich.  Die  als  rationale  und  ganze  Formen  von 
üj  definierten  Größen 

ic,m     («=0,1,....) 

t  =  0 

sind  durchweg  von  0  verschieden,  wenn  nicht  alle  c^  gleich  0 
sind;  oder  es  gibt  eine  solche  Größe,  die  gleich  0  wird,  ohne 
daß  alle  Koeffizienten  verschwinden. 

Im  ersten  Falle  ist  der  Rationalitätsbereich  (H^)  in  allen 
seinen  Eigenschaften  mit  dem  natürlichen  Rationalitätsbereich 
{Xj)  identisch,  und  H^  kann  einfach  als  Zeichen  einer  Un- 
bestimmten angesehen  werden. 

Im  zweiten  Falle  hat  man  für  ein  bestimmtes  n  und  ein 
bestimmtes  rationales  und  ganzes  Wertsystem  Cq,  .  .  .,  c^: 

ic^Ui  =  0; 

zerlegt  man  die  links  stehende  Form  als  rationale  und  ganze 
Form  der  Unbestimmten  H^  in  irreduzible  Faktoren,  so  muß 
einer  von  ihnen  gleich  0  werden,  d.  h.  H^  ist  eine  algebraische 
Zahl  und  (H^)  ein  dem  absoluten  Rationalitätsbereich  ent- 
stammender Gattungsbereich. 

Ein  natürlicher  Rationalitätsbereich  ist  jedoch  nichts  anderes 
als  der  diesem  entstammende  Gattungsbereich  erster  Ord- 
nung, also  der  ausgesprochene  Satz  für  eine  Größe  H^  er- 
wiesen. 

Der  allgemeine  Beweis  ergibt  sich  leicht  durch  voll- 
ständige Induktion.  Es  kann  allgemein  angenommen  werden, 
daß  der  Rationalitätsbereich  (H^,  •  •  •;  H^_i)  ein  Gattungs- 
bereich ist,  der  einem  natürlichen  Rationalitätsbereiche  ent- 
stammt. Es  ist  demnach  auch  (H^,  .  .  .,  Il^,_i)  ein  orthoider 
Bereich. 

Nun  sind  wieder  nur  die  beiden  Fälle  möglich,  daß  die 
Formen 
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^Q,%  («  =  0,1,...), 

in  denen  ^q,...,q^  dem  Rationalitätsbereiche  (Hi,  .  .  .,  H  i) 
angehörige  Größen  sind,  entweder  durchweg  von  0  verschieden 
sind,  wenn  diese  Größen  nicht  sämtlich  verschwinden,  oder 
aber  für    ein   bestimmtes  n    und   ein   bestimmtes   Wertsystem 

wird. 

Im  ersten  Falle  ist  H^^  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Verknüpfungen  nichts  anderes  als  eine  neue  Unbestimmte,  und 
(Hl,  .  .  .,  H^,)  wieder  ein  Gattungsbereich,  dessen  Stammbereich 
einfach  durch  die  Unbestimmte  H,^  erweitert  wurde;  denn  daß 
in  der  die  Gleichung  definierenden  irreduzibeln  Gleichung 
die  Koeffizienten  die  Unbestimmte  H,,  nicht  enthalten,  ist  ein 
spezieller  Umstand,  der  an  der  Definition  des  Gattungsbereiches 
nichts  Wesentliches  ändert. 

Im  zweiten  Falle  ist  H^  wieder  Wurzel  einer  irredu- 
zibeln Gleichung,  deren  Koeffizienten  dem  Gattungsbereiche 
(Hl,  .  .  .,  Hi^_i)  angehören,  der  selbst  einem  natürlichen  Ratio- 
nalitätsbereiche entstammt;  also  (H^,  .  .  .,  H  )  ein  Gattungs- 
bereich, dessen  Stammbereich  (H^,  .  .  .,  H  i)  ist.  Dann  ist 
aber  nach  dem  in  §  18  bewiesenen  Satze  (H^,  .  .  .,  H  )  in 
der  Tat  ein  Gattungsbereich,  der  einem  natürlichen  Ratio- 
nalitätsbereiche entstammt. 

Insofern  die  Größen  H  durch  „algebraische^^  Eigenschaften 
gegeben  sind,  können  diese  nichts  anderes  sein  als  Gleichungen, 
denen  die  Größen  H  genügen,  und  zwar  so,  daß  die  Koeffi- 
zienten der  Gleichung  für  H^  dem  Rationalitätsbereiche 
(Hl,  .  .  .,  Hi_i)  angehören;  die  Unterscheidung  der  beiden  Fälle 
ergibt  sich  dann  von  selbst,  damit  also  auch  die  Aufstellung 
des  Gattungsbereiches  (ü>,  der  mit  dem  gegebenen  Rationalitäts- 
bereiche für  jede  arithmetisch -algebraische  Fragestellung  als 
identisch  anzusehen  ist. 

König,  algebraische  Größen.  12 
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§  21.  Das  hiermit  für  die  Theorie  der  algebraischen 
Größen  gewonnene  bedeutungsvolle  Resultat  soll  zuerst  in 
folgenden,  der  Kronecker  sehen  Festschrift*)  entnommenen 
Worten  charakterisiert  werden: 

„Die  Wahl  der  Größen  H^,  Hg,  Hg  .  .  .,  d.  h.  also  der  Ele- 
mente eines  Rationalitäts-Bereichs,  unterliegt  an  sich  keinerlei 
Beschränkung,  doch  ist  es  für  die  Behandlung  der  algebrai- 
schen Größen  völKg  bedeutungslos,  transcendente  Zahlengrößen 
oder  transcendente  Funktionen  von  Yariabeln  unter  die  Ele- 
mente mit  aufzunehmen;  denn  die  Resultate  bleiben  un- 
geändert,  wenn  an  Stelle  solcher  transcendenten  neue  unab- 
hängige Veränderliche  gesetzt  werden.  Sind  nämlich  die  Re- 
sultate der  Theorie  algebraischer  Funktionen  von  H^ ,  Hg ,  Hg  .  .  . 
erst  für  diesen  Fall,  wo  die  transcendenten  H  durch  unab- 
hängige Variable  ersetzt  sind,  entwickelt,  so  können  dieselben, 
ihrer  Natur  und  Herleitung  nach,  nur  durch  solche  Specialisätion 
von  Größen  H  alteriert  oder  modifiziert  werden,  bei  welcher 
algebraische  Beziehungen  zwischen  denselben  eintreten/^ 

Hieraus  folgt  nun  weiter  —  nach  dem  eben  bewiesenen 
Satze  —  und  abermals  mit  den  Worten  Krön  eck  er  s**): 

„Man  kann  sich  hiernach  schließlich  auf  die  Annahme 
solcher  Rationalitätsbereiche  beschränken,  in  welchen  die  Ele- 
mente eine  Anzahl  veränderlicher  oder  unbestimmter  Größen 
sind,  zu  denen  höchstens  eine  algebraische  Funktion  derselben 
tritt.  Für  ein  solches  Hinzutreten  von  Größen  H,  die  den 
Rationalitätsbereich  in  einer  für  die  algebraische  Betrachtung 
wesentlichen  Weise  modifizieren,  bedient  man  sich  seit  Galois 
des  technischen  Ausdrucks  der  Adjunktion.  Die  allgemeinste 
Annahme  kann  also  dahin  formuliert  werden,  daß  für  die 
Größen  H  eine  Anzahl  Variabler  zu  setzen  und  denselben 
höchstens  eine  algebraische  Funktion  zu  adjungieren  ist.  Hierin 
ist  auch  der  FaU  inbegriffen,  wo  die  Größen  H  überhaupt 
fehlen." 


*)  Beginn  des  §  3. 

**)  1.  c.  §  3.     Zweiter  Absatz. 
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Damit  ist  also  die  Theorie  der  algebraischen 
Größen  auf  eine  Theorie  der  in  Bezug  auf  [[l],;3?i,. .  .;^„j] 
algebraischen  Größen,  d.  h.  der  absolut  algebraischen 
Größen  reduziert.     (S.  §  7  dieses  Kapitels.) 

Wie  sich  diese  Reduktion  insbesondere  für  die  durch  eine 
beliebige  Gleichung 

F(z)  =  0 

definierten  Großen  stellt,  soll  noch  ausführlicher  dargelegt 
werden. 

Die  Koeffizienten'  der  Form  F  gehören  jedenfalls  einem 
bestimmten  Rationalitätsbereiche  an,  als  dessen  Elemente  im 
äußersten  Falle  jene  Koeffizienten  selbst  angesehen  werden 
können.  Dieser  Rationalitätsbereich  ist  ein  Gattungsbereich, 
der  durch  eine  Gleichung 

vollständig  definiert  wird,  wo  H^,  llg?  •  •  •  Unbestimmte  bedeuten, 
die  j.n  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (r  =  0  eingehen.  Bildet 
man  nun  den  der  Gleichung  G  =  0  entsprechenden  Galois- 
schen  Bereich,  in  welchem  ^i,  •  •  .,  /^^  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung sind,  so  können  die  Koeffizienten  der  Gleichung  F  =  0 
als  rationale  und  ganze  Formen  von  Hi,  H2,  .  •  .,  y^  geschrieben 
werden.  Sei  die  so  geschriebene  Gleichung  F.(z)  =  0,  so  wird 
jede  Wurzel  der  Gleichung  auch  eine  Wurzel  von 

HF,  (^)  ==  0 

1=1 

sein,  d.  h.  durch  eine  Gleichung  definiert  sein,  deren  Koeffi- 
zienten dem  natürlichen  Rationalitätsbereiche  (H^,  Hg,  .  .  .)  an- 
gehören. 

Auf  Größen,  die  als  Wurzeln  irgend  welchen  Gleichungs- 
systems definiert  sind,  läßt  sich  nach  den  in  Kap.  III.  §  20 
gegebenen  Entwicklungen  diese  Erörterung  ebenfalls  unmittel- 
bar übertragen;  doch  möge  dies  für  eine  spätere  Stelle  (Kap.  V, 
§  7)  vorbehalten  bleiben,  wo  die  Eliminationsprobleme  in 
ihrem  inneren  Zusammenhange  darzulegen  sein  werden. 

12* 


180 


lY.    Die  algebraischen  Größen.     §  21.  22. 


Sind  die  Größen  eines  orthoiden  Bereichs  nicht  durcli 
algebraische  Methoden,  sondern  durch  anderweitige  Begriffs- 
bildungen bestimmt,  hat  man  es  z.  B.  mit  sogenannten 
Grenzwerten  der  Analysis  zu  tun,  so  liegt  die  Frage,  ob  ein 
solcher  Grenzwert  eine  algebraische  Größe  darstellt,  gänzlicli 
außerhalb  der  Sphäre  algebraischer  Methoden.  Diese  Frage- 
stellung führt  zu  den  schwierigsten  Problemen  der  Mathe- 
matik; so  ist  erst  in  neuerer  Zeit  der  „transcendente"  d.  h. 
nicht  algebraische  Charakter  der  mit  e  und  %  bezeichneten 
Grenzwerte  von  Hermite  (1873)  und  Lindemann  (1882) 
festgestellt  worden. 

Ist  einmal  der  transcendente  Charakter  einer  Zahl  wie  e 
festgestellt,  so  wird  diese  in  jedem  Gleichungssysteme  genau 
wie  eine  Unbestimmte  zu  behandeln  sein;  würde  aber  in  einem 
solchen  e  und  ;r  vorkommen,  so  ist  es  immer  noch  fraglich,  ob  % 
nicht  mit  e  „algebraisch  verbunden"  ist,  d.  h.   nicht  vielleicht 

m       n 

eine  Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  ^  ^\s^^^  =  0 
existiert?  ^=o  s=o 


§  22.  Ist  (Hl,  .  . .,  H^J  irgend  ein  Rationalitätsbereich,  so 
können  seine  sämtlichen  Größen  auf  die  Gestalt 

gebracht  werden,  wo  die  r^  einem  natürlichen  Rationalitäts- 
bereiche (^j,  .  .  .,  x^  angehören.  Dazu  hat  man  nur  für  die 
x^j  . .  .,  x^  jene  Größen  H  zu  nehmen,  die  als  Unbestimmte  ver- 
bleiben, wenn  man  den  Rationalitätsbereich  als  Gattungsbereich 
auffaßt,  und  G)^  =  y^  zu  setzen,  wenn  dieser  Gattungsbereich 
durch  die  der  irreduzibeln  Gleichung  w*®"^  Grades 

F{z',  x^,  .  . .,  ^J  =  0 

genügende  Größe  y  definiert  ist. 

Daß  ein  solches  System  von  Werten  (öq,  co^^,  .  .  .,  g3^_i  auf 
unendlich  viele  verschiedene  Weisen  gewählt  werden  kann,  ist 
unmittelbar  einzusehen;  denn,  wenn  man  z.  B. 


(Or 
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5'-Mr*        ih  =  0,l,...,n-l) 

k=0 


setzt,  wird  Oq,  cd^,  .  .  .,  03„_i  immer  ein  solches  System  sein, 
wenn  die  Größen  r^  dem  natürlichen  Rationalitätsbereiche 
(x^j  .  .  .,  x^  angehören  und  ihre  Determinante  |  r^  |  von  0  ver- 
schieden ist. 

Diese  Darstellung  wird  in  der  Folge  fortwährend  ge- 
braucht werden  und  ist  deshalb  von  besonderer  Wichtigkeit, 
weil  sie  für  Rationalitätsbereiche  charakteristisch  ist,  d.  h.  die 
folgende  Umkehrung  gestattet: 

Wenn  sämtliche  Größen  eines  orthoiden  Bereichs 
in  der  Form 

U^o-\ 1-^-1  0J«-i 

darstellbar  sind,  wo  die  r  einem  natürlichen  Ratio- 
nalitätsbereiche angehören,  so  ist  der  orthoide  Be- 
reich ein  Rationalitätsbereich. 

Ist  nämlich  ca  eine  beliebige  Größe  des  orthoiden  Bereichs, 
so  ist  der  Annahme  nach 

n— 1 
««Ä  =^^Aa03„  (7i  =  0,   .  .  .,   W  —  1) 

ein  Gleichungssjstem,  das  auch  in  der  Gestalt 

i(%-<J««')<»*  =  0         Qi  =  0,...,n-1) 

fc=0 

geschrieben  werden  kann,  wenn,  wie  bei  früheren  Anlässen, 
8j^j^  =  1  und  dfj^  =  0(h^'k)  ist.  Da  der  orthoide  Bereich 
auch  die  Eins  enthält  und  demnach  die  Größen  g)^  nicht  sämt- 
lich verschwinden,  muß  die  Determinante 

i  ^M  —  ^Kk^  I  =  ö 

sein,  d.  h.  die  Größe  o  einer  Gleichung  genügen,  deren  Koeffi- 
zienten dem  natürlichen  Rationalitätsbereiche  {x^,  .  .  ,,  x^  an- 
gehören.    Dies  ist  insbesondere  auch  für  die   Größen 
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der  Fall.  Der  orthoide  Bereich  ist  also  mit  dem  Rationalitäts- 
bereiche (x^y  .  .  .y  x^y  (ÜQy  .  .  .y  G)„_i)  ideiitisch. 

Dabei  ergibt  sich  gleichzeitig,  wie  die  Anzahl  der 
Elemente  in  Oq,  .  .  .,  co„_i  auf  die  notwendige  kleinste 
Zahl  beschränkt  werden  kann.  Denn,  wenn  der  Ratio- 
nalitätsbereich als  dem  natürlichen  Rationalitäts- 
bereiche (x^y  .  .  .y  x^)  entstammender  Gattungsbereich 
von  der  s*®""  Ordnung  ist,    so  gibt    es   ein  System 

das  schon  den  Forderungen  entspricht,  und  keines, 
das  weniger  Elemente  enthält. 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  nach  den  Eingangsworten 
dieses  Paragraphen  evident.  Gäbe  es  aber  ein  entsprechendes 
System  (Dq,  .  .  .,  ca^_i,  wo  r  <  5  wäre,  so  müßte  jede  Größe  des 
Bereichs  einer  Gleichung  vom  Grade  r  mit  Koeffizienten  aus 
(x^y  .  .  .y  x^)  genügen,  während  doch  7^  eine  Größe  des  Bereichs 
ist,  die  einer  solchen  irreduzibeln  Gleichung  s*®^  Grades  (s  >  r) 
genügt,  also  keiner  ähnlichen  Gleichung  r*®"  Grades  genügen 
kann. 

Die  notwendige  kleinste  Anzahl  der  Elemente  in 
cjQy  co^y  .  .  .,  tt)„_i  ist  also  nichts  anderes  als  die  Ordnung 
des  Rationalitätsbereichs,  wenn  man  diesen  als  einem 
natürlichen  Rationalitätsbereiche  entstammenden 
Gattungsbereich  auffaßt. 

Jedes  solche  Wertsystem  Qq,  k)^,  .  .  .,  das  auf  die  kleinste 
Anzahl  der  Elemente  gebracht  ist,  heißt  eine  Basis*) 
des  Rationalitätsbereichs.  Damit  erhält  der  Ausdruck 
„Rationalitätsbereich^^  eine  neue,  tiefere  Bedeutung.  Man  kann 
nämlich  unmittelbar  die  Größen  desselben  als  Komplexe 
von  —  im  absoluten  Sinne  des  Wortes  —  rationalen  Größen 
(r^y  r^y  .  .  .,  r„_i)  deuten,  deren  Zusammenfassung  in  einen 
orthoiden  Bereich  durch  Verknüpfungen  stattfindet,  die  aus- 
schließlich an  diesen  Komplexen  statuiert  werden,  wenn 
sie     sich    auch    kürzer    und    bequemer    an    die    Schreibweise 


*)  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie,  IV.  Aufl.  pag.  468. 
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rQCÜQ  -\-  •  '  '  +  ^„_i03„_i  anschließen.  Und  damit  reduziert 
sich  prinzipiell  die  Theorie  der  algebraischen  Größen 
auf  eine  Theorie  der  einem  natürlichen  Rationalitäts- 
bereiche angebörigen  Größenkomplexe. 

Dem  Gesagten  gegenüber  muß  aber  auch  bemerkt  werden, 
daß  der  Zusammenfassung  algebraischer  Größen  in  Rationa- 
litätsb  er  eiche  dadurch  Grenzen  gesteckt  sind,  daß  jene  Größen- 
komplexe aus  einer  bestimmten  endlichen,  wenn  auch  noch 
so  großen  Anzahl  von  Elementen  bestehen.  So  bildet  die 
Gesamtheit  der  algebraischen  Zahlen  wohl  einen  or- 
thoiden  Bereich,  aber  keinen  Rationalitätsbereich 
mehr.  Wäre  letzteres  der  Fall,  so  müßte  er  als  Gattungs- 
bereich von  einer. bestimmten  Ordnung  n  sein,  und  jede  alge- 
braische Zahl  würde  einer  Gleichung  mit  rationalen  und  ganzen 
Koeffizienten  genügen,  deren  Grad  ein  Teiler  von  n  ist.  Nun 
gibt  es  aber  algebraische  Zahlen,  die  durch  eine  irreduzible 
Gleichung  vom  beliebig  hohen  Grade  N  definiert  werden 
(§  4  dieses  Kap.),  womit   die   obige  Behauptung   erwiesen  ist. 

Der  Begriff  des  orthoiden  Bereichs  ist  hiernach  viel  weiter 
als  der  des  Rationalitätsbereichs;  er  wird  auch  noch  durch  Be- 
griffsbildungen, wie  es  das  Reich  der  algebraischen  Zahlen  oder 
algebraischen  Funktionen  sind,  nicht  erschöpft.  Die  in  der 
Analysis  betrachteten  Gesamtheiten  der  reellen  oder  auch  der 
komplexen  Zahlen  sind  orthoide  Bereiche. 

Hier  wird  es  auch  angezeigt  sein,  den  von  Dedekind 
eingeführten  Ausdruck  „Körper"  zu  erwähnen,  der  vielfach 
fälschlich  als  mit  dem  Krön  eck  er  sehen  Rationalitätsbereich 
gleichbedeutend  angesehen  wird. 

„Ein  System  Ä  von  reellen  oder  komplexen  Zahlen  a  soll"  — 
nach  der  Dedekindschen  Definition*)  —  „ein  Körper  heißen, 
wenn  die  Summen,  Differenzen,  Produkte  und  Quotienten  von 
je  zwei  dieser  Zahlen  a  demselben  System  A  angehören." 

Abgesehen  von  der  wohl  von  Dedekind  als  selbstverständ- 
lich angesehenen  Beziehung  auf  ein  „gewöhnliches"  Additions- 

♦)  1.  c.  pag.  452. 
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und  Multiplikationsgesetz  ist  die  Definition  des  „Körpers"  im 
wesentlichen,  wenn  auch  mit  gewissen  methodischen  Unter- 
schieden, die  des  orthoiden  Bereichs.  Daß  ich  dennoch  diesen 
neuen  Ausdruck  wählen  mußte,  war  eine  notwendige  Folge 
des  für  einen  systematischen  Aufbau  der  Theorie  unvermeid- 
lichen Umstandes,  daß  der  holoide  und  orthoide  Bereich  von 
Anfang  an  prinzipiell  einander  gegenüberzustellen  waren  und 
daß  es  in  dieser  parallelen  Benennung  am  klarsten  erscheint^ 
wie  in  deren  Definition  die  wesentlichen  Eigenschaften  des 
Bereichs  der  rationalen  und  ganzen  Zahlen,  resp.  der  rationalen 
Zahlen,  und  nur  diese  aufgenommen  werden.  Außerdem  war 
noch  der  Einklang  mit  der  weiteren,  konsequent  ausgebildeten 
Kroneck  er  sehen  Terminologie  zu  berücksichtigen. 


Das  G-aloissche  Prinzip. 

§  23.  Es  sei  F{z)  =  0  eine  Gleichung  n^^"^  Grades,  deren 
Koeffizienten  einem  beliebigen  Rationalitätsbereiche  angehören 
und  deren  Discriminante  von  Null  verschieden  ist.  Ihre  Wurzeln 
in  dem  durch  entsprechende  Adjunktion  entstandenen  Galois- 
schen  Bereiche  seien  J^,  .  .  .,  |^,  der  Voraussetzung  nach  sind 
dann  |j^,  .  .  .,  J„  n  verschiedene  Größen  dieses  Bereichs. 

Bildet  man  das  über  alle  Permutationen  h,  •  -  -,  in  der 
Zahlen  1,  .  .  .,  »^  erstreckte  Produkt 

]J{x  -  e^il,^  —  u^l,^  —  ...  —  wJJ, 
(0 

so  ist  dieses  eine  symmetrische  Form  der  Größen  1^,  .  .  .,  |„, 
also  eine  solche  Form  der  Unbestimmten  ^,  w^,  .  .  .,  w^,  deren 
Koeffizienten  dem  vorgelegten  Rationalitätsbereiche  angehören. 
Als  solche  in  irreduzible  Faktoren  zerlegt,  sei  diese: 

G  {x-,  Wi, . . .,  u„)  =  G^  {x-,  Ml, . . .,  wj  G^  {x-,  Wi, . .  .,  w„)  . . . 

Der  bloße  Anblick  lehrt,  daß  das  über  alle  Permutationen, 
ii?  •  •  -yJn  ^^^  Zahlen  1,  .  .  .,  w  erstreckte  Produkt 


Ü) 


Ii-«,.i2— •••  — «^„i) 
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mit  dem  früher  hingesckriebeneii  identisch  ist;  daß  also 
G(x]Uj^,  .  .  .f  u^  auch  eine  symmetrische  Form  der  Unbe- 
stimmten Wj,  .  .  .,  u^  ist.     Dann  wird  auch 

±{^1  ^r,;  •  •  •;   ^rj  ==   ^1  (^;  ^r,.  •  '  V  ^rj   ^2  {^]  ^r,  '  '  •>  ^ J  '  '  ' 

=  G  (^;  %>  • .  •,  ^J  =  G-1  (^5  ^*,;  •  •  • ;  ^.J  ^2  (^;  «*.,.  •  •  •;  ^«J  •-. 

und  die  Produkte  rechts  ergeben  wieder  die  Zerlegung  in  irre- 
duzible  Faktoren,  da  sie  sich  von  G^^  (:x; ;%,...,  ^*„),  ...  ja  nur  in 
der  Benennung  der  Unbestimmten  unterscheiden.    Die  Faktoren 
G^jG^y  .  .  .  sind  übrigens  nach  §  12  von  gleicher  Dimension. 
Es  seien  nun 

^  —  ^rjl  —  ^Vj2  —  ...--  n^Jn 


irgend  welche  linearen  Faktoren,  die  demselben  im  ursprüng- 
lichen Rationalitätsbereiche  irreduzibeln  Faktor,  z.  B.  G^  an- 
angehören. (Der  Grenzfall,  wo  die  Faktoren  G^j ...  sämtlich  von 
der  Dimension  Eins  sind,  wird  später  leicht  zu  erledigen  sein.) 
Dann  wird: 

denn   die  Resultante  je  zweier  ist  Null,   während   diese   doch 
irreduzibel  sind  und  ihr  höchstes  Grlied  (in  x)  übereinstimmt. 
Es   gibt  daher,  wenn  die  Dimension  von  G^  z.  B.  h  ist, 
Ti  Permutationen  der  Größen  tf^, .  .  .,  w^  ' 


,/ür  welche  die  Form  G^  sich  nicht  ändert".  So  möge  näm- 
lich die  in  (1)  ausführlich  definierte  Eigenschaft  kurz  aus- 
gedrückt werden.  Wenn  man  in  einer  Form  i^(%,  .  .  .,  w„)  an 
Stelle  von  u^  , .  .  ..u  der  Reihe  nach  u, , .  .  ..u,  setzt,  so  ist 
dies  eine  bestimmte,  leicht  ausführbare  „Operation"  an  der 
Form  Fj  die  Substitution  genannt  wird  und  mit 
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bezeichnet  werden  kann.  Wenn  man  die  Substitution  S^^  an 
F  ausführt,  ist  das  Resultat  eine  neue  Form,  die  kurz  S^^F 
geschrieben  werden  möge.     Ist  nun 


S.t- 


eine  zweite  Substitution,  so  können  beide  auch  nacheinander, 
d.  h.  an  der  Form  S^^F  wieder  die  Substitution  8^^  ausgeführt 
werden;  und  es  ist  klar,  daß  die  hierdurch  bewirkte  Änderung 
in  F  auch  auf  einmal  durch  die  eine  Substitution 


Srt  = 


ausgedrückt  werden  kann.     Man  schreibt  demgemäß 

WO  die  rechts  stehenden  Substitutionen  in  der  Reihenfolge 
von  rechts  nach  links  auszuführen  sind.  Die  Bedeutung  dieser 
symbolischen  Gleichung   ist    einfach    die,    daß   für  jede  Form 

F(u^,  . .  .,  uj 

S^iF=  S^i{S^^F) 

wird.  Dabei  bezeichnet  man  S^^Sj.^  als  Folge  oder  auch  als 
Produkt  der  Substitutionen  S^f  und  S^^.  Bei  Benutzung 
des  allgemein  gebräuchlichen  Ausdrucks  „Produkt"  ist  jedoch 
darauf  zu  achten,  daß  die  Reihenfolge  der  Faktoren  im  all- 
gemeinen nicht  vertauscht  werden  darf. 

Jene  Eigenschaft  der  Form  G^  kann  demnach  auch  so 
ausgedrückt  werden,  daß  diese  sich  bei  keiner  der 
Substitutionen  S^.^  ändert,  die  aus  den  Permutationen  (P) 
entstehn,  wenn  man  in  dem  für  Substitutionen  eingeführten 
Symbole  irgend  zwei  dieser  Permutationen  als  erste  und  zweite 
Zeile  benutzt.  Diese  Substitutionen  bilden  eine  Gruppe, 
ein  Ausdruck,  mit  dem  wir  kurz  diejenige  Eigenschaft  dieser 
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Keihe  von  Substitutionen  bezeichnen,  daß  das  Produkt  von 
irgend  zwei  dieser  Substitutionen  wieder  in  der  Reihe 
enthalten  ist.  Das  wird  aus  der  Bemerkung  evident,  daß 
ein  solches  Produkt  jedenfalls  eine  solche  Substitution  liefert, 
die  G^  nicht  ändert,  während  andrerseits  jede  Substitution, 
die  G^  nicht  ändert,  in  der  Reihe  enthalten  sein  muß.  Auch 
das  ist  sehr  einfach  nachzuweisen,  denn,  damit  es  der  Fall 
sei,  muß  ein  linearer  Faktor  x  —  m^^I^  —  •  •  •  —  u^  |„  bei  dieser 
Substitution  in  einen  andern  linearen  Faktor  von  G^,  also 
z.  B.  X  —  t<,  li  —  •  •  •  —  Ug  |„  übergehn,  und  die  Substitution 
"  muß  daher  die  Gestalt  S^^  besitzen. 

Dem  entsprechend  sagen  wir  auch,  daß  die  Permutationen 
(P)  eine  Gruppe  bilden. 

Diese  Entwicklung  führt  also  zu  einer  dem  gegebenen 
Rationalitätsbereiche  entstammenden  Form 

die  sich  für  die  Gruppe  der  Substitutionen  S^^  und 
nur  für  diese  nicht  ändert. 

Man  kann  nun  weiter  für  x  in  G^  beliebig  viele  dem 
ursprünglichen  Rationalitätsbereiche  angehörige  Größen,  auch 
rationale  und  ganze  Zahlen  a  setzen,  so  daß  die  spezielle 
Form 

(^i(a;  Wi,  .  .  .,  t*J  =  ri(wi,  .  .  .,  wj 

genau  dieselbe  Eigenschaft  besitzt.  Daß  sich  JT^  für  die 
Substitutionen  nicht  ändert,  wenn  es  sich  für  G-^  ebenso 
verhält,  ist  unmittelbar  klar.  Wäre  aber  für  irgend  eine 
Substitution  S^/. 

ohne  daß 

ist,  so  wäre  S^^G^  —  G^  eine  Form  der  w,  deren  Koeffizienten, 
als  ganze  Funktionen  von  x  aufgefaßt,  nicht  sämtlich  ver- 
schwinden. Da  die  Anzahl  der  Substitutionen  eine  bestimmte, 
endliche  ist,  kann  man  solche  Werte  a  für  x  bestimmen,  daß 
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auch  /S'^aTi  —  r^  nur  dann  von  0  verschieden  ist,  wenn  das 
für  S^^G^  —  Gl  der  Fall  ist.  Damit  ist  aber  unsre  Be- 
hauptung erwiesen. 

§  24.     Jeder  lineare  Faktor  von  F^: 

L  =  a  —  w,Ji  —  w,j2 u,X 

kann  auch  in  einer  der  beiden  Gestalten 

oder 

(^  —  «**  L  —  '^»^n  —  •  •  •  —  ■^,  L 

geschrieben  werden,  und  die  in  den  Unbestimmten  u  aus- 
geführte Substitution  S^^  gibt 

SrsL  =  a-  uj^^  -  uj^^ u^J^^ . 

Die  an  den  Größen  |  ausgeführten  Substitutionen  können 
ähnlich  bezeichnet  werden.     Es  sei 


2j       _  /%'   ^Q^'  '  '  '>  Kn 


Dann  ist  ebenso 

2J. 


und  Z^^Z^^  augenscheinlich  eine  identische  Substitution, 
die  jedes  Element  an  seiner  Stelle  beläßt.  Dieses  Verhalten 
der  beiden  (inversen)  Substitutionen  wird  zweckmäßig  durch 
die  symbolische  Gleichung 


Z    Z     =1 


charakterisiert.    Man  hat  bei  diesen  Bezeichnungen 


2;^A.i  =  i 


oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  noch  die  Substitution  Z^ 


ausübt, 


S„L  =  2:„^L  =  L. 
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Die  an  Fj  durch  Substitutionen  der  u  bewirkten  Änderungen 
können  also  auch  durch  Substitutionen  der  |  bewirkt  werden 
und  umgekehrt,  und  zwar  bestimmen  sich  diese  Substitutionen 
gegenseitig  eindeutig.  Dem  Produkt  zweier  S  entspricht  das 
Produkt  der  entsprechenden  2^,  der  Gruppe  der  S  die  Gruppe 
der  2. 

Die  Form  F^  bleibt  daher  ungeändert  für  alle 
Substitutionen  Z  ,  .  .  .  und  nur  für  diese.  Diese  Sub- 
stitutionen bilden  eine  Gruppe:  ihre  Anzahl  ist  ebenso 
groß  wie  die  der  Gruppe  S^^. 

Die  Ordnung  einer  Gruppe  ist  die  Anzahl  der  in  ihr 
enthaltenen  Substitutionen,  wobei  die  „identische"  Substitution 
stets  mitzuzählen  ist. 

Die  Gruppe  der  Substitutionen  S^^  und  auch  der  Sub- 
stitutionen 2J^  ist  demnach  von  der  Ordnung  h^  und  h  ist  die 
Dimension  von  G^  oder  die  Anzahl  der  Permutationen  in  (P). 
Denn  es  gibt  eine  Substitution,  die  einen  bestimmten  linearen 
Faktor  in  einen  beliebigen  zweiten  überführt^  und  nur  eine 
solche,  da  die  Substitution  hierdurch  vollständig  bestimmt  ist« 
es  gibt  also  ebenso  viele  Substitutionen  in  der  Gruppe,  als 
Permutationen  in  (P)  vorhanden  sind. 

Man  kann  schließlich,  wenn  man  F^,  um  das  Auftreten 
der  I  zu  charakterisieren,  jetzt  -Ti  (%,  .  .  .,  u^y  li,  .  •  .,  |„) 
schreibt,  wieder  statt  u^^  .  .  .j  u^  Größen  des  Rationalitäts- 
bereichs, auch  rationale  und  ganze  Zahlen  setzen,  so  daß  auch 
ri(%,  .  .  .,  a„,  li,  .  .  .,  IJ  sich  bei  den  Substitutionen  U^  und 
nur  bei  diesen  nicht  ändert.  Der  Beweis  wird  genau  mit  den- 
selben Worten  geführt,  wie  am  Schlüsse  des  vorhergehenden 
Paragraphen. 

Für  jede  Gleichung,  die  einem  bestimmtenRationa- 
litätsbereiche  angehörige  Koeffizienten  besitzt,  gibt 
es  eine  bestimmte  „charakteristische"  Gruppe  von 
Substitutionen,  als  deren  Elemente  die  Unbestimmten  u 
oder  auch  die  Wurzeln  |  der  Gleichung  auftreten; 
wir  besitzen  ferner  eine  Methode  zur  Bildung  be- 
stimmter  Formen    sowohl    der   Unbestimmten    u    wie 
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der  Wurzeln  |,  deren  Koeffizienten  dem  Rationalitäts- 
bereiche  angehören  und  die  sich  für  die  der  charak- 
teristischen Gruppe  angehörigen  Substitutionen  und 
nur  für  diese  nicht  ändern. 

Der  so  ausgesprochene  Satz  ist  das  Galoissche  Prinzip 
der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen*),  das  erst  zur 
vollen  Erkenntnis  der  in  dieser  Theorie  auftretenden  Probleme 
und  Methoden  geführt  hat.  Die  Fassung  des  Satzes  in  Bezug 
auf  die  Wurzeln  |  ist  die  ursprünglich  von  Galois  gegebene; 
die  Formulierung,  die  nur  die  Unbestimmten  u  in  Anspruch 
nimmt  und  dadurch  den  Satz  vollständig  in  die  Theorie  der 
einem  Rationalitätsbereich  entstammenden  Formen  einbezieht, 
rührt  von  Kronecker  her. 


§  25.  Jene  im  Ausspruch  des  Galois  sehen  Prinzips 
definierte  Gruppe  von  Substitutionen  U  wird  für  die  Theorie 
der  Gleichung  F(0)  =  0  durch  folgende  Tatsache  von  grund- 
legender Bedeutung. 

Ist  (p  irgend  eine  dem  vorgelegten  Rationalitäts- 
bereiche entstammende  Form  gewisser  Unbestimmter 
und  der  Wurzeln  1^,  .  .  .,  |^,  d.  h.  eine  Größe  von  der 
Gestalt 

wo  die  Cj^  dem  Rationalitätsbereiche  entstammende 
Formen  sind,  so  wird  die  Größe  cp  dann  und  nur  dann 
eine  dem  Rationalitätsbereiche  entstammende  Form 
sein,  wenn  sie  sich  für  die  Gruppe  der  Substitutionen 
2J^^  nicht  ändert. 

Bildet  man  die  Galoissche  Resolvente  von  i^(^)  =  0 
im  Sinne  des  §  11  dieses  Kapitels,  indem  man  die  u  als  Un- 
bestimmte beläßt  und  jenen  irreduzibeln  Faktor  wählt,  welcher 
den   linearen  Faktor  x  —  u.L  —  •  •  •  —  u„L     enthält,    so   ist 

*)  Kronecker,  Festschrift.   §  11. 
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für   die   auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Form 

G^{x,  u,  ...,  wj  =  n{x  —  wj,^ w„|,J , 

wo  sich  das  Produktzeichen  auf  alle  Permutationen  erstreckt^ 
die  aus  q^j  .  .  .,  (>„  durch  die  Gruppe  der  Substitutionen  2J 
entstehen.  Dabei  bleibt  G^  nur  für  die  Substitutionen  dieser 
Gruppe  ungeändert;  denn  jede  andere  Substitution  führt  zum 
mindesten  einen  linearen  Faktor  ein,  der  in  einem  andern 
irreduzibeln  Faktor  von  G  enthalten  ist. 

Ist  nun  cp  für  die  Gruppe  der  Substitutionen  U  unver- 
änderhch,  also 

H%^^  •  •  -^  U  =  9^(^-x^  •  •  •'  K)  =  •  •  •' 

so  wird  nach  §  10  jedenfalls  |  ,  .  .  .,  |  ,  also  auch  cp  in  der 
Gestalt 

®'Hk'--->k)  =  ^{^A.  +  ---  +  ^A„)       W 

identisch  darstellbar  sein,  wo,  wie  an  der  citierten  Stelle 

und  z/  =  Dscr.  F,  femer  H(z)  eine  dem  gegebenen  Rationa- 
litätsbereich entstammende  Form  von  z^  u^^  .  .  .,  u^  ist.  Jene 
Identität  bleibt  aber  ihrer  Entstehung  nach  gültig,  wenn  man 
für  Qi,  '  •  ',  Qn  irgend  eine  Permutation  setzt,  also  wird,  wenn 
man  über  aUe  Permutationen  der  Gruppe  addiert,  da  9  der 
Annahme  nach  ungeändert  bleibt, 

(?)  ^  ^ 

Die  rechts  stehende  Summe  ist  aber  symmetrisch  in  den 
Wurzeln  der  Galois sehen  Resolvente,  demnach  eine  dem 
Rationalitätsbereiche  entstammende  Form.  Wenn  also  g)  die 
Unbestimmten  u^^  ,  .  .,u^  nicht  enthält,  ergibt  sich  durch  Ver- 
gleichung  der  Koeffizienten  von  11^  in  der  Tat  cp  als  Größe 
des  Rationalitätsbereichs.  Ist  aber  cp  eine  Form  dieser  oder 
anderer  Unbestimmter,  so  muß  jeder  Koeffizient  eines  Potenz- 
produktes von  ihnen  bei  den  Substitutionen  2J  ungeändert 
bleiben,  und  cp  ist  auch  dann  eine  dem  Rationalitätsbereiche 
entstammende  Form  dieser  Unbestimmten. 
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Wenn  umgekehrt  (p  eine  dem  Rationalitätsbereiclie  an- 
gehörende Form  ist,  so  ist  wegen  der  Identität  (qp) 

eine  Gleichung,  welcher  die  Wurzel  w^L^  +  •  •  •  +  w„|^  der 
irreduzibeln  Galois sehen  Resolvente  genügt.  Es  genügt  ihr 
auch  also  jede  andere  Wurzel  derselben,  und  man  hat  identisch: 

©'9,  =  fi-(«J^^  +  ...  +  «JJ  =  fi-(«,|„,  +  --+M„|J  =  ---, 

also  ändert  sich  g)  für  die  Gruppe  der  Substitutionen  Z! 
nicht;  womit  der  ausgesprochene  Satz  erwiesen  ist.  Für  jenen 
Grenzfall,  wo  die  Galois  sehe  Resolvente  vom  ersten  Grade 
ist,  reduziert  sich  die  Gruppe  der  Substitutionen  2^,^  auf  die 
einzige  identische  Substitution,  und  jede  Wurzel  der  Gleichung 
F(ß)  ==  0  und  jede  Form  cp  entstammt  dem  vorgelegten  Ratio- 
nalitätsbereich. 

Der  eben  bewiesene  Satz  zeigt  unmittelbar,  daß  es  nur 
eine  charakteristische  Gruppe  von  Substitutionen  gibt, 
bei  deren  Bildung  man  daher  auch  von  jedem  irreduzibeln 
Teiler  der  Galois  sehen  Resolvente  ausgehen  kann. 

§  26.     Als  allgemeine  Gleichung  >^*®^  Grades  wird 

F{0)  =  ,-  +  a,z-^  H h  «n  ==  0 

bezeichnet,  wenn  die  Koeffizienten  «!,...,«„  durchweg  voneinander 
unabhängige  Unbestimmte  sind,  also  die  Form  F  dem  natür- 
lichen Rationalitätsbereiche  (a^,  .  .  .,  aj  entstammt. 

Für  die  allgemeine  Gleichung  n^^^  Grades  ist  die 
charakteristische  Gruppe  die  allgemeinste,  die  aus 
den  n  Wurzeln  ^j,  .  .  .,  ^^  gebildet  werden  kann,  d.  h. 
sie  enthält  alle  Substitutionen,  durch  welche  1^,  .  .  .,  |^  in 
eine  beliebige  andere  Permutation  übergeführt  werden  kann, 
und  ist  demnach  von  der  Ordnung  n\ 

Um  dies  nachzuweisen,  ist  nur  zu  zeigen,  daß,  wenn  cp  eine 
dem  Rationalitätsbereiche  (of^,  .  .  .,  aj  entstammende  Form  von 
li,  . . .,  |„,  t^i,  «^2?  •  •  •  ist,  ohne  daß  sie  symmetrisch  in  den  Wurzeln 
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J  ist,  (p  keine  dem  Rationalitätsbereiche  (a^,  .  .  .,  aj  entstam- 
mende Form  sein  kann.  Die  entgegengesetzte  Behauptung 
ließe  sich  in  der  Gestalt 

A(p  —  B  =  0 
schreiben,    wo    Ä   und   B  rationale    und    ganze   Formen   von 
«1,  .  .  .,  fl^„  und  den  eventuell  in  g)   enthaltenen  Unbestimmten 
Vj^,  v^,  ■  '  •  sind. 

Setzt  man  in  Äcp  —  B  statt  a^,  .  .  .,  a„  die  elementaren 
symmetrischen  Formen  von  |j,  .  .  .,  |^,  so  ist  ^9?  —  B  eine 
Form  der  |,.,  die,  insofern  man  diese  als  Unbestimmte  auffaßt, 
nicht  0  wird,  denn  B  ist  eine  symmetrische  Form  von  ihnen, 
während  dies  für  Ä(p  der  Annahme  nach  nicht  der  Fall  ist. 
Dasselbe  bleibt  richtig,  wenn  man  für  1^,  .  .  .,  |„  irgend  eine 
Pennutation  dieser  Größen  setzt.  Bezeichnet  man  die  so  aus 
(p  entstehenden  Formen  mit  (p^^  q)^,  .  .  .^  so  wird  auch 

als  Form  der  |-  nicht  verschwinden,  also  auch  dann  nicht, 
wenn  man  die  ^.  durch  die  a-  ersetzt,  was  vollständig  geschehn 
kann,  da  ja  jenes  Produkt  augenscheinlich  in  den  ^.  symmetrisch 
ist.  Andrerseits  muß  aber,  wegen  der  Annahme  Äcp^  —  B  =  0, 
jenes  Produkt  gleich  Null  sein.    Man  hätte  also  eine  Gleichung 

(9) 

wo  die  Jc^  ganze  Zahlen  bedeuten  und  die  Ä  Potenzprodukte 
der  Größen  a^  sind;  was  der  Voraussetzung,  daß  die  a  unab- 
hängige Unbestimmte  sind,  widersprechen  würde. 

Auf  den  bisher  entwickelten  Fundamentalsätzen  baut  sich 
nun  die  weittragende  Galoissche  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  auf.  Hier  sollte  nur  gezeigt  werden,  wie  diese 
mit  der  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Größen  in  Be- 
ziehung tritt;  eine  Auseinandersetzung  der  wichtigen  speziellen 
Probleme,  die  in  ihr  behandelt  werden,  liegt  außerhalb  des 
Planes  dieser  Darstellung*). 

*)  Um  so  mehr,  als  für  diese  Theorie  eine  Reihe  hervorragender  Lehr- 
bücher  vorliegt,    und    auch    die  Kroneck  er  sehen  Vorlesungen,    deren 
König,  algebraische  Größen.  13 
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Der  Gaußsche  Fuudameutalsatz. 

§  27.  Anhangsweise  muß  noch  in  diesem  Kapitel  dar- 
gelegt werden,  wie  die  Theorie  der  algebraischen  Größen  zu 
dem  s.  g.  „Fundamentalsatze  der  Algebra"  in  Beziehung  tritt. 
Diese  Beziehung  wird  durch  eine  Identität  vermittelt,  die  Gauß 
in  einer  berühmten  Abhandlung*)  gegeben  hat.  Es  sei  JP(<&)  =  0 
eine  Gleichung  n^^"^  Grades,  deren  Koeffizienten  einem  beliebig 
vorgelegten  orthoiden  Bereiche  angehören  und  deren  Discri- 
minante  von  0  verschieden  ist.  Bildet  man  den  entsprechenden 
Galois sehen  Bereich,  so  hat  die  Gleichung  darin  n  verschie- 
dene Wurzeln,  die  mit  1^,  .  .  .,  |^  bezeichnet  werden  mögen. 
Sodann  ist 

«Ä  +  i^  +  ^My 
eine  Form  von  u  und  v,  die  bei  Yertauschung  der  1^  äugen- 
scheinlich  -^— ^ — -  Werte  annimmt,  denen  ebensoviel  Kombina- 
tionen (i,j)  entsprechen,  die  aus  den  Zahlen  l,...,w  gebildet 
werden  können.  Diese  Werte  sind  auch  verschieden,  denn  es 
kann  nur  dann 

<ii  +  i)  +  vUj  =  « (I.  +  h)  +  vl,%>. 

sein,  wenn 
wird,  also  auch 

ist.     Dazu   muß   aber   das  Zahlenpaar  (^,  j)   mit   dem  Zahlen- 
paar (i',  /)  übereinstimmen,  was  eben  ausgeschlossen  wurde. 


Herausgabe  nahe  bevorsteht,  darauf  genauer  eingehn.  Noch  müssen 
die  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  und  die  „Vorlesungen  über  die 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen"  von  Felix  Klein  erwähnt 
werden,  Werke,  die  insbesondere  die  Beziehungen  der  algebraischen 
Probleme  zu  anderen  mathematischen  Disziplinen  betonen  und  in  der 
elegantesten  Form  darlegen. 

*)  Demonstratio  nova  altera  etc.  Werke  Bd.  III.  Diese  Abhandlung 
von  Gauß  war  das  erste  und  klassische  Muster  für  die  folgerichtige 
Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen  Größen. 
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Das  über  alle  Kombinationen  (^,  j)  ausgedehnte  Produkt 

ist  daher  symmetriscli  in  den  |^  und  demnach  eine  dem  ur- 
sprünglich vorgelegten  orthoiden  Bereiche  entstammende  Form 
der  Unbestimmten  x,  u  und  v,  die  mit  G(Xf  Uj  v)  bezeichnet 
werden  möge.     Die  Gleichung 

G{Xy  Uj   v)  =  0 

vom  Grade  ^     ~    -  hat  demnach  die     ^^~      Wurzeln 
M(|,  +  |,)  +  t;y,, 

die  untereinander  verschieden  sind,  und  man  wird  insbesondere 
an  Stelle  von  u  und  v  auch  rationale  und  ganze  Zahlen  setzen 
können,  ohne  daß  sich  diese  Verhältnisse  ändern;  denn  die  Dis- 
criminante  von  G  nach  x  ist  eine  von  0  verschiedene  Form  der 
Unbestimmten  u  und  v,  und  man  hat  für  u  und  v  nur  solche 
ganze  Zahlen  zu  wählen,  für  welche  aus  dieser  Form  eine  von 
0  verschiedene  Größe  entsteht. 

Es   seien  nun  a  und  h  zwei  so  gewählte  Zahlen  und  der 
Kürze  wegen 

femer  6^^  irgend  eine  dem  [orthoiden  Bereiche  entstammende 
Form  von  |^  und  ^^•,  die  in  Bezug  auf  diese  beiden  Größen  sym- 
metrisch ist. 

Dann  ergibt  sich  aus  dem  Gleichungssystem 

n(n  —  l) ^ 

2  ^ 

{i,j=  1,  2,  ...,  w;  i<j) 
für  die  Größen  a/. 

WO  z/  die  Determinante  |  rfij  \  bedeutet,  die  nicht  verschwindet, 
weil  z/^  die  Discriminante,  der  Form  G{x'^  a,  b)  ist.  Femer 
sieht  man,  daß  z/  und  z/^  bei  der  Vertauschung  von  l^,  .  .  .,  |„ 

13* 
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mit  1^.^,  .  .  .,  ^.  sich  nur  insofern  ändern,  als  gewisse  Zeilen 
vertauscht  werden;  und  zwar  ist  diese  Yertauschung  von  Zeilen 
für  z/  und  z/^  dieselbe.  Es  ist  also  z/z/^,  ebenso  wie  z/ 
symmetrisch  in  den  ^.  und  daher  eine  Größe  des  ursprünglichen 
orthoiden  Bereichs.  Dasselbe  gilt  demnach  für  die  Größen- 
reihe «0,  «1,  .  .  .  . 

Schreibt  man  nun  F(^)  als  Produkt  der  beiden  Faktoren 

(0  —  IJ  (^  —  ij)  =Z^  +  ö'i0  +  02 

und 

/7(^  - 1)  =  ^"-'  +  ^i'^"-'  +  •  •  •  +  <-2, 

(r) 

WO  r  die  Reihe  der  Zahlen  1  bis  n  mit  Ausschluß  von  i  und  j 
durchläuft,  so  sind  zunächst  die  Koeffizienten  ö'i  =  —  (If  +  1^); 
^2  =  iiijy  wie  unmittelbar  ersichtlich,  dann  aber  auch  ^i',  .  .  ., 
(?^'_2  Größen,  welche  die  für  ö.j  geforderten  Eigenschaften  be- 
sitzen. Für  diese  ist  es  nach  den  Sätzen  über  reduzierte  Formen, 
insbesondere  §  14  des  Kap.  II  klar,  daß  sie  in  der  Gestalt 

:^rrMj         {r  =  0,...,n-l;s^0,...,n-2) 

und,  da  sie  sich  nicht  ändern,  wenn  |^  mit  ^j  vertauscht  werden, 
auch  in  der  Gestalt 


|^y..(l.^lj  +  l:l;) 


geschrieben  werden  können-     Dann  ist  bei  Anwendung  der  in 
((?)  gegebenen  Bestimmung 

<=^;t(%)  (^==0,     ..,  7^  — 2), 

wo   die  Koeffizienten  der  Formen  q)  und  ^   dem  ursprünglich 
vorgelegten  Bereiche  angehören.     Man  hat  also 

F(,)  =  {,'  +  <p,  (^.,)  g  +  ,p,  (^,,))  X 

weim  rjij  irgend  eine  der  Größen  a(|j  +  |^)  -j-  6|j|^  bedeutet. 
Es  ist  demnach 


J 
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durch  jede  der  Formen  x  —  a  (1^.  +  %^  —  ^%i%j  und,  da  diese 
durchaus  im  Sinne  der  Äquivalenz  verschiedene  lineare  Formen 
sind,  auch  durch  ihr  Produkt,  das  ist  G{x\  a,  h)  teilbar.  Man 
ist  so  zur  fundamentalen  G  au ß sehen  Identität  gelangt: 

Fig)  =  {g'  +  q>,  (x)z  +  g>,{x)){,''-'+il,,ix)0''-'+---+t„_,(x)) 

+  Gix)Hix,0),  (G) 

wo  G  (x)  vom  Grade  -^ — -  ist  und,  sowie  II(Xj  0),  dem  ur- 
sprünglichen orthoiden  Bereiche  angehörige,  durch  rationale 
Operationen  vollständig  bestimmte  Koeffizienten  besitzt. 

§  28.  Der  „Fundamentalsatz  der  Algebra^'  lautet:  Für 
jede  ganze  Funktion  F(z),  deren  Koeffizienten  be- 
liebige reelle  oder  komplexe  Zahlen  sind,  und  deren 
Grad  ?^  ^  1  ist,  läßt  sich  eine  reelle  oder  komplexe 
Zahl  t,  bestimmen,  so  daß  F(^==0  wird. 

Der  Satz  gehört  —  wie  sein  Inhalt  zeigt  —  in  die  Theorie 
der  analytischen  Funktionen;  der  Beweis  wird  aber  bei  Be- 
nutzung der  eben  abgeleiteten  Identität  nicht  nur  besonders 
einfach,  sondern  charakterisiert  die  bei  Auflösung  der  Gleichung 
Fiz)  =  0  auftretenden  Zahlen  auf  das  genaueste  und  reduziert 
endlich  das  beim  Beweise  auftretende  funktionentheoretische 
Element  auf  das  Minimum. 

Die  Gesamtheit  der  komplexen  Zahlen  bildet  einen  orthoiden 
Bereich;  die  Identität  G  ist  also  anwendbar. 

Der  Fundamentalsatz  gilt  ferner  jedenfalls  für  Gleichungen 
zweiten  Grades;  in  diesem  Falle  wird  die  Darstellung  der 
Wurzeln  durch  gewisse,  schon  in  den  Elementen  betrachtete 
Grenzwerte,  die  s.  g.  quadratischen  Irrationalitäten  geliefert. 

Die  Funktionentheorie  gibt  ferner  durch  fundamentale 
Stetigkeitsbetrachtungen  den  folgenden  speziellen  Fall  des 
Fundamentalsatzes:  Jede  Gleichung  mit  reeUen  Koeffizienten, 
deren  Grad  eine  ungerade  Zahl  ist,  besitzt  eine  reelle  Wurzel. 

Für  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  folgt  nun  die 
allgemeine  Gültigkeit  des  Fundamentalsatzes  durch  folgende 
vollständige  Induktion. 
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Wir  setzen  voraus ,  daß  der  Satz  für  Gleidiungen  gilt^ 
deren  Gradzahl  wohl  durch  2^~\  aber  nicht  durch  2^  teilbar 
ist,  und  beweisen,  daß  er  dann  auch  für  solche  Gleichungen 
gilt,  deren  Grad  durch  2^,  aber  nicht  durch  2*+^  teilbar  ist. 

Sei  F(/)  =  0  eine  Gleichung,  deren  Gradzahl  die  eben 
ausgesprochene  Eigenschaft  besitzt.  Dann  ist  der  Grad  von 
G{x)y  wenn  h  eine  ungerade  Zahl  ist,  n  =  2^h,  und 

n{n  —  1)  _  2^h{2^h  —  l) 
2  ~  2 

wohl  durch  2^~^,  aber  nicht  durch  2^"  teilbar.  Die  Gleichung 
G{x)  =  0  hat  also  eine  Wurzel  |.  Setzt  man  in  der  Iden- 
tität ((t)  nun  X  =  i,  so  wird  (^  (|)  =  0,  und 

F(^)  =  («^  +  y.  (1)^  +  9-,  (|))(«»-^+^,(|)^"-'  +  ...  +  ^„_,(|)), 

und  die  Wurzel  J  der  Gleichung  zweiten  Grades 

ergibt  auch  F{Q  =  0. 

Eine  ganz  elementare  Betrachtung  erledigt  nun  auch  den^ 
Fall  komplexer  Koeffizienten.     Dann  kann 

geschrieben  werden,  wo  F^{3)  und  F^iß)  reelle  Koeffizienten 
besitzen.     Ebenso  hat  die  Gleichung 

{F,  (0)  +  Y^^  F,  {,))  {F,  (0)  -  y^^  F,  (0))  =  0 


reelle  Koeffizienten,  sie  hat  also  eine  Wurzel  ^  =  a  -\-  ß  y  — 
Ist  nun  etwa  F{a  -{-  ß  ]/ —  l)  von  0  verschieden,  so  muß 


sein  und  auch  gleich  0  bleiben,'  wenn  man  — y —  1  statt 
y^^^  setzt,  d.  h.  es  ist  dann  F{a  —  ß}/^^^)  ==  0.  Von 
den  beiden  komplexen  Zahlen  a  +  /3  ]/ —  1  ist  mithin  eine 
jedenfalls  Wurzel  der  Gleichung  F(/)  ==  0. 


Fünftes  Kapitel. 
Allgemeine  Theorie  der  Elimination. 


Das  fundamentale  Problem. 

§  1.  Mit  dem  holoiden  Bereiche  [A]  ist  der  zugeordnete 
orthoide  Bereich  (A)  und  mit  diesem  das  Reich  der  in  Bezug 
auf  (A)  algebraischen  Größen  begrifflich  vollständig  gegeben. 
Dieser  letztere  Bereich,  der,  wie  wir  nach  den  Entwicklungen 
in  Kap.  IV  wissen,  wieder  ein  orthoider  Bereich  ist,  soll  kurz 
durch  das  Symbol  {A}  bezeichnet  werden.  Eine  Größe  x 
heiße  nun  unbeschränkt  veränderlich  (variabel)  in  JA),  wenn 
für  ihre  Festsetzung  keine  weitere  Bedingung  vorliegt  als  die, 
daß  sie  gleich  irgend  einer  Größe  des  Bereichs  {A}  sei.  Wenn 
[A]  die  Gesamtheit  der  komplexen  Zahlen  bedeutet,  ist  die  un- 
beschränkte Veränderlichkeit  von  x  nichts  anderes  als  die  freie 
Variabilität  im  Sinne  der  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

Wenn  im  folgenden  der  zu  Grunde  liegende  Bereich  {A} 
ein  für  allemal  festgehalten  ist,  werden  wir,  um  eine  knappere 
Ausdrucksweise  zu  gewinnen,  bei  Bezeichnung  einer  Größe  als 
unbeschränkt  veränderlich  den  selbstverständlichen  Zusatz  „in 
{A}"  weglassen. 

Das  Fundamentalproblem  der  Eliminationstheorie  kann  so- 
dann folgendermaßen  formuliert  werden: 

Seien  F^iß^y  z^, .  .  .,  z^  {j  =  1, .  .  .,  ä;)  dem  orthoiden  Be- 
reiche (A)  entstammende,  nicht  identisch  verschwindende,  aber 
sonst  beliebige  Formen;  dann  bedingt  das  Gleichungssystem 

F,{x„x„...,xj  =  0        Ü=1,2,...,Ä) 
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für  die  ursprünglich  als  in  {A}  unbeschränkt  veränderlicli  ge- 
dachten Größen  x^j  .  .  .,  ^^  jedenfalls  eine  Beschränkung  dieser 
Veränderlichkeit,  da  ja  für  Xj^^  X2f  .  .  .,  x^  auch  schon  solche 
rationale  und  ganze  Zahlen  gesetzt  werden  können,  daß  der 
Wert  von  Fj  von  0  verschieden  ist.  Diese  Beschränkung 
der  Veränderlichkeit  für  x^,  .  .  .,  x^^,  die  durch  ein  Glei- 
chungssystem  bewirkt  wird,  vollständig  und  möglichst 
einfach  zu  beschreiben,  ist  die  erste  und  grundlegende 
Aufgabe  der  Eliminationstheorie.  Das  entsprechende 
Problem  für  eine  Unbekannte  x^  kann  als  vollständig  gelöst 
betrachtet  werden,  da  ja  in  diesem  Falle  die  Veränderlichkeit 
von  x^  auf  eine  endliche  Anzahl  von  in  Bezug  auf  (A)  alge- 
braischen Größen  beschränkt  ist,  deren  vollständige  Darstellung 
in  Kap.  IV  gegeben  wurde. 

Daß  sich  nun  diese  Beschränkung  der  Veränderlichkeit  für 
Gleichungssysteme  ganz  anders  gestalten  kann,  ist  von  vorn- 
herein aus  dem  Umstände  klar,  daß  man  in  der  elementarsten 
Weise  solche  Gleichungssysteme  bilden  kann,  denen  unendlich 
viele  Wurzelsysteme  entsprechen. 

Von  vornherein  soll  hier  nur  jenes  prinzipiell  wichtigste 
Resultat  unsrer  Untersuchung  erwähnt  werden,  daß,  wenn  das 
entsprechende  Problem  für  eine  Gleichung  mit  einer  Unbe- 
kannten als  erledigt*)  betrachtet  wird,  die  weitere  Entwicklung 
ausschließlich  eine  bestimmte  Reihe  „rationaler  Opera- 
tionen" erfordert,  worunter  die  Anwendung  der  vier  Species 
auf  Größen  des  Bereichs  (A)  und  die  Bestimmung  des  größten 
gemeinschaftlichen  Teilers  von  dem  Bereiche  (A)  entstammen- 
den Formen  verstanden  werden  soll. 

Die  Formen  Fj  enthalten  nur  eine  endliche  Reihe  von 
Koeffizienten;  selbstverständlich  kann  demnach  für  (A)  jeder 
orthoide  Bereich  genommen  werden,  der  jene  als  Koeffizienten 


*)  Dies  kann  nicht  nur  in  der  Auffassung  der  Theorie  der  alge- 
braischen Größen  geschehen  sein,  sondern  auch  so,  wie  es  die  Theorie 
der  Funktionen  verlangt,  wo  dann  jene  Wurzeln  der  Gleichungen  mit 
einer  Unbekannten  als  Grenzwerte,  respektive  algebraische  Funktionen 
erscheinen. 
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auftretenden  Größen  enthält,  so  z.  B.  jeder  Bereicli  (A'),  der 
alle  Größen  des  Bereichs  (A)  enthält.  Dem  gegenüber  wird 
der  „kleinste"  Bereich,  von  dem  die  Untersuchung  ausgehen 
kann,  derjenige  Rationalitätsbereich  sein,  der  durch  die  Koeffi- 
zienten der  Formen  F^  vollständig  bestimmt  ist,  und  jeder  an 
Stelle  von  (A)  tretende  Bereich  (A')  wird  diesen  Rationalitäts- 
bereich „enthalten". 

Der  so  zu  Grunde  liegende  Bereich  (A)  kann  nun  auch 
Unbestimmte  umfassen,  die  aber  dann  im  Laufe  der  Unter- 
suchung als  solche  festzuhalten  sind;  für  diese  ist  es  demnach 
ihrer  begrifflichen  Bestimmung  nach  unstatthaft,  von  einer 
Beschränkung  der  Variabilität  zu  sprechen.  Damit  ist  die  All- 
gemeinheit der  Untersuchung  keineswegs  beschränkt;  es  son- 
dern sich  nur  die  verschiedenen  Eliminationsprobleme,  die 
demselben  Gleichungssysteme  F^  =  0  entsprechen  können,  je 
nachdem  wir  die  verschiedenen  x  als  Unbestimmte  oder  Un- 
bekannte auffassen*). 

Die  Eroueckersche  Elimiuationsmethode. 

§  2.  Das  aufgestellte  Problem  wird  durch  eine  von  Kro- 
necker**)   herrührende,    aber    nur    in    knappster    Form    an- 


*)  So  wird  z.  B.  das  Gleichungssystem 

2x  +  y=2,     x-{-y  =  l, 

wenn  man  x  und  y  als  Unbekannte,  z  als  Unbestimmte  auffaßt,  nur  die 
eine  Lösung 

1  Z  —  2 

zulassen,  während,  wenn  x,  y  und  z  gleichmäßig  als  Unbekannte  be- 
trachtet werden ,  demselben  Systeme  unendlich  viele  Lösungen  ent- 
sprechen, in  denen  die  Veränderlichkeit  von  x,  y  und  z  nun  derart  be- 
schränkt ist,  daß  X  jeden  Wert  mit  Ausschluß  der  0,  y  jeden  Wert  mit 
Ausschluß  der  1  und  ebenso  z  jeden  Wert  mit  Ausschluß  der  1  an- 
nehmen kann  und  weiter,  sobald  für  eine  der  Unbekannten  irgend  ein 
diesen  Bedingungen  entsprechender  Wert  angenommen  wird,  die  beiden 
andern  dadurch  vollständig  bestimmt  sind. 

**)  Festschrift.  §  10.     Die  dort  ausgesprochene  Absicht,  die  Theorie 
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gedeutete  Methode  vollständig  erledigt.  Im  wesentlichen  ist  es 
schon  durch  die  Aufstellung  der  Resolventenform  des  Formen- 
systems F^  und  die  sich  an  diese  anschließenden  Erörterungen 
(Kap.  III.  §  18 — 21)  gelöst,  und  es  wird  jetzt  nur  darauf  an- 
kommen, die  bei  der  Bildung  des  größten  gemeinschaftlichen  Tei- 
lers auftretenden  Ausnahmefälle  (Kap.  III.  §  20)  zu  vermeiden  und 
dadurch  eine  einfache  und  allgemeine  Darstellung  zu  erhalten.  Dies 
geschieht,  wenn  wir  dem  Kroneck  er  sehen  Eliminationsprinzip 
gemäß  nicht  nur  die  Formen  F^  mit  Hilfe  neuer  Unbestimmten 

*  k 

Uj  und  Uj  in  ^ FjUj  und  ^ FjUj  zusammenfassen,  sondern 
ebenso  die  Unbestimmten  x^, .  .  .,  x^  (die  ja  auch  Formen 

m 

sind)    mit  Hilfe   der  Unbestimmten  if^,  .  .  .,  t^  in  ^tiXf 

vereinigen,  ein  Verfahren,  das  sich  rechnerisch  so 
ausdrücken  läßt,  daß  wir  für  rr^  durch  die  lineare 
Transformation 

X  =  \X^  -\-  t^X^  +  •  •  •  +  im^rn, 

die  neue  Unbestimmte  x  einführen. 

Dabei  wird  es  aber  zweckmäßig  sein,  um  die  Darstellung 
von  unwesentlichen  Zufälligkeiten  zu  befreien,  das  vorgelegte 
Formen-  resp.  Gleichungssystem  zuerst  einer  linearen  Trans- 
formation zu  unterwerfen,  deren  Koeffizienten  sich  in  jedem 
einzelnen  Falle  leicht  bestimmen  lassen. 

Ist  nämlich  das  ursprünglich  vorgelegte  Gleichungssystem 

G-My  ^2.  •  •  •;  O  =  0;  0"  =  1,  . .  V  ^) 

und  übt  man  darauf  die  lineare  Transformation 

z.  =  v,^x^  +  v,^x^  H h  v^^x^   (i  ==  1, .  .  .,  m)       (T) 

aus,  wo  die  passende  Bestimmung  der  Koeffizienten  der  Trans- 


der  Elimination  in   weiteren  Abhandlungen   ausführlich   zu   behandeln, 
ist  leider  unausgeführt  geblieben. 
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formation  vorbehalten  bleibt,  so  erhält  man  das  ^^transformierte" 
Gleichungssystem : 

F,{x„...,x^)  =  0        ij=l,...,k), 

dessen  Koeffizienten  vorläufig  als  Formen  der  v  gegeben  sind. 

Verfährt  man  nun  für  dieses  System  nach  der  in  Kap.  III. 
§  18  gegebenen  Anweisung,  so  werden  die  dort  auftretenden 
Formen  Fj^^JD^^^  durchweg  in  Bezug  auf  ^^  +  i,  .  .  .,x^  regulär 
sein,  insofern  man  die  in  den  Koeffizienten  auftreten- 
den Größen  v  als  Unbestimmte  faßt.  Wäre  dies  für 
irgend  eine  dieser  Formen,  die  z.  B.  mit  cp  bezeichnet  werden 
soll,  zum  ersten  Male  nicht  der  Fall,  also  (p  eine  Form 
li^^^  Dimension  und  nicht  regulär,  so  muß  (p  jedenfalls 
eine  Form  2^^J^^*  sein.  Sind  nämlich  für  irgend  ein  h  die  sämt- 
lichen Formen  Fj^^  regulär,  so  wird  auch  ihr  größter  gemein- 
schaftlicher Teiler  D^^^  regulär  sein.  Ist  aber  jenes  (p  eine 
Form  Ffj^,  dann  kann  man  auf  die  F^  eine  solche  bestimmte 
lineare  Transformation  (Tj)  der  Unbestimmten  ^^+1;  •  •  v  ^m 
anwenden,  daß  qp  von  der  Dimension  iV^  bleibt,  aber  regulär 
wird;  während  die  früheren  Formen  ihre  Dimension  behalten 
und  auch  regulär  bleiben.  Die  Folge  von  (T)  und  {T^  er- 
gibt daher  eine  Transformation,  bei  welcher  in  (p  der  Koeffi- 
zient von  x^ {i  ^  h  -\-  Ij  .  .  .j  m)  immer  von  0  verschieden 
ist,  während  doch  der  Annahme  nach  für  jedes  Wertsystem 
der  V  ein  solcher  Koeffizient  gleich  0  ist.  Die  Annahme  ist 
demnach  unstatthaft,  und  die  aus  dem  Formensystem  F. 
gebildeten  Formen  Fjf\D^^^  sind  durchweg  in  Bezug 
auf  rr^i+i,..  .,x^  regulär. 

Wendet  nun  auf  das  Formensystem  Fj  die  weitere  lineare 
Transformation 

X  =  t,x,  +  t,x,-\ h  t^x^  (T) 

an,  wo  ^1, '  '  'f  x^_i  bleiben  und  nur  x  für  x^  eingeführt 
wird,  so  ist  die  Folge  von  T  und  T'  gleichbedeutend  mit  der 
Transformation 
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^i  =  (%  —  '^im  ^)  %  +  («^i2  —  ^im  ^)  ^2  H ^  ^'^T^^     ^"^''^ 

(i=  1, .  .  .,  m). 

In  dem  durch  die  Transformation  (T')   aus  JP^  ==  0   ent- 
stehenden Gleichungssysteme,  das  mit 

fj  =  0        (i=l,...,ft) 

bezeichnet  werden  soll,  können  die  Koeffizienten  als  Formen 
der  t  angesehen  werden,  da  man  zu  diesem  Zweck  nur  mit  einer 
Potenz  von  t^  zu  multiplizieren  hat,  was  im  Sinne  der  Äqui- 
valenzbestimmung gestattet  ist*). 

Sind  nun  die  bei  der  Diskussion  der  Resolventenform  des 
Systems  fj  auftretenden  Formen 

Dl''  und  /-j^^ 

wobei  wieder  von  den  als  Nenner  hinzutretenden  Potenzen  von 
t^  als  irrelevant  abgesehen  wird,  so  werden  diese  abermals  in 
Bezug  auf  Xf^,^^^,  ,  .  .,  x^_^^  x  regulär  sein.  Es  entsteht  näm- 
lich D\''  und  ß^  aus  D^'^  und  F/^\  wenn  man  an  Stelle  der 
V  die  Koeffizienten  der  linearen  Transformation  T''  setzt,  die 
als  Folge  von  T  und  T'  definiert  ist,  und  dann  mit  einer  ge- 
wissen Potenz  von  t^  multipliziert.  Die  Koeffizienten  der  für 
das  reguläre  Verhalten  entscheidenden  Glieder  sind  dann  dem 
Bereiche  (A)  entstammende  Formen  der  v  und  ^,  die  nicht 
identisch    verschwinden;    denn    das   ist    auch    dann    nicht    der 


i 


*)  Die  zu  untersuchenden  Formen  sind  im  Sinne  der  Theorie  der 
Resolventenform  als  Formen  der  Unbestimmten  x  zu  betrachten;  ihre 
Koeffizienten  gehören  jenem  orthoiden  Bereiche  an,  der  dem  Formen- 
bereiche [(A) ,  #j ,  •  •  . ,  y  zugeordnet  ist ,  der  selbst  ein  vollständiger 
holoider  Bereich  ist.  Da  nun  diese  Formen  in  Bezug  auf  den  Äqui- 
valenzbereich ((A),  #1 ,  .  .  .,  t„^  zu  betrachten  sind  und  äquivalente  Formen 
einander  unbedingt  ersetzen  können,  können  wir  die  Nenner  immer  ent- 
fernen und  schließlich  in  den  Formen,  deren  Koeffizienten  nun  dem 
vollständigen  holoiden  Bereiche  [(A),  f^,  •  • .,  *J  angehören,  den  größten 
gemeinschaftlichen  Teiler  der  Koeffizienten  entfernen,  d.  h.  die  auf- 
tretenden Formen  können  immer  als  primitive  Formen  der 
Unbestimmten  x^,  . . .,  x^_^  und  x  angenommen  werden. 
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Fall;  wenn  f^  =  .  .  .  =  ^^_i  =  0,  ^^  =  1  gesetzt  wird;  da  man 
dann  wieder  die  früheren  Formen  erhält.  Man  kann  daher 
(auch  rationale  und  ganze)  Wertsysteme 


bestimmen,  für  welche  diese  Koeffizienten  nicht  verschwin- 
dende Formen  der  t  werden,  deren  Determinante  |  a^-^- 1  von  0 
verschieden  ist.     Damit  ist  folgendes  Resultat  gewonnen: 

Das  urspüngliche  Gleichungssystem  Gj  ==  0  geht 
durch  eine  bestimmte  lineare  Transformation  (mit 
nicht  verschwindender  Determinante)  in  ein  Glei- 
chui^ssystem  I.  =  0  von  der  Beschaffenheit  über,  daß, 
wenn  dieses  durch  die  weitere  Transformation 

in  das  System  f^  =  0  übergeführt  wird,  die  diesem  ent- 
sprechenden Formen  D\^\ff^  durchweg  in  Bezug  auf 
^h+i>  •  ' ')  ^m-i  ^^^  ^  regulär  sind. 

Dabei  sind  die  t  als  Unbestimmte  aufzufassen;  doch  bleibt 
der  Satz  auch  dann  gültig,  wenn  statt  der  t  solche  Wert- 
systeme gesetzt  werden,  bei  denen  jene  im  allgemeinen  nicht 
verschwindenden  Formen  der  t  von  0  verschiedene  Werte  an- 
nehmen. 

§  3.  Die  Diskussion  der  Systeme  Gj  =  0  und  Fj  =  0 
bietet  völlig  identische  Probleme,  da  die  ihnen  entsprechenden 
Wertsysteme  durch  eine  lineare  Transformation  einander  in 
eindeutiger  Weise  zugeordnet  sind.  (Die  so  bestimmte  lineare 
Transformation  ist  in  geometrischer  Auffassung  nichts  anderes 
als  eine  einfache  Koordinatentransformation.)  An  Stelle  des 
ursprünglichen  Gleichungssystems  untersuchen  wir  also  das 
„von  Zufälligkeiten  befreite"  System  Fj  =  0  und  das  mit  ihm 
durch  die  Transformation 

X  =  t^X^  -\-  '  '  •  -f-  t^x^ 

zusammenhängende  System  /*^=  0,  in  welchem,  wie  schon  er- 
wähnt, die  Koeffizienten  als  Formen  der  Unbestimmten  t  an- 
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zusehen  sind,  was  nur  die  unbedingt  gestattete  Entfernung  des 
Nenners,  einer  Potenz  von  t^  voraussetzt. 

Die  den  Gleichungssystemen  Fj  =  0  und  f.  =  0  ent- 
sprechenden Wertsysteme  bedingen  sich  selbstverständlich  gegen- 
seitig. Für  die  Übersichtlichkeit  der  weiteren  Darstellung  wird 
es  bequem  sein,  dies  ausführlich  zu  formulieren. 

Jedes  Wertsystem  1^,  l^,  .  .  .,  |^,  das  dem  Gleichungs- 
system F^  =  0  genügt,  ergibt  ein  Wertsystem 

m 

das  dem  Gleichungssysteme 

ir.  =  o,    x  =  t^x,-] \-t^x^ 

genügt.     Weiter  genügt  auch,  wenn  dies  der  Fall  ist, 

m 

bl?   •  •  •;    fem-1?    b  =  ^  h^i 
i=l 

den  Gleichungen  fj  =  0. 

Umgekehrt  ergibt  jedes  Wertsystem 

bi;   b2;    •  •  -f   ^m-1?   '? 

das  dem  Gleichungssystem 

/}  =  0        (i  =  1,  . . .,  k) 
genügt,  wenn 

5m  "^^  /~  (b  ^ibi  •  •  •  C-1  b/rt_i) 

gesetzt  wird,  ein  Wertsystem 

bi;    •  •  ')   brnJ   b; 

das  den  Gleichungen 

genügt,  und,  da  die  Formen  Fj  die  Unbestimmte  x  überhaupt 
nicht  enthalten,  ist  endlich  auch 

m 

bl?   b2;   •  •  '7   bwi?     br  ""^  ^  '^i^i 
i=l 

ein  Wertsystem,  das  dem  Gleichungssystem 

F.  =  0,   x  =  r^Xj^-\ h  t^x^ 

genügt,  wo  r^,  .  .  .,  t^  neue  Unbestimmte  bedeuten. 
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§  4.  Es  seien  nun  wieder  Df^  und  fj  die  Formen,  die 
bei  der  Bildung  und  Diskussion  der  Resolventenform  des 
Systems  fj  auftreten.     Dann  stellt  die  Gleichung 

die  Gesamtresolvente  des  Gleichungssystems  jP^.  =  0  dar, 
in  dem  Sinne,  daß  diese  Gleichung  sämtliche  Wurzelsysteme 
des  Systems  F^  =  0  in  vollständiger  und  einfacher  Weise 
charakterisiert.  Der  Fußnote  zu  §  2  dieses  Kap.  entsprechend 
sind  dabei  D^,  Df\  .  .  .  und  also  auch  O^  primitive  Formen 
von  XyX^y...,x^_^y  deren  Koeffizienten  dem  Formenbereiche 
[(A);  hf  •  '  -y  ^m\  angehören.  Dabei  ist  DJ^)  oder,  ausführlich 
geschrieben, 

eine  reguläre  Form  der  Unbestimmten  ^,  ^^+1;  •  •  •;  ^m-i?  kann 
aber  auch  von  der  Dimension  0  sein  und  ist  dann  unsern 
Festsetzungen  gemäß  gleich  Eins  zu  setzen. 

Ist  0^=  ^tXf,  so  soll^^  =  0  eine  Teilresolvente  des 
Gleichungssystems  Fj  =  0  heißen;  insbesondere  sollen  die  Glei- 
chungen DJ*)  =  0  als  vollständige  (Teil-)  Resolventen. 
h  -\-  V^^  Stufe  des  Systems  Fj  =  0  bezeichnet  werden.  Eine 
solche  Resolvente  „existiert  nicht",  wenn  D{*)  gleich  Eins  ist. 

Irgend  eine  der  Kongruenzen  (B)  in  Kap.  III.  §  18 
lautet  jetzt 

i),Z)i')  . . .  i);—«  C  =  0  (mod.  f„  . . .,  Q,  (C) 

wo  C  dem  Formenbereiche  [(A),  t^y  .  .  .,  t^  angehört  und 
von  0  verschieden  ist.  Da  femer  für  x  ^=  t^x^ -\-  •  -  -  -\-  t^x^ 
der  Definition  nach  f^  =  fJF^  ist,  wird  f^  —  t^F^  als  Form 
der  X  durch  x  —  t^x^  —  •  •  •  —  tm^rn  teilbar,  und  die  Kon- 
gruenz (C)  erhält  die  neue  Gestalt: 

B,B[')  . . .  Dj^'-DO  =  0  (mod.  i^„  . . .,  i^„  x  —^t,x^ . 

Ist   i^i  =  li,  .  .  .,  oc^  =  ^rn  irgend    ein  Wurzelsystem   des 

m 

Systems    Ij  =  0     und    x  =  ^  =  ^t-l-y   so  muß   einer  der 
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Faktoren  Df^  verschwinden;  denn  C  ist  eine  von  den  x  un- 
abhängige, von  0  verschiedene  Größe. 

Wenn  umgekehrt  Xj^^^  =  |^  +  i,  .  .  .,  x^_^  =  |^_i,  x==l 
ein  solches  Wertsystem  darstellt,  für  welches  Df^  Null  wird, 
so  gibt  es  nach  den  wiederholt  angeführten  Erörterungen  des 
Kap.  in  (insbesondere  §  20)  eine  endliche  Anzahl  von  Wert- 
systemen für  x^,  .  .  .,  Xj^y  zumindest  eines  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  jedes  f^  gleich  Null  wird,  und 

fei?   ^2)   •  '  -y   fem-l?   ^n»  "^^  ^  ^'  l'l  '  *  "  ^m-l^m-l) 

ist  nach  dem  Vorhergehenden  ein  Wurzelsystem  der  Glei- 
chuncren  F,  =  0 . 

Wir  haben  nun  den  folgenden  für  die  Theorie  der  Elimi- 
nation grundlegenden  Satz  nachzuweisen: 

Setzt  man  in  Df\x'^  ^ä+i?  •  •  •;  ^m-ij  ^i?  •  •  •?  O  ^^^  ^i® 
Unbestimmten  Xj^^^j  .  .  .,  Xj^_^  irgend  welche  Größen 
Sä+i;  •••;  L-i;  so  wird 

eine  homogene  Form  von  Xy  t^,  •  •  •?  ^m  ^^^  ^^t,  wenn  Df^ 
von  1  verschieden  ist,  als  solche  in  der  Gestalt  eines 
Produktes  linearer  Formen  derselben  Unbestimmten 
darstellbar. 

Die  Koeffizienten  von  Bf)  (x;  l^^^,  .  .  .,  |^_i;  t^,  .  .  .,  tj 
sind  aus  Größen  des  Bereichs  (A)  und  l^^.!,  .  .  .,  ^m-i  <iurch 
Addition  und  Multiplikation  zusammengesetzt,  bestimmen  also 
einen  bestimmten  Rationalitätsbereich  (R),  und  es  ist  endlich 
ein  diesem  entstammender  Gattungsbereich,  in  dem  jene  Zer- 
legung stattfindet. 

Zum  Beweise  des  Satzes  führen  wir  die  weiteren  beliebig 
gewählten  Größen  |j,  .  .  .,  |^  ein  und  bezeichnen  das  Resultat 
der  Substitution  von  |]_,  .  .  .,  l^_i  für  ^i?  •  •  .,  ^m-i  ^^  -^i^^ 
und  0^  mit  Bf)  und  Q^.  Diese  letzteren  Formen  (von 
Xy  \,  .  .  .,  t^  können  mehrfache  Teiler  besitzen;  um  sie  zu 
entfernen,    bilden  wir    den  größten    gemeinschaftlichen  Teiler 

von  Bf)  und  ^-  Bf)y  resp.  CD^  und  ^—  Q^   und    entfernen    ihn 
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aus  Df)  und  O^.  Dann  seien  Ef'\  bez.  W^  das  Produkt  der 
einfachen  Teiler  von  D^,  bez.  Q^.     Jedenfalls  ist  dann 

Aus  der  Gleichung 

^W  =  0, 

wo  t[f  . .  .,  t'j^  eine  neue  Reihe  von  Unbestimmten  bedeutet, 
die  mit  t^^  .  .  .,  t^  gleichberechtigt  ist,  erhält  man  in  einem  be- 
stimmten, dem  Bereiche  ((A),  t[j  . .  .^  t'^J  entstammenden  Gat- 
tungsbereiche für  X  als  Unbekannte  gewisse  diesem  Gattungs- 
bereiche angehörige  Größen  als  Wurzeln  der  Gleichung.  Sei 
eine  derselben  |'.  Für  diese  ist  jedenfalls  auch  DJ?)  =  0, 
und  man  erhält  demnach  durch  den  in  Kap.  HI.  §  20  erläu- 
terten Algorithmus  wenigstens  ein  Größensystem 

b  ?   bi?    •  •  •;   b/i 

von  der  Beschaffenheit,  daß 

dem  Gleichungssystem  [Z,]^,  =  0  genügt*).  Fügt  man  diesen 
Größen  die  durch  die  Gleichung 

A  7Ai— 1 

r=l  s=k  +  l 

definierte  Größe  ^^  hinzu,  so  genügt  das  Wertsystem 

b  }    bi;    •   •  •;    5^;    b^-l-l?    *   •  *;    ^m-lf  ^m 

auch  den  Gleichungen 

[fj]^  =  0,   x  =  t[x^-] hC^m 

und  also  auch  dem  Systeme 

Fj  =  0,   X  =  t[x,-\ h  t>m' 

Da  die  Formen  Fj  die  Unbestimmte  x  gar  nicht  enthalten, 
genügt  endlich  das  Größensystem 

und  '1'  '  *  •'  'A'  »Ä  +  i;  •  •  •;  »w-l?  »m 


*)  Wo  [/  ]     jene  Form  bedeutet,  die  aus  f,  entsteht,   wenn  man 
*i ,  . . . ,  *J„  an  Stelle  von  t^^  •  •  • ,  *m  setzt. 

König,  algebraische  Oröfien.  .14 
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h  m  —  l 

bt  ^^^  ^  ^ftr  ~T~  ^  ^sh  ~r  ^m*m  y 
r  =  l  s=h-\-l 

WO  tiy  •  ■  -y  tm  ^i®  zuerst  benutzten  Unbestimmten  sind,  auch 
dem  Systeme 

15  =  0,     x  =  t,x,-^ \-t^x^ 

oder  endlich  den  Gleichungen  fj  =  0. 

Für  diese  Größen  wird  also  O^  und  auch  ^^  gleich  Null;  dem- 
nach endlich  auch  -EW  oder  X^^^).  Dabei  unterscheiden  sich 
0^  u.  s.  w.  von  den  Größen  Qt'  u.  s.  w.  nur  in  der  Bezeichnung 
der  Unbestimmten  t 

Betrachtet  man  aber  in  der  Gleichung 

Xf )  =  0 
X  als  Unbekannte,  so  kann  diese  die  Wurzel 

h  m—l 

r  =  l  s  =  h-\-l 

nicht  besitzen;  sonst  hätte,  da  die  t  eben  Unbestimmte  sind, 
die  Gleichung  Xf^  =  0  die  entsprechende  Wurzel 

h  m  —  l 

r  =  l  s  =  h  =  l 

die  der  für  |J„  gegebenen  Definition  gemäß  auch  der  Gleichung 
jEJ^a)  ==  0  genügt;  während  doch  ihrer  Bildung  entsprechend 
JBJj,*^  und  Xf^  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  besitzen. 

Es  hat  demnach  -E^  und  auch  Bf>  den  linearen 
Teiler  .  .-> 

r  — 1  g  =  h-\-l 

Entfernt  man  den  so  bestimmten  linearen  Teiler  aus 
jEW  und  schlägt  ihn  zu  X^^\  so  läßt  sich  die  eben  ausgeführte 
Schlußweise  genau  wiederholen,  und  man  erhält,  dem  angekün- 
digten Satze  entsprechend, 

^(^)  ==  1^:4 ...  x^ 

h  m  —  1 

r=l  s=Ä  +  l 
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wenn  Vj^  den  Grad  von  Ef>  in  x  bezeichnet^  und 

WO  die  Cj^^    positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 

h 

Dabei  ist  aber  noch  nachzuweisen,  daß  T^  eine  Größe 
des  Bereichs  (A)  ist  und  also  gleich  Eins  gesetzt  werden 
kann.  Es  ist  T^  nichts  anderes  als  der  Koeffizient  der  höch- 
sten Potenz  von  x  in  I>f\  Da  aber  Df^  eine  reguläre  Form 
der  X  ist,  so  enthält  dieser  Koeffizient  keine  der  Unbestimmten 
^A  + 1  >  •  •  -y^m-iy  ^^^  bleibt  demnach  bei  Einsetzung  irgend  eines 
Größensystems  l^^  +  i, .  .  .,  |^_i  dieselbe,  dem  Bereiche  (A)  ent- 
stammende Form  der  Unbestimmten  t 

Man  kann  aber  auch  l^+i;  •  •  •?  Sm-i  geradezu  als  Un- 
bestimmte wählen,  d.  h.  ic^^^i,  .  .  .,  :r^_i  als  solche  belassen. 
Dann  beziehen  sich  unsre  Schlüsse  auf  Bf^  selbst.  Wäre  nun 
Tj^  eine  wirkliche  Form  der  t,  so  hätte  man  Bf^  im  Wider- 
spruche mit  unsern  Festsetzungen  durch  T^  teilbar  und  nicht 
als  primitive  Form  gefaßt;  es  ist  also  T^  in  der  Tat  eine 
Größe  des  Bereichs  (A)  und  ^^  1 .  Wenn  man  daher  Bf^  durch 
Tj^  dividiert  und  diese  Gestalt  der  Form  zu  Grunde  legt,  kann 
schließlich  auch  Tj^=  1  angenommen  werden. 

Endlich  zeigt  noch  eine  leichte  Überlegung,  daß  die  in 
den  Linearfaktoren  auftretenden  Koeffizienten  ^^*\  ..., 
H  y  b^  schon  in  Bezug  auf  (R)  algebraische  Größen 
sind,  d.  h.  die  Unbestimmten  t'  bei  ihrer  Bestimmung  nur 
scheinbar  auftreten. 

Um  dies  genau  auszuführen,  denke  man  sich  die  Zer- 
legung von  Bf")  auch  in  der  Weise  ausgeführt,  daß  man  statt 
der  Unbestimmten  t[j  .  .  .,  t'^  eine  dritte  Reihe  gleichberechtigter 
Unbestimmter  einführt,  die  mit  t'l,  .  .  .,  C  bezeichnet  werden 
mag.  Dabei  erhält  man  —  genau  wie  früher  —  eine  Zer- 
legung von  7J<^)  in  Linearfaktoren 

Bf)  =  AlhiAlhi  ^  ^  ^  AHrj^ , 

wo  schon,  wie  früher,  T  =  1  angenommen  ist,  und  es  ist 

14* 
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h  m-l 

WO  |(*)  und  rfy^  sich  nur  dadurch  unterscheiden,  daß  bei  der 
Definition  der  einen  die  Unbestimmten  t\  bei  der  andern  die 
Unbestimmten  t"  benutzt  werden. 

In  dem  Gattungsbereiche,  der  die  Größen 

sämtlicli  enthält,   ist  nun  eine  zweifache  Zerlegung  von  Df^ 

in  lineare,  also  auch  irreduzible  Faktoren  gegeben;  es  muß  also 

je  ein  A^  je   einem  L^  äquivalent  sein,  und  es  ist  schließlich, 

da    der   Koeffizient    von   x   in    beiden    die   Einheit    ist,    auch 

L,  =  ^,.;  d.  h. 

|W  =  ^(;).  (r  =  l,  ..,/.,  m) 

Nun  genügt  |(*)  einer  Gleichung,  deren  Koeffizienten  dem 
Bereiche  (R)  entstammende  Formen  von  #i,  .  .  .,  C  sind,  und 
ebenso  rß"^  einer  Gleichung,  deren  Koeffizienten  dem  Bereiche 
(R)  entstammende  Formen  von  ^i',  .  .  .,  Q  sind.  Seien  diese 
Gleichungen  9>i  =  0  und  (p^  =  0,  so  haben  (p^  und  (p^  wegen 
|(*)  =  rfp  einen  gemeinsamen  Teiler  cp  und  ^W  =  rf^)  genügt 
schon  der  Gleichung  qp  =  0.  Es  kann  aber  (p  weder  ein  1f 
noch  ein  t"  enthalten;  im  ersten  Falle  könnte  cp^,  im  zweiten 
9i  nicht  durch  (p  teilbar  sein. 

Die  Größe  JJ.*)  genügt  also  einer  Gleichung,  deren  Koeffi- 
zienten dem  Bereiche  (R)  angehören,  und  dies  sollte  eben  er- 
wiesen werden. 

Selbstverständlich  ist  dann  j  =  Ä;,  öf^i  =  ^ai  u-  s.  w. 

Die  Gesamtheit  der  Lösungen  des  Systems  F^  =  0, 

§  5.  Die  vorstehenden  Entwicklungen  bieten  alle  Hilfs- 
mittel, um  die  durch  das  Gleichungssystem 

F,  =  0  (j  =  l,...,k) 

bewirkte    Beschränkung     der    Veränderlichkeit    für    die    Un- 
bekannten Ä^i;  .  .  .;  ^m  vollständig  zu  beschreiben.    Dabei  kann 
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und  soll  das  Gleichungssystem  durch  eine  passend  gewählte 
lineare  Transformation  schon  in  dem  früher  normierten  Sinne 
von  „Zufälligkeiten"  befreit  sein.  Die  Koeffizienten  des  Gleichungs- 
systems mögen  dem  orthoiden  Bereiche  (A)  angehören,  und  die 
Veränderlichkeit  der  Unbekannten  in  {A)  untersucht  werden; 
diese  Festsetzungen  fixieren  nur  die  Grundlagen  der  Unter- 
suchung, ohne  deren  Allgemeinheit  zu  beschränken. 
Die  Gesamtheit  der  Wurzelsysteme 

die  den  Gleichungen  Fj  =  0  genügen,  soll  kurz  als  der  Inhalt 
des  Gleichungssystems  bezeichnet  werden. 

Man  erhält  demnach  den  Inhalt  des  Systems  i^  =  0,  wenn 
man  der  Reihe  nach  die  von  1  verschiedenen  Formen  D^*^ 
nimmt,  in  jeder  für  ^^ä+i;  •  •  •;  ^m-i  ^^®  beliebigen  Größen 
^h+if  '  •  -j  ^m-i  ^®^^^  ^^^  dann  nach  Kap.  III.  §  20  die 
Systeme  von  Größen  |^,  .  .  .,  J;^,  |,  sowie  die  weitere  Größe 
|„^  auf  Grund  von 

m 
i  =  l 

bestimmt.    Dabei  ist,   ebenso  wie  1^,  .  .  .,  |^,  auch  |^  von  den 
t  unabhängig.     Es  ist  dann 

m 

oder  also  x  —  1^  =  ^  —  2^i^i  ®^  linearer  Teiler  von  Bf^- 

Man  kann  dieses  Resultat  auch  folgendermaßen  aussprechen: 
Jedes    aus   der   Resolvente   h  +  V^'    Stufe  Z)W  =  0 

hergeleitete     Wurzelsystem     l^,  .  .  .,  |^      genügt     der 

Gleichung 

J^,*K^l^l  H h  ^Jml  ^k  +  U  •  •  •,  ^m-l',  hy  •  •  V  Ü  =  0, 

in  welcher  t^j  •  -  -yirn  ^^^  Unbestimmte,  die  Unbekannten 
iCi, .-.,  x^  als  in  { A}  veränderliche  Größen  zu  fassen  sind. 
Auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  ist  richtig: 
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Ist  Xi  =  li,  .  .  .,  x„^  =  J^  eine  Lösung  der  eben  hin- 
geschriebenen Gleichung  in  dem  angegebenen  Sinne, 
so  entsteht  diese  Lösung  in  der  bekannten  Weise  aus 
DW  ^  0,  indem  man  hierin  x^^^  =  1^^^,  .  .  .,  x^_,  =  l^.^ 
setzt  und  die  weiteren  Größen  1^,  .  .  .,  |^,  J^  durch  die 
zugehörige  Gleichungskette  bestimmt. 

Denn     aus    jeder    solchen    Größenreihe    erhält    man    ein 

m 

I  =  ^^itif  das  nach  den  soeben  abgeschlossenen  ausführlichen 
Entwicklungen  der  Relation 

identisch  genügt. 

Selbstverständlich  gelten  die  beiden  Sätze  auch 
für  jeden  Teiler  von  Df\  insbesondere  also  für  die 
einfacheren  Formen  E^^\  die  aus  Df^  durch  Entfernung  des 

größten  gemeinschaftlichen  Teilers  von  DJ*)  und  k-  Df^  ent- 
steht. Man  erhält  die  der  Resolvente  h  -\-  V^^  Stufe  ent- 
sprechenden Lösungen  schon  aus  der  Gleichung 

.Ef )  (^^x,  t,',  x,^^,  . . .,  x^_,',  t,,  . . .,  ^^^  =  0, 

die  als  reduzierte  vollständige  Resolvente  h-{-V^^  Stufe 
bezeichnet  werden  soll,  wo  jeder  Faktor  von  Df^  nur  einfach 
auftritt.  Allerdings  entgeht  dabei  eine  charakteristische  Eigen- 
schaft der  Lösung,  deren  „Multiplizität",  der  weiteren  Unter- 
suchung*); der  Inhalt  der  Gleichungen  Fj  =  0  wird  aber  schon 
durch  die  Gleichungen  E^^'^  =  0  vollständig  beschrieben. 

*)  Die  hier  zuerst  gegebene  allgemeinere  Fassung  der 
Kronecker  sehen  Eliminationsmethode  geht  insofern  über  die  Dar- 
stellung der  „Festschrift"  hinaus,  als  sie  die  s.  g.  Multiplizität  der 
Lösungen  nicht  vernachlässigt.  Die  Methode  trennt  bloß  —  und 
zwar  in  vollständig  naturgemäßer  Weise  —  die  beiden  Probleme,  nach 
denen  zuerst  die  Lösungen  von  F.  =  0  zu  bestimmen  sind,  und  dann 
eine  diesen  Lösungen  zukommende  Wertigkeit,  die  Multiplizität,  fest- 
gesetzt wird.     Die  kurze  Anzeige   der  Methode ,  wie  sie  die  Festschrift 
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Es    muß    noch    ausdrücklich  hervorgehoben  werden,    daß 
wegen  der  Bedeutung  der  x  und  t  die  Gleichung 


EW 


und  ebenso  die  entsprechende  D5*^  =  0  in  Wirklichkeit 
ein  System  von  Gleichungen  in  formaler  Zusammen- 
fassung darstellt,  denn  es  muß,  wenn  nach  den  Potenz- 
produkten der  t  geordnet  wird,  jeder  Koeffizient  (eine  ganze 
Funktion  der  x)  für  sich  gleich  Null  sein. 

Das  der  Gleichung  E^'*^  =  0  entsprechende  Gleichungs- 
sjstem  soll  kurz  durch  E^  bezeichnet  werden. 

§  6.  Damit  ist  eine  charakteristische  Zerlegung 
des  Inhalts  der  Gleichungen  F^  =  0  gewonnen.  Der 
Inhalt  jedes  Systems  E^  ist  darin  enthalten,  und  der  Inhalt 
der  verschiedenen  Systeme  E^^  erschöpft  den  Inhalt  des 
Systems  F^  ==  0  vollständig. 

Der  Inhalt  des  Systems  E^^  ist  „eine  dem  Bereiche  {A} 
entstammende  (w — h — l)-fache  Mannigfaltigkeit",  denn 
man   erhält  jedes    ihrer  „Elemente"    und    nur  solche,  wenn 


bietet,  kennt  nur  die  hier  von  uns  als  „reduzierte"  Resolventen  ein- 
geführten Gleichungen  J^^j*^  =  0. 

Daneben  haben  aber  die  den  linearen  Faktoren  Z)J^^  zukommenden 
Exponenten  gleichfalls  ihre  Bedeutung  für  das  Gleichungssystem  und 
geben  geradezu  die  Grundlage  für  eine  Theorie  der  Multiplizität  der 
Lösungen  in  Gleichungs Systemen  von  der  hier  betrachteten  Allgemeinheit. 
Diese  Fragestellung  ist  bisher  nicht  weiter  verfolgt  vrorden. 

Die  Theorie  der  Multiplizität  im  gewöhnlichen,  viel  engeren  Sinne 
des  Wortes  findet  sich  in  Kap.  VI,  §  27  u.  28. 

Die  hier  gegebene  Verallgemeinerung  der  Kronecker  sehen  Elimi- 
nationstheorie wird  insbesondere  dadurch  wichtig,  daß  ^^,  die  Resol- 
ventenform  des  Systems  f.,  immer  ^0,  (mod.  JF\ ,  . .  .,  F^  ist.  Unter 
anderem  wird  hierdurch  die  vollständige  Lösung  der  in  Kap.  VII  und 
VIII  behandelten  arithmetischen  Probleme  ermöglicht. 

Mit  der  ursprünglichen  Krön  eck  ersehen  Theorie  haben  sich  noch 
Molk  in  der  schon  früher  citierten  Abhandlung  (Acta  math,  Bd.  VI) 
und  Netto  („Vorlesungen  über  Algebra"  II.  Bd.,  pag.  127)  beschäftigt. 
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man  in  dem  Wertsystem  (li,  . . .,  |„,)  die  Größen  l^+i?  •  •  •?  Im-u 
der  Anzahl  nach  m  —  Ji  —  1,  beliebig  wählt  und  für  die  übrigen 
^if  '  '  -fihy  im  ^^®  ^  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Wertsysteme 
einsetzt.  Die  Anzahl  dieser  Wertsysteme  ist  im  all- 
gemeinen —  mit  dem  Grade  von  E^^^  in.  x  —  gleich  ^^, 
und  die  so  erhaltene  Mannigfaltigkeit  soll  dement- 
sprechend als  vom  ft*®^  Grade  bezeichnet  werden. 

Dabei  bedeutet  E^''^  das  Produkt  der  einfachen  Faktoren 
von  Df\  insofern  ^a+i;  •  •  •?  ^m-i  ^^^  Unbestimmte  gelten. 
In  dieser  Auffassung  ist  die  Discriminante  von  E^''^  nach  x 
eine  von  0  verschiedene  Form  von  i^^+i,  •  •  -,  ^m-i?  ^^^;  ^O" 
lange  l^+i,  .  •  •,  l^-i  ®^^  solches  Größensystem  ist,  bei 
dessen  Einsetzung  diese  Discriminante  nicht  verschwindet, 
haben  E^^^  und  Ef^  in  x  denselben  Grad.  Verschwindet  aber 
diese  Discriminante  für  ein  gewisses  Größensystem  l^+i?  •  •  •;  Im-i? 
so  wird  E^^^{x]  if^^^y  ...y^^_^]  tj^,  ...jt^)  mehrfache  Linear- 
faktoren enthalten;  dabei  ist  /i^  größer  als  i/^,  der  Grad  von 
^^(*)  =  0,  und  daher  die  Anzahl  der  einem  solchen  Systeme 
entsprechenden  Wertsysteme  Vj^<^  iij^. 

Um  dem  Satze  von  der  Anzahl  der  Wertsysteme 
seine  volle  Allgemeinheit  zu  erhalten,  zählen  wir  das 
zugehörige  System  der  Werte  Ji,  .  .  .,  |a,  Im  so  oft,  als  es  der 
Exponent  des  entsprechenden  Linearfaktors  von 

angibt,  und  nennen  das  so  bestimmte  Element  der  Mannig- 
faltigkeit ein  mehrfaches  (Doppel-)Element  oder  auch 
singuläres  Element;  man  pflegt  sich  auch  so  auszudrücken, 
daß  in  diesem  singulären  Elemente  mehrere  einfache  Elemente 
„zusammenfallen"*). 

Bezeichnet  man  die  Discriminante  von  Ef^")  nach  x  mit 
Jf\  so  definiert  die  Gleichung 

*)  Um  Mißverständnisse  zu  vermeiden,  sei  nochmals  betont,  daß 
wir  bei  diesen  Begriffsbestimmungen  von  der  durch  E'^^^  =  0  definierten 
Mannigfaltigkeit  ausgehen,  wo  Ef^^  als  Form  der  Unbestimmten 
^■>  ^A-f  11  •  •  -i  ^fn—i  1^61^16  mehrfachen  Faktoren  besitzt. 
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4'K^A+i.  •  •  •;  ^«^-l;  ky '  •  ->  Ü  =  0, 

die  wieder  als  formale  Zusammenfassung  eines  Gleichungs- 
systems  aufzufassen  ist,  diejenigen  Wertsysteme  1^^^,  . . .,  |^_i, 
welche  singulare  Elemente  ergeben,  und  es  ist  unmittelbar 
klar,  daß  das  in  den  Gleichungen 

t  ^     dx      t  ' 

formal  zusammengefaßte  Gleichungssystem  die  singulären 
Elemente  der  durch  E^^'^  =  0  definierten  Mannigfaltigkeit  und 
nur  diese  definiert. 

In  naturgemäßer  Weise  erweitern  wir  den  Begriff 
der  aus  {A}  entstammenden  algebraischen  Mannig- 
faltigkeit, indem  wir  darunter  die  Gesamtheit  aller  Wert- 
systeme li,  .  .  .,  1^  yerstehn,  die  den  Gleichungen  2^  =  0 
genügen.  Dabei  werden  wir  die  genauere  Bezeichnung  der 
Mannigfaltigkeit  als  „algebraische"  nicht  weiter  hinzufügen,  da 
den  Zielen  der  hier  dargelegten  Theorie  gemäß  in  diesem 
Buche  überhaupt  keine  anderen  betrachtet  werden.  Auch  die 
zu  Grunde  liegende  wi- fache  Mannigfaltigkeit  (x^,  ....  ü?^),  wo 
jedes  X  gleich  jeder  Größe  aus  {A)  gesetzt  werden  kann,  ist 
in  dem  Sinne  eine  algebraische,  da  sie  durch  die  Gleichung^ 
0  =  0  definiert  wird,  die  für  die  Veränderlichen  x  keine  Be- 
schränkung ergibt. 

Im  Gegensatze  hierzu  wird  z.  B.  die  Bedingung,  daß  die 
X  rationale  und  ganze  Zahlen  seien,  keine  algebraische,  sondern 
eine  transcendente  Mannigfaltigkeit  definieren*). 

*)  Diese  Begriffsbestimmungen  behalten  ihre  Gültigkeit  auch  dann^ 
wenn  das  vorgelegte  Gleichungssystem 

G'>(^1.  ■  •  •-  ^„)  =  0 
ohne  vorhergehende  lineare  Transformation  der  Untersuchung  zu 
Grunde  gelegt  wird.  Die  dabei  auftretenden  AusnahmefUlle  entstehen 
dadurch,  daß  die  zur  Bildung  der  Gleichungen  benutzten  Formen 
nicht  mehr  regulär  sind.  Wenn  aus  den  Werten  von  ^^i-^,  •  .  .,  ^„i—i 
weiter  z^^  ...  bestimmt  werden  soll ,  kann  der  Koeffizient  der  höchsten 
Potenz  Zf^,  ...  verschwinden  und  |die  Anzahl  der  entsprechenden  Wert- 
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Sind  demnacli  für  das  Gleichungssystem  Gj  =  0  die  Formen 

im  Sinne  der  Äquivalenz  von  1  verschieden^  so  bestellt  der 
Inhalt  des  Gleichungssystems  aus  einer  (m  —  \  —  1) -fachen, 
einer  {m  —  \  —  1) -fachen  Mannigfaltigkeit  u.  s.  f.  Es  kann 
daher  —  in  geometrischer  Ausdrucksweise  —  durch  das 
Gleichungs System  G^  =  0  „im  Räume  von  m  Dimensionen" 
eine  Anzahl  von  Gebilden  verschiedener  Ausdehnung,  „Punkte", 
„Linien",  „Flächen",  dreifach  ausgedehnte  Gebilde  u.  s.  f. 
simultan  definiert  werden. 

Im  Interesse  einer  einheitlichen  Nomenklatur  machen  wir 
noch  die  folgende  Festsetzung:  Die  durch  das  Gleichungs- 
system tj  =  0  definierte  Mannigfaltigkeit  sei  von  der  h  -f-  1^^ 
Stufe  (vom  Ji  -f-  1*®°  Range),  wenn  h  die  kleinste  ganze 
Zahl  ist,  für  welche  Df^  im  Sinne  der  Äquivalenz  von  Eins 
verschieden   ist   (für  D^  ist  h  =  0  anzunehmen);    dieselbe  Be- 


systeme  unter  /x^  herabsinken,  auch  dann,  ■wenn  die  mehrfachen  Elemente 
mehrfach  gezählt  werden.  Um  auch  in  diesen  Fällen  die  Zahl  ^^ 
wenigstens  formell  konstant  zu  erhalten,  werden  die  s.  g.  „unendlichen'' 
Elemente  der  Mannigfaltigkeit  eingeführt.  Es  kann  weiter  auch  durch 
Verschwinden  sämtlicher  Koeffizienten  die  Gleichung  für  z^^,  . . .  eine 
identische  werden,  ein  Fall,  der  durch  das  Beispiel  einer  Fläche,  welche 
die  Gerade  rr  =  a,  y  =  h  vollständig  enthält,  einfach  illustriert  wird. 
Alle  diese  Ausnahmefälle  können  aber  nur  dann  auftreten ,  wenn 
^h-\-i^  •  ■  •'  ^m-i  ^i^®^  algebraischen  Gleichung  qp(-2^_f_i,  . . .,  ^^_i)  =  0 
genügen. 

Solche  Zufälligkeiten  werden  durch  die  gegenseitig  eindeutige 
Beziehung  der  Mannigfaltigkeiten  (^^ ,  . . . ,  z^\  und  fx^ ,  •  •  • ,  oc^)  ver- 
mieden, die  durch  die  lineare  Transformation 

m 
.7=1  ' 

gegeben  ist.  In  geometrischer  Auffassung  hat  man  sich  dabei  jedes 
Element  der  ersten  Mannigfaltigkeit  durch  die  „Koordinaten"  x^,  . .  .^  x^ 
gegeben  zu  denken,  was  sich  unmittelbar  auf  die  in  darin  ent- 
haltenen (w  —  1)- ,  (m  —  2)- ,  ...  -fachen  Mannigfaltigkeiten  überträgt. 
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nennung  wird  auch  auf  das  Grleichungssystem  F^  =  0  und  auf 
das  orthoide  Formensystem *)  Fj  übertragen. 

Das  System  h  -\-  1*®"  Stufe  Fj  =  0  und  die  zugehörige 
Mannigfaltigkeit  h  -\-  1*®'"  Stufe  heiße  ein  reines  System, 
resp.  eine  reine  Mannigfaltigkeit  h  +  1*"  Stufe,  wenn, 
sobald  Ä;  >  /i  ist,  ZK^)  ^^  1  wird.  Im  entgegengesetzten  Falle 
haben  wir  ein  gemischtes  System,  resp.  eine  gemischte 
Mannigfaltigkeit  h  +  V^'  Stufe. 

Es  wird  angezeigt  sein,  in  diesem  Sinne  auch  von 
Systemen  m  -\-  1*"  Stufe  zu  sprechen,  die  dann  „keinen 
Inhalt"  besitzen.  Dem  Gleichungssysteme  Fj  ==  0  entspricht 
eben  in  diesem  Falle  gar  kein  Wurzelsystem. 

Selbstverständlich  ist,  sobald  DJ*)  nicht  ^  1,  das  in 

DW  =  0     oder     J^Jf )  =  0 

zusammengefaßte  Gleichungssystem  von  der  h  -[-  1*®^  Stufe, 
was  mit  der  früheren  Benennung  dieser  Resolvente  überein- 
stimmt. 

Als  kurzes  Zeichen  für  eine  Mannigfaltigkeit  (Yarietät) 
h  +  1*«'  Stufe  benutzen  wir  F^  +  i). 

Die  singulären  Elemente  der  durch  Bf^  =  0  bestimmten 
yih+i)  ergeben,  wie  die  sie  definierenden  Gleichungen  un- 
mittelbar zeigen,  eine  Mannigfaltigkeit,  deren  Stufenzahl 
zumindest  h  -{-  2  ist.  Sie  kann  aber  auch  größer  sein  und 
selbst  bis  zu  m  +  1  steigen,  d.  h.  es  gibt  Mannigfaltigkeiten, 
die  überhaupt  kein  singuläres  Element  besitzen.  Nächst  dem 
trivialen  Beispiele  der  durch  eine  lineare  Gleichung  definierten 
F^^)  weiß  man  aus  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie, 


*)  Insofern  die  Koeffizienten  der  Formen  einem  echten  holoiden 
Bereiche  angehören  und  die  Problemstellung  die  Beschränkung  auf 
diesen  Bereich  fordert,  insofern  es  sich  also  um  im  engeren  Sinne  des 
Wortes  arithmetische  Fragen  handelt,  wird  die  Stufenzahl  des  Formen- 
systems  Fj  nicht  mehr  mit  der  des  Gleichungssystems  F,  ==  0  überein- 
atimmend  definiert  werden  können.  Sobald  wir  von  einem  „Gleichungs- 
system" sprechen,  hat  man  eben  den  holoiden  Bereich,  dem  die  Formen 
Fj  entstammen,  zu  dem  zugeordneten  orthoiden  Bereiche  erweitert. 
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daß  die  ,^allgemeine"  Gleichung  zweiten  Grades  (nicht  zer- 
fallender Kegelschnitt  u.  s.  w.)  eine  solche  Mannigfaltigkeit 
definiert. 

§  7.  Wir  kehren  zur  Gesamtresolvente  des  Gleichungs- 
systems Fj  =  0  zurück.     Diese  ist 

Die  links  stehende  Resolventenform  ist  eine  Form  der  Un- 
bestimmten x\  x^j  .  .  .y  x^_-^^'^  t^y  .  .  .,  t^  mit  dem  orthoiden 
Bereiche  (A)  angehörenden  Koeffizienten. 

Man  sieht  zuerst  unmittelbar,  daß  die  so  interpretierten 
Formen  Bf^  und  Df^  Qi  =|=  h)  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler 
besitzen.  Dies  ergibt  sich  rein  formal  aus  dem  Umstände, 
daß  JDf-^  und  Df^  als  Formen  der  in  ihnen  wirklich  auf- 
tretenden X  regulär  und  primitiv  sind. 

Die  Zerlegung  von  Df^  in  irreduzible  Faktoren  ergibt  daher: 

t  hl  hi^ij^     > 

WO  das  Zeichen  =  für  ^^  gesetzt  werden  kann,  wenn  in  allen 
Faktoren  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x  gleich 
Eins  angenommen  wird.  Dann  ist  bei  Benutzung  der  schon 
gebrauchten  Bezeichnungen 


und 


£'(/')  =  p  p 


»*— i    f^h    , 

o,==nnpi]t, 


m—l     fch 

'j't^n  IIP 


hj,y 


sowie 


{p„„p,j,)'^i,  (Ä+fc). 


Fhjj^  =  0  ist  eine  in  Bezug  auf  (A)  irreduzible  Teil- 
resolvente  h  -\-  1*®'  Stufe.  Wir  nennen  auch  das 
Gleichungssystem,    das    sich    aus   P^^^  =  0    ergibt,    wenn 
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m 

X  =  ^t^Xi  gesetzt  wird,  sowie  die  dadurch  definierte  Mannig- 

faltigkeit  irreduzibel  in  (A). 

Man  hat  jetzt  folgenden  Irreduzibilitätssatz: 
Ist  F^*"'"^^  irgend  eine  Mannigfaltigkeit  h  -\-  V^"" 
Stufe,  die  durch  ein  Grleichungssystem  mit  Koeffi- 
zienten aus  (A)  definiert  wird,  so  sind  entweder  alle 
Elemente  der  in  (A)  irreduziblen,  durch  P^^-^  =  0  defi- 
nierten Mannigfaltigkeit  in  F^*  +  ^)  enthalten,  oder  die 
gemeinsamen  Elemente  bilden  eine  Mannigfaltigkeit, 
deren  Stufenzahl  größer  als  h  -{-  1  ist. 

Jedenfalls    wird   F^*  +  ^)   durch  ein   Gleichungssystem   defi- 
niert, dessen  Gesamtresolvente  die  Gestalt 

^w  . . .  (^("^-1)  =  0 

besitzt-,  denn  df^(i<ih)  muß  gleich  Eins  sein,  weil  die  Mannig- 
faltigkeit F(*+i)  eben  die  Stufenzahl  h  +  1  hat.  Ist  df^ 
durch  Phj^  teilbar,  so  tritt  der  erste  Fall  ein;  ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  wird 

Res.  ^  ^  '     ^'''j  =^(rr^^i,  .  .  .,  x^_^,  t^,  ,  .  .,  y ; 

dabei  ist  g  von  0  verschieden  und  der  Resultantenbildung 
gemäß  eine  lineare  Form  von  d'p  und  Phjj^-     Setzt  man  also 

m 

X  =  ^t^Xi,  SO  muß  für  jedes  gemeinsame  Element  der  durch 
1=1 

df^  =  0  und  Phj^  =  0  definierten  Mannigfaltigkeiten  auch 

sein.  Dann  kann  aber  die  Gesamtresolvente  des  durch  df^  =  0, 
Phjf^  =  0  gegebenen  Gleichungssystems  keine  Teilresolvente 
h  -f-  l**'^  oder  noch  niedrigerer  Stufe  enthalten;  denn  die  Exi- 
stenz einer  solchen  involviert  die  Existenz  einer  Lösung,  in 
welcher  ir^^.i,  .  .  .,  ^^„i  als  Unbestimmte  verbleiben,  und  dies 
ist  eben .  durch  die  Relation  g  =  0  ausgeschlossen. 
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Die  weiteren  gemeinsamen  Elemente  sind  in  den  durch 
^(Ä+i)  =  0,  ...  gegebenen  Mannigfaltigkeiten  enthalten,  also 
jedenfalls  Teile  von  Mannigfaltigkeiten,  deren  Stufenzahl  größer 
als  h  -\-  1  ist. 

Für  Mannigfaltigkeiten  m^^^  Stufe,  die  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  aus  {A}  entnommenen  Wertsystemen  bestehn, 
enthält  V^"^^  entweder  alle  durch  P„j_i,^  =0  gegebenen 
Wertsysteme,  oder  gar  keines,  da  eine  ^Mannigfaltigkeit  F^"*  +  ^^ 
keinen  Inhalt  besitzt.  In  diesem  Falle  ist  eben  g  eine  nicht 
verschwindende  Form  der  t,  und  g  =  0  überhaupt  unmöglich. 
Dieser  letzte  Fall  enthält  auch  den  Irreduzibilitätssatz  für 
Gleichungen  mit  einer  Unbekannten,  der  als  wichtiger  Spezial- 
fall noch  näher  auszuführen  ist. 

Für  eine  Gleichung  n*®^  Grades  mit  einer  Unbekannten 

bildet  man  die  Gesamtresolvente  nach  der  gegebenen  Anweisung, 
indem  man  x  =  zt  einführt  und  mit  f*  multipliziert.  Diese 
ist  also 

PF  (|-)  =  A^x^  +  A^x'^-H  -\ [.  AJ^  =  0. 

Setzt  man  hier  wieder  x  =  zt,  so  erhält  man  if^F{z)  =  0; 
für  eine  einzelne  Gleichung  geben  —  wie  vorauszusehn  war  — 
die  auf  die  Gesamtresolvente  bezüglichen  Sätze  nur  eine 
Tautologie.  Nicht  so  der  Irreduzibilitätssatz,  der  in  diesem 
FaUe,  da  als  „Mannigfaltigkeit"  nun  die  sämtlichen  Wurzeln 
einer  Gleichung  auftreten,  die  folgende  Gestalt  erhält: 

Ist  G{z)  =  0  irgend  eine  Gleichung  mit  Koeffi- 
zienten aus  (A),  so  genügen  ihr  entweder  alle 
Wurzeln  der  in  (A)  irreduzibeln  Gleichung  F{z)  =  0 
oder  keine  davon*).  Dabei  bezieht  sich  selbstverständ- 
lich der  Begriff  der  „Wurzel  von  F{z)  =  0"  auf   {A}. 

*)  Dieser  einfachste  Irreduzibilitätssatz  kann  auch  ohne  die  für 
Gleichungssysteme  notwendigen,  umständlichen  Entwicklungen  abgeleitet 
werden.  Ist  nämlich  F (z)  irreduzibel,  so  hat  man  entweder  Giß)  = 
F(z')^(z),  und  dann  genügt  jede  Wurzel  von  F{z)  =  0  auch  der  Gleichung 
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Es  ist  klar,  daß  diesem  Satze  jeder  orfchoide  Bereich,  der 
die  Koeffizienten  des  Gleichungssystems  enthält,  zu  Grunde  ge- 
legt werden  kann,  also  insbesondere  jeder  Bereich  (A),  der  sämt- 
liclie  Größen  aus  (A)  enthält.  Daraus  folgt  aber  eine  weitere 
Formulierung  des  Irreduzibilitätssatzes,  die  —  im  Gegensatze 
zu  den  bei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  auftretenden 
Verhältnissen  —  für  Mannigfaltigkeiten,  die  unendlich  viele 
Elemente  enthalten,  charakteristisch  ist. 

Jede  Faktorenzerlegung  von  0^  ist  —  wie  wir  aus 
Kap.  IV.  §  18  wissen  —  schon  in  einem  bestimmten,  aus  (A) 
entstammenden  Gattungsbereich  (G)  ausführbar.  Legt  man 
diesen  zu  Grunde,  so  wird  P^^^  eine  absolut  irreduzible  Form,^ 
und  Fhj^  =  0  definiert  eine  absolut  irreduzible  Mannig- 
faltigkeit /i  -j-  l*^''  S*^f®?  füi"  welche  der  folgende  Satz  gilt: 

Eine  absolut  irreduzible  Mannigfaltigkeit  h  -\-  l^®"* 
Stufe  ist  in  jeder  anderen  algebraischen  Mannig- 
faltigkeit Ä+1*«'  Stufe  F(*+^)  entweder  vollständig 
enthalten,  oder  die  gemeinsamen  Elemente  der  beiden 
bilden  eine  Mannigfaltigkeit,  deren  Stufenzahl  größer 
als  /^  -f-  1  ist.  Jene  Mannigfaltigkeit  F^^+i)  wird  durch  ein 
Gleichungssystem  definiert,  dessen  Koeffizienten  einem  be- 
stimmten Ration  aUtätsbereiche  angehören;  adjungiert  man 
diesem  die  Größen  des  Gattungsbereichs  (G),  so  erhält  man 
einen  orthoiden  Bereich,  der  die  Stelle  von  (A)  in  dem  früher 
abgeleiteten  Irreduzibilitätssatze  einnehmen  kann,  und  da  Fhjj^ 
auch  in  diesem  Bereiche  irreduzibel  ist,  unmittelbar  den  so- 
eben ausgesprochenen  Satz  ergibt. 

Eine  Mannigfaltigkeit  /i-|-l*®'^  Stufe,  d.  h.  eine  {m  —  h — 1)- 
fache  Mannigfaltigkeit  wird  in  geometrischer  Auffassungsweise 
auch  ein  (m  —  h — Ijfach  ausgedehntes  Gebilde  genannt, 


G{z)  =  0;  oder   die  Resultante  B   von  F{z)  und  G{z)   ist  von  0  ver- 
schieden.    Dann  zeigt  die  Relation 

It=G,{z)F{z)^F,{z)G{z), 

daß  für  keine  Größe  z  zugleich  F{x)  und  G{x)  gleich  Null  sein  können. 


224  V.    Allgemeine  Theorie  der  Elimination,     §  7.  8. 


dem  entspreclieud  kann   der  letzte  Satz   auch   noch,  folgender- 
maßen ausgedrückt  werden: 

Es  ist  unmöglich,  einen  ^-fach  ausgedehnten 
Teil  eines  absolut  irreduziblen  h-iach  ausgedehnten 
(algebraischen)  Gebildes  —  insofern  dieser  „Teil"  eben 
das  Gebilde  nicht  vollständig  erschöpft  —  durch  ein 
algebraisches  Gleichungssystem  auszudrücken. 

Für  Mannigfaltigkeiten  m}^^  Stufe,  die  „0-fach  ausgedehnt" 
sind,  geometrisch  gesprochen  also  „aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Punkten"  bestehen,  verliert  der  Satz  seinen  Inhalt.  Denn 
eine  absolut  irreduzible  Mannigfaltigkeit  m^"^  Stufe  wird  durch 
eine  Gleichung  P^_^,^.^_^  =  0  definiert,  wo  Pm-u  j^^_^  ein 
Teiler   von  DJ'^'-i)   ist.      Nun  zerfällt  aber  Z)("^-i^  in   (G)    in 

in 

lineare  Teiler  der  Gestalt  x  —  ^^i^ij  wo  die  Größen  1^  dem 
Bereiche  (G)  angehören  und  ^m-u  j  _  =^  definiert  dem- 
nach ein  einziges  Wertsystem  1^ ,  .  .  . ,  ^^ ,  „einen  einzelnen 
Punkt",  sodaß  der  Satz  selbstverständlich  wird. 

§  8.  Sind  für  das  Gleichungssystem  F^  =  0  Resolventen 
vorhanden,  deren  Stufenzahl  kleiner  als  m  ist,  so  genügen 
diesem  unendlich  viele  Wurzelsysteme,  und  der  Inhalt  des 
Systems  kann  durch  deren  vollständige  Aufzählung  nicht 
beschrieben  werden.  Trotzdem  kann  dieser  Inhalt  durch  eine 
endliche  Reihe  algebraischer  Größen  vollständig  charakterisiert 
werden.  Dies  geschieht,  indem  wir  statt  der  durch  Df)  =  0 
gegebenen  Mannigfaltigkeiten  h  +  1*®^  Stufe  jene  in  endlicher 
Anzahl  vorhandenen  „Hauptlösungen  h  -{-  1*®''  Stufe"  in 
die  Betrachtung  einbeziehen,  in  denen  wir  i«?Ä+i?---;^w-i 
nicht  weiter  „beliebig"  wählen,  sondern  als  Unbe- 
stimmte belassen.  Auch  dann  ist  D[''^  als  Form  von 
^yhy  "-y^m  ^^ach  §  3  in  lineare  Faktoren  zerlegbar,  deren  Koeffi- 
zienten aber  nun  Größen  eines  dem  Bereiche  ((A),:r^^i,. .  .,rr^_i) 
entstammenden  Gattungsbereichs  sind.  Diese  linearen  Fak- 
toren haben  die  Gestalt: 


I 
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h  m—l 

;— 1  S=h-\-l 

h[,  .  .  .,  %^,  |j,^_i  sind  Größen  des  eben  angeführten  Bereichs*) 
und  können  aus  keinem  Formbereiche  mit  weniger  Un- 
bestimmten hergeleitet  werden ,  da  das  als  Hauptlösung 
h  -\-  V"  Stufe  bezeichnete  Größensystem  jedesmal  die  Un- 
bestimmten rr^  +  i,  .  .  .,  a;„,_i  selbst  enthält. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Hauptlösungen  h  +  V^^  Stufe 
ist  durch  die  Anzahl  der  verschiedenen  linearen  Faktoren  von 
2)J*^  —  in  der  früheren  Bezeichnung  durch  ft^,  den  Grad  von 
£'{*)  —  gegeben. 

Ist  Pf^j  ein  absolut  irreduzibler  Teiler  von  I)^^\  und  wird 
diese  Größe  als  Form  von  x,  t^y  . . .,  C  ^^+1,  . ..,  x^_^  aufgefaßt 
so  sind  die  den  linearen  Teilern  von  P^^  entsprechenden  Haupt- 
lösungen konjugierte  Lösungen  in  dem  Sinne,  daß  die  aus 
ihnen  zusammengesetzten  linearen  Formen 

h  m — 1 

konjugierte  Größen  sind.  Ihre  Anzahl  ergibt  die  Ordnung 
des  kleinsten  Gattungsbereichs,  in  dem  sie  enthalten  sind 
(Kap.  lY.  §  14 — 19);  diese  ist  der  Grad  von  Fj^.  ;  wird  dieser 
Grad  z.  B.  mit  l  bezeichnet,  so  sind  die  einzelnen  Größen  |' 
algebraische  Funktionen  der  Unbestimmten  Xj^_^^,  .  .  .,  x^_^j 
deren  Ordnung  ein  Teiler  von  l  ist;  jene  lineare  Form  selbst 
aber  ist  genau  von  der  Ordnung  l.  Die  soeben  angeführten 
Sätze  sind  auf  Grundlage  der  an  der  citierten  Stelle  ge- 
brauchten Methode  leicht  einzusehen. 


*)  Daraus  folgt  —  was  der  späteren  Benutzung  wegen  sogleich  be- 

m 

merkt  werden  soll  —   daß  aus  D^'*'  nach  der  Substitution  x^-^t^Xi 

i=l 

die  Unbestimmten  t^^^^^         t^_^   gänzlich  herausfallen;  denn  das   gilt 
für    jeden    linearen    Faktor,     also    auch    für    D^^'K       Es    wird    daher 

[-Oi*^]a?  =  27^*1  ®"^®  Form  der  x  und  t  mit  Ausschluß  von  t,.^,  ...,  ^^^_i  • 
1=1 
König,  alegbraigche  Größen.  15 
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Die  algebrai sehen  Funktionen  von  Unbestimmten  stehen 
zu  den  algebraischen  Funktionen  von  Veränderlichen  genau 
in  demselben  Verhältnis,  wie  die  Formen  zu  den  ganzen  Funk- 
tionen. Mit  den  Hauptlösungen  h  +  1*®^  Stufe  sind  die  linearen 
Faktoren  von  Df''  vollständig  gegeben  und  damit  ist  die  Z)[''> 
entsprechende  Mannigfaltigkeit  prinzipiell  bestimmt*). 

Die  einer  absolut  irreduzibeln  Mannigfaltigkeit  Fj^^  =  0 
entsprechenden  linearen  Faktoren  haben  in  Bf"»  den  gleichen 
Exponenten. 

Daß  gewisse  Wurzelsysteme  als  Elemente  verschiedener 
Mannigfaltigkeiten  zugleich  erscheinen  können,  ist  nicht  aus- 
geschlossen; sie  sind  aber  dann  in  jeder  Mannigfaltigkeit  be- 
sonders zu  zählen. 

Die  Hauptlösungen  m*®^  Stufe  sind,  wie  unmittelbar  er- 
sichtlich, Systeme  von  aus    {A)    entnommenen  Größen. 

Der  Inhalt  eines  jeden  Gleichungssystems  ist  daher  durch 
die  Hauptlösungen ,  d.  h.  durch  eine  Anzahl  algebraischer 
Größen  vollständig  gegeben.  Aber  auch  dann,  wenn  die  Ge- 
samtheit der  einzelnen  Lösungen  betrachtet  wird,  ist  jede  der 
in  diesen  Lösungen  auftretenden  Größen  eine  algebraische 
Größe,  wie  sie  schon  durch  eine  Gleichung  mit  einer  Unbe- 
kannten definiert  wird,  wenn  man  nur  die  Beschränkung  hin- 
zufügt, daß,  insofern  es  möglich  ist  für  eine  Anzahl  der  Un- 
bekannten „beliebige"  Größen  zu  wählen,  auch  für  diese  nur 
algebraische  Größen  genommen  werden  sollen.  Insofern  also 
keine  der  Begriffsbildung  fremden  Elemente  hinzugenommen 
werden,  ist  das  Reich  der  algebraischen  Größen,  die  durch  eine 
Gleichung  mit  einer  Unbekannten  definiert  werden,  ein  in  sich 
geschlossenes,  das  durch  die  Hinzunahme  von  Gleichungs- 
systemen nicht  mehr  erweitert  wird. 

Eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  ist  durch  ihre 
Lösungen  und  die  „Multiplizität"  der  einzelnen  Lösungen  — 
im  Sinne   der  Aquivalenzbestimmung    —    vollständig  gegeben. 

*)  Wie  die  Hauptlösungen  im  einzelnen  mit  der  Darstellung  der 
Mannigfaltigkeit  D\^''  zusammenhängen,  wird  im  nächsten  Paragraphen 
ausführlich  erörtert  werden. 


1 


Die  Gesamtheit  der  Lösungen  des  Systems  F.  =  0.  227 

Wenn  f  {x)  und  g  (x)  dieselben  Linearfaktoren  mit  den- 
selben Exponenten  enthalten,  so  ist  f{x)^g{x)  in  Bezug  auf 
den  Rationalitätsbereich  der  Koeffizienten  als  Äquivalenz- 
bereich. 

Es  muß  schon  hier  betont  werden,  daß  für  Gleichungs- 
systeme die  Verhältnisse  wenigstens  nicht  immer  ebenso  liegen. 
Es  gibt  Gleichungssysteme,  die  dieselbe  Gesamtresolvente  be- 
sitzen und  sich  trotzdem  nicht  vollständig  ersetzen  können. 
Um  hierfür  ein  einfaches  Beispiel  anzuführen,  haben  die 
beiden  Systeme 

{x^  -f  x.^^  =  0,  x^  —  x^  =  0  (I.) 

und 

(^1  -  ^2)'  =  0,x^-\-x,^0  (IL) 

dieselbe  Gesamtresolvente  x^  =  Oj  d.  h.  das  einzige  doppelt  zu 
zählende  Wurzelsystem  (0,  0).  Trotzdem  kommt  es  keineswegs 
auf  dasselbe  hinaus,  ob  man  der  Gleichung  x^  -\-  x^  =  0  das 
System  (1)  oder  (II)  hinzufügt.  Im  zweiten  Falle  bleibt  die 
Gesamtresolvente  a;^  =  0;  im  ersten  Falle  wird  sie  x  =  0^), 


*)  Der  eigentliche  Grund  für  das  Auftreten  solcher  Ausnahmefälle 
liegt  darin,  daß  die  Gesamtheit  der  aus  { A }  genommenen  Wurzel- 
systeme der  Gleichungen  j^^.  =  0 ,  der  „Inhalt"  dieses  Systems,  zu  seiner 
Charakterisierung  nicht  genügt.  Um  dies  zu  erreichen,  muß  man  auch 
unendlich  kleine  Größen  in  den  Kreis  der  Betrachtung  einbeziehen. 
Wie  schon  erwähnt  (Kap.  IV.  §  9),  braucht  man  dabei  den  Boden  der 
arithmetisch- algebraischen  Methoden  nicht  zu  verlassen.  Darauf  soll 
allerdings  in  diesem  Buche  nicht  eingegangen  werden;  indem  ich  mir 
eine  ausführliche  Darstellung  vorbehalte,  soll  jedoch  im  Anschluß  an  das 
Beispiel  des  Textes  das  Wesen  der  Sache  in  diesem  einfachsten  Falle 
dargelegt  werden. 

Sei  (A)  der  zu  Grunde  liegende  orthoide  Bereich ,  a^ ,  «g , . .  . ,  5i ,  feg  1  •  •  • 
irgend  welche  Größen  des  Bereichs,  8  ein  neues  Symbol,  das  als  unend- 
lich kleine  Größe  erster  Ordnung  bezeichnet  werden  soll.  Dann 
bilden  die  „Größen'' 

«1  -f  6i  ^ ,  a^-\-h^8\  . . . , 

deren  Additions-  und  Multiplikationsgesetz  durch 

(«X   -f  ^  <y)  +  («2  +  &2^)  ==  «x   +  «2  +  (&1   +  h)^ 
(»1   +  ^1  <^)  («2  +  ^2  ^)  =  «1  0^2  +  («1  &2  +  «2  '-^l)  ^ 

15* 
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Die  Hauptdarstelluugen  reiner  Mannigfaltigkeiten. 

§  9.  Irgend  eine  wie  immer  gegebene  (algebraische) 
reine  Mannigfaltigkeit  h  +  l*^'*  Stufe  F(''+^)  wird  schließ- 
licli  nach  Ausfübrung  einer  gewissen  linearen  Transformation 
dem  Vorhergehenden  gemäß  immer  durch  eine  Form 

in  der  Weise  charakterisiert,   daß,  wenn  Ef^  =  0  eine  redu- 
zierte vollständige  Resolvente  h  -f-  V^"^  Stufe,  cp  ein  Teiler  von 

JE^f )  ist  und 

in   kurzer  Zusammenfassung  jenes   Gleichungssystem   darstellt, 

dessen  Inhalt  sämtliche  Elemente  der  Mannigfaltigkeit   F(*  +  ^) 

und  nur  diese  umfaßt.     Dabei  ist  nach  Potenzprodukten  der  t 

zu  ordnen  und  der  Koeffizient  jedes  einzelnen  Potenzproduktes 

gleich  Null  zu  setzen. 

Ist  also  x^y  .  .  .j  x^  ein  Element  von  F(''+^^,    so  wird   q) 

für  oo=^Xit-  immer  identisch  gleich  Null,  und  dasselbe  muß 

für  die  Deri vierte  nach  t^,  .  .  .,  t^  der  Fall  sein. 

Setzt  man  also 

dcp  dcp 

di^f'"  ?i;  =  ^« 

und    benutzt    die    eckige    Klammer    schon    ohne    den    Zusatz 
X  =  ^ oc-t-  als  Zeichen  dieser  Substitution,  so  wird  auch 

[9^0]  ^i  +  M  ==  Ö . 

gegeben  sind,  einen  hyperorthoiden  Bereich,  der  als  dem  Bereiche  (A) 
entstammender  Infinitesimalbereich  erster  Ordnung  bezeichnet 
werden  kann.  (Dabei  hat  man  es  in  Wirklichkeit  nur  mit  den  Größen- 
paaren (oTi ,  &J,  .  .  .  zu  tun,  und  die  Schreibweise  a^  -\-h^S  wird  nur  aus 
Bequemlichkeitsgründen  eingeführt,  d  bezeichnet  das  Größenpaar  (0, 1)). 
Nun  haben  aber  die  Systeme  (I)  und  (II)  nicht  mehr  denselben  In- 
halt. Dem  Systeme  (I)  genügt  jedes  Größensystem  Xi=ad,  x^  =  ad; 
dem  Systeme  (II)  jedes  Größensystem  x^  =  —  ad,  x^  =  a8,  wo  a  eine 
beliebige  Größe  aus  (A).  Sowohl  (I)  wie  (II)  genügen  unendlich  viele 
Wurzelsysteme,  die  alle  der  Lösung  (0,  0)  „unendlich  nahe"  liegen.  Ge- 
meinsam ist  aber  nur  das  eine  Wurzelsystem  (0,  0). 
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Da  cp  keine  mehrfachen  Teiler  hat^  wird  die  Discrimi- 
nante  von  cp  nach  x  eine  nicht  verschwindende  Form  von 
hf  •  '  'j  ^m7  ^Ä  +  i^  •  •  •?  ^TO-i  ^^^^  rndkia.  kann  in  beliebiger  Anzahl 
Wertsysteme 

bestimmen,  so  daß  die  Discriminante  von 

eine  von  0  verschiedene  Form  der  Xf^_^^,  .  .  .,  x^^_-^  wird.    Diese 

sei  ^ai^h+u  ■■',  ^m-i)- 
Dann  erhalten  wir  in 

wo  das  Symbol  [•  •  -J^  die  Ausführung  der  Substitutionen 
1^  =  0^  andeutet,  eine  Hauptdarstellung  der  Mannigfaltig- 
keit F^*"*"^^  in  li  -\-  1  Gleichungen,  für  welche  jedoch 
die  darin  enthaltene  durch  z/^  =  0  bestimmte  Mannig- 
faltigkeit von  wenigstens*)  h -\- 2^^  Stufe  eine  Aus- 
nahmestellung einnehmen  kann. 

Denn  ist  x-^yX^,  .  .  .,  x^  irgend  ein  Element  der  Mannig- 
faltigkeit F(*  +  ^),  für  welches  z/^  von  0  verschieden  ist,  so 
muß,  da  die  Zerlegung  von  (p  in  lineare  Faktoren  auch  für 
t^  =  a,.  erhalten  bleibt,  unter  den  Wurzeln  von  [qp]^  =  0,  wenn 
^A+i?  •  •  V  ^tn-i  als  die  entsprechenden  Koordinaten  eines  Ele- 
mentes von   F(*+^)  angenommen  werden, 

r/t 

sich  befinden,  und  da  nun  o-  =  [^^oL  ^^^  \!^\  =  ^  nicht 
verschwindet,  vermöge  der  Gleichungen  in  der  zweiten  Zeile 
aus  Xj  ^h+if  •  •  •;  ^m-i  s^^^  ^17  •  •  •;  ^A  '^^^  schließlich  aus 


*)  Der  Zusatz  „wenigstens"  ist  deshalb  einzuschalten,  weil  es  vor- 
kommen kann,  daß  J^  überhaupt  kein  x  enthält;  in  diesem  Falle  hat  die 
Gleichung  J^  =  0  überhaupt  „keinen  Inhalt". 
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m 

X  =  ^a^Xi     oder     [9)0]«^^  +  [^»Ja  =  ^ 

auch  x^^  eindeutig  ergeben.  Umgekehrt  ist  auch  jede  Wurzel 
von  [^]^=  0  von  der  Form  x  =  ^ a^x-,  wo  x^j  .  .  .,  x^  ein 
Element  von  F^'^"''^^;  jede  Lösung  von  (I.)  ergibt  daher  ein 
Element  von  F(*  +  ^)  und  umgekehrt,  insofern  die  in  z/^  =  0 
enthaltenen  Elemente  ausgeschlossen  sind. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Ausnahmestellung  der  Elemente 
z/^  =  0  kann  jene  Hauptdarstellung  in  zweierlei  Weise  inter- 
pretiert vrerden. 

a)  Die  Gleichungen  (I.)  mit  Hinzufügung  der 
Bedingung  z/^  =|=  0  ergeben  eine  Hauptdarstellung 
von  F(''  +  ^^,  welche  deren  Elemente  —  mit  Aus- 
schluß einer  ausgezeichneten  Mannigfaltigkeit  von 
wenigstens /i  +  S*^""  Stufe  TF^^*+^^  —  vollständig  und  aus- 
schließlich ergibt.  Diese  ausgeschlossene  ausgezeichnete 
Mannigfaltigkeit  setzt  sich  aus  zwei  Teilen  von  ganz  verschie- 
denem Charakter  zusammen.  Die  Mannigfaltigkeit  V^^'^^^  kann 
eine  singulare  Mannigfaltigkeit  (siehe  den  Schluß  von  §  6)  be- 
sitzen, und  diese  ist,  da  für  sie  eben  z/^  bei  jeder  Wahl  der 
a  verschwindet,  jedenfalls  in  TF^*"*"^^  enthalten.  Im  Gegensatz 
zu  diesen  singulären  Elementen  ist  das  Auftreten  irgend  eines 
weiteren  Elementes  von  TF^^"*"^^  von  der  Wahl  der  a  abhängig, 
also  in  geometrischer  Ausdrucksweise  ^  da  x  =  ^  a.x-  eine 
Koordinatentransformation  ausdrückt,  eine  Folge  der  speziellen 
Wahl  des  Koordinatensystems.  Denn  sobald  die  Discriminante 
von  (p{x,t^,  .  .  .,  t^j  ^A+i;  •  •  •?  ^m-i)  ^äch  X  nicht  identisch 
Null  ist,  kann  man  auch  ein  Wertsjstem  f.  =  a^  bestimmen, 
für  welches  dies  nicht  der  Fall  ist. 

b)  Die  Gleichungen  (I.)  ohne  weitere  beschränkende  Be- 
dingung ergeben  alle  Elemente  der  Mannigfaltigkeit  F(''  +  ^), 
aber  außerdem  noch  alle  Elemente  von  (^j^,  .  .  .',  x^,  für  welche 
^«fe  +  i?  •  •  •?  ^m-i)  =  ^  ^^^  dann  weiter  x^^  .  .  .^Xf^  beliebig 
gewählt  sind,  während  sich  x^  aus  x  =  ^a-x-  ergibt,  wo  x 
irgend    eine    mehrfache   Wurzel    der    Gleichung    \(p\  =  0    be- 
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deutet.     Die  so  charakterisierteii  Elemente  bestimmen,  wie  man 
unmittelbar  siebt,  eine  Mannigfaltigkeit  zweiter  Stufe. 

Soweit  nämlicb  z/^  =j=  0,  steben  die  Verbältnisse  ebenso 
wie  früber;  dasselbe  ist  aucb  dann  der  Fall,  wenn  zwar  z/^  =  0, 
aber  x  nur  eine  einfacbe  Wurzel  von  [9]^  =  0  ist.  Ist  aber 
z/^  =  0  und  X  eine  mebrfacbe  Wurzel  von  [qp]^  =  0,  so  ist 
jedenfalls  aucb  [^J  =  0  und  die  Grleicbungen  (I.)  können  nur 
dann  befriedigt  sein,  wenn  aucb: 

M„  =  o,    (,i  =  l,...,h). 

Da  aber  auf  das  ursprünglicbe  Gleicbungssystem  scbon 
eine  entsprechende  lineare  Transformation  ausgeübt  wurde,  hat 
die  darzustellende  Mannigfaltigkeit  jedenfalls  ein  Element,  das 
den  jetzt  festgelegten  Werten  von  x,  Xj^^^,  .  .  .,  x^^  entspricht. 
Die  diesem  Elemente  entsprechenden  Werte  von  x^,  .  .  .,  Xj^ 
müssen  aber  unbedingt  den  in  der  zweiten  Zeile  von  (I.) 
stehenden  Gleichungen  genügen,  d.  h.  aus  z/^  =  0  und 
[qpj  =  0  folgt  immer  auch  [9?.]  =0,  (i  =  1,  .  .  .,  h).  Es 
bleibt  also  nur  die  Gleichung  in  der  ersten  Zeile  von  (L),  und 
es  ergibt  sich  insgesamt  also  eine  Beschränkung  der  freien 
Veränderlichkeit  von  {x^,  .  .  .,  x^  durch  2  Gleichungen,  von 
denen  die  eine  Xj^^^,  die  andere  x^  durch  die  anderen  x  be- 
stimmt. Ist  z/^  nicht  regulär  in  Bezug  auf  ^^  +  1,  so  hat  man 
wieder  nur  vorher  eine  lineare  Transformation  auszuführen. 

Um  ein  kurzes  Beispiel  anzuführen,  seien  für  eine  reine 
algebraische  Raumkurve  sogleich  x,  x^,  x^  die  gewöhnlichen 
Cartesischen  Koordinaten;  dann  wird  ihre  Hauptdarstellung  — 
die  a  auch  schon  als  spezielle  Zahlen  verstanden  —  die 
folgende 

(p{x,x^)  =  0 

9o  (^,  ^2)  ^1  +  9i  {^,  ^2)  =  Ö; 
wo  (pQ  und  (p  nur  für  jene  Wertsysteme  zugleich  verschwinden, 
für  welche  die  Discriminante  von  (p  nach  :r  und  auch  cp^  {x,  x^ 
Null  wird.  In  diese  Hauptdarstellung  der  algebraischen  Raum- 
kurve treten  demnach  eine  endliche  Anzahl  paralleler  Geraden 
als  überflüssige  Elemente  ein. 
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§  10.  In  gewissen  Fällen  ergibt  die  Hauptdarstellung 
doch  schon  die  vollständige  und  ausschließliche  Darstellung 
der  gegebenen  Mannigfaltigkeit;  insbesondere  ist  dies  der  Fall 
für  jede  in  (x^j  .  .  .^  x^  enthaltene  reine  Mannigfaltigkeit 
erster  und  m*®'"  Stufe.     Man  hat  die  Sätze: 

Jede  reine  Mannigfaltigkeit  erster  Stufe  wird 
durch  den  Inhalt  einer  Gleichung  vollständig  und 
ausschließlich  gegeben. 

Bei  Wiederholung  der  Schlüsse  des  §  9  für  diesen  Fall 
bleiben  nämlich  die  Gleichungen  zweiter  Art  aus  (I.)  ganz 
fort.  —  Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  auch  daraus,  daß  — 
nach    der    ersten  Note    zu    §  8    —    D^  nach  der   Substitution 

m 

X  =  ^  t.Xi  eine  homogene  Form  von  t^^  wird,  also  die  Gestalt 

i=l 

t^O  annimmt,  dasselbe  also  auch  für  jeden  Teiler  von  D^  statt- 
findet, so  daß  sich  als  vollständige  Definition  der  entsprechen- 
den Mannigfaltigkeit  erster  Stufe  die  Gleichung  qp  =  0  ergibt. 

Femer  ergibt  sich  der  Satz: 

Jede  Mannigfaltigkeit  m*®^  Stufe  aus  (x^j  .  .  .,  x^^), 
d.  h.  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Wertsysteme 

werden  durch  den  Inhalt  eines  Systems  von  m  Glei- 
chungen vollständig  und  ausschließlich  gegeben. 

Denn  jene  mit  z/^  bezeichnete  Discriminante  ist  jetzt  eine 
von  0  verschiedene  Größe,  die  kein  x  weiter  enthält,  und  es 
sind  demnach  in  diesem  Falle  keinerlei  singulare  oder  aus- 
gezeichnete Elemente  vorhanden. 

Ist  0  <  /j  <  m  —  1 ,  so  können  die  Gleichungen  (I.)  außer 
yCA  +  i)  noch  eine  Mannigfaltigkeit  zweiter  Stufe  ergeben.  Diese 
kann  aber  auch  wegfallen,  wenn  z/^  eine  von  den  x  un- 
abhängige (und  selbstverständlich  von  0  verschiedene)  Größe  ist. 

Trotz  des  Auftretens  jener  Mannigfaltigkeit  zweiter  Stufe 
ist  man  berechtigt,  die  Gleichungen  (I.)  als  Darstellung  von 
T^^e^+i)  in  Anspruch  zu  nehmen,  denn  sie  bestimmen  diese 
vollständig.     Bildet  man  nämlich  die  vollständige  Resolvente 
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des  Systems  (L),  so  muß  diese  neben  der  Teilresolvente 
zweiter  Stufe  auch  die  Resolvente  li  -f-  V^^  Stufe  ergeben,  die 
ykh  +  i)  vollständig  und  ausscbließlich  definiert.  Denn  (I.)  er- 
gibt nui'  jene  Mannigfaltigkeiten,  die  sieb  gesondert  ergeben 
müssen,  weil  ihre  gemeinscbaftlicben  Elemente  eine  Mannig- 
faltigkeit von  wenigstens  h  +  2*®'*  Stufe  ergeben. 

Wie  der  Begriff  der  Hauptdarstellung  einer  F(^+^^  sieb 
naturgemäß  erweitert,  liegt  auf  der  Hand.  Als  solche  wird 
jedes  System  von  7^+1  Gleichungen  zu  betrachten  sein,  das 
alle  Elemente  von  F^*"*"^)  und  nur  diese  definiert,  wenn  alle 
Elemente  einer  solchen  Mannigfaltigkeit  erster  Stufe  ip  =  0 
ausgeschlossen  sind,  deren  mit  V^^'^'^^  gemeinsamen  Elemente 
eine  Mannigfaltigkeit   von  wenigstens   h  -f-  2^^^  Stufe  bilden*). 

Noch  sei  kurz  der  aus  dieser  Darstellung  sich  ergebende 
Fundamentalsatz  für  die  „Theorie  der  Abbildung"  erwähnt**): 

Jede  reine  Mannigfaltigkeit  F^*+^),  die  einer  be- 
liebigen Mannigfaltigkeit  (rr^,  .  .  .,  ^^)  entnommen  ist, 
läßt  sich  mit  einer  Mannigfaltigkeit  erster  Stufe, 
die  der  (in  —  h)-iach.  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
(^i>  ^27  •  •  'f  ^m-h)  entnommen  ist,  in  gegenseitig  ein- 
deutige Beziehunng  bringen,  die  nur  für  eine  in  F^^^^^ 
enthaltene  Mannigfaltigkeit  von  wenigstens  h  +  2*^^^ 
Stufe  Ausnahmen  erleiden  kann. 

Betrachtet  man  ^,  ^^+1^  •  •  v  ^m-i  ^.Is  unabhängige  Ver- 
änderliche, so  steht  die  in  (^,  ^^+1?  •  •  •?  ^m-i)  gelegene  Mannig- 
faltigkeit erster  Stufe  [9]^  =  0  mit  F(*+^)  in  der  angegebenen 
ein-eindeutigen  Beziehung,  die  geradezu  durch  die  Glei- 
chungen (I.)  gegeben  ist,  denen  man  noch  der  Vollständigkeit 
wegen  die  daraus  sich  weiter  ergebende  Gleichung 

hinzufügen  kann. 

*)  Die  Bezeichnung  als  Hauptdarstellung  (figuration  principale) 
rührt  von  Molk  her,  in  dessen  schon  früher  citierter  Abhandlung  (auf 
Seite  153)  man  eine  ,, Hauptdarstellung"  im  jetzt  gegebenen  Sinne  des 
Wortes  findet. 

**)  Kronecker,  Festschrift,  §  10. 
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Die  vollständige  Darstellung  beliebiger  Mannigfaltig-' 
keiten  durch  m  -\-  1  Crleichungen. 

§  11.  Wir  gehen  zur  Entwicklung  des  folgenden  von 
Kronecker  ohne  Beweis  gegebenen  fundamentalen  Satzes 
über*): 

Der  Inhalt  eines  beliebigen  Systems  von  Glei- 
chungen Fj  =  0  (J  =  1,  .  .  .,  h)  mit  den  Unbekannten 
x^,  .  .  .,  x^  kann  vollständig  und  ausschließlich  durch 
ein  System  von  höchstens  m  -\-  1  Gleichungen  gegeben 
werden. 

Da  der  Satz  von  einer  auf  die  Unbekannten  ausgeübten 
linearen  Transformation  mit  von  0  verschiedener  Determinante 
unabhängig  ist,  kann  das  vorgelegte  System  F-  =  0  wieder 
in  der  bisherigen  Weise  als  von  Zufälligkeiten  befreit  an- 
gesehen werden.  Da  es  sich  aber  ausschließlich  um  den  In- 
halt des  Gleichungssystems  handelt,  kann  vor  allem  die  redu- 
zierte Resolvente  des  Systems  (§7) 

m—l    ^h 

zu  Grunde  gelegt  und  dann  noch  weiter  vorausgesetzt  werden, 
daß  die  in  bekannter  Weise  durch 

definierte  Mannigfaltigkeit,  die  einen  Teil  des  darzustellenden 
Inhalts  ausmacht,  nicht  schon  in  der  durch 

definierten  Mannigfaltigkeit  vollständig  enthalten  ist;  denn  in 
diesem  Falle  stellt  schon  ^^  ==  0  nach  Entfernung  des  Faktors 
P^y    den   Inhalt    von   F^  =  0    vollständig    dar.      Um    zu    ent- 


*)  Kronecker,  Festschrift,  §  10. 
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scheiden,  ob  ein  P/,^  für  die  Darstellung  des  Inhalts  in  dieser 
Weise  überflüssig  wird,  hat  man  nur  die  durch 

^*..  =  o,    ^.,.  =  0  (P) 

zusammengesetzten  Gleichungssysteme  zu  betrachten.  Ein 
solches  System  (P)  stellt  wegen  P^^.^  =  0  eine  Mannigfaltig- 
keit dar,  deren  Stufenzahl  wenigstens  Ji  -\-  1  ist.  Bildet  man 
demnach  die  Gesamtresolvente  des  Systems  (P),  so  wird  in 
dieser  die  vollständige  Teilresolvente ,  deren  Stufenzahl  die 
kleinste  ist,  entweder  von  der  h  -\-  V^"^  oder  von  höherer  Stufe 
sein.  Im  ersten  Falle  muß  also  die  durch  diese  Resolvente 
definierte  Mannigfaltigkeit  die  Mannigfaltigkeit  P^^  =0,  da 
diese  irreduzibel  ist,  vollständig  enthalten  und  der  Inhalt  von 
P^j  ==  0  ist  im  Inhalte  von  Pj^j  =  0  vollständig  enthalten. 
Im  zweiten  Falle  bilden  die  gemeinsamen  Elemente  von  P^^.  =  0 
und  Pf^j  =  0  eine  Mannigfaltigkeit  von  höchstens  h  -\-  2*^""  Stufe 
und  Pk!l=  0  enthält  nur  eine   F^^'^^)  ^us  P^^.^  =  0. 

Nachdem  so  für  jedes  P^^  entschieden  wurde,  ob  es  für 
die  vollständige  Darstellung  des  Inhalts  von  P ^  =  0  bei- 
zubehalten ist,  erhält  man  diesen  aus  dem  durch 

m—l     ^h 

dargestellten  Gleichungssystem,  wo  die  Elemente,  die  den  durch 

Ö*y,  =  0,      <?,,,=  0,  (fc<Ä) 

definierten  Mannigfaltigkeiten    gemeinsam   sind,    eine   Mannig- 
faltigkeit von  In  -\-  2*^^^  oder  höherer  Stufe  bilden. 
Auch  die  Gleichung 

ist  eine  Resolvente  des  Systems  Fj  =  0]  insofern  der  Inhalt 
des  Systems,  welches  man  erhält,  indem  man  die  Koeffizienten 
der  Potenzprodukte  t^ , .  .  .^  f^  einzeln  gleich  Null  setzt,  mit 
dem  Inhalt  des  Systems  F.  =  0  vollständig  übereinstimmt. 
Sie  kann  als  Minimalresolvente  des  Systems  Fj  =  0  be- 
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zeichnet  werden,  weil  jede  Zusammenfassung  des  Inhalts  von 
Fj  =  0  in  einer  Reihe  von  Mannigfaltigkeiten  erster,  zweiter 
Stufe  u.  s.  f.  die  durch  die  Minimalresolvente  gegebenen  Mannig- 
faltigkeiten unbedingt  enthalten  muß.  Wäre  F'(^  +  i)  die  erste 
irreduzible  Mannigfaltigkeit  des  Systems  Fj  =  0,  die  nicht 
auch  durch  ^  =  0  gegeben  ist,  so  müßte  sie  in  einer  Mannig- 
faltigkeit niedrigerer  Stufe  aus  i/^  =  0  vollständig  enthalten 
sein,  und  wäre  für  die  Angabe  des  Inhalts  von  Fj  =  0  ganz 
überflüssig.  Dem  gegenüber  ist  die  Aufzählung  jeder  Mannig- 
faltigkeit, die  sich  aus  i^  =  0  ergibt,  notwendig;  denn  die 
mit  einer  andern  Mannigfaltigkeit  aus  i/;  =  0  gemeinsamen 
Elemente  ergeben  nur  eine  Mannigfaltigkeit  von  höherer 
Stufenzahl. 

Daraus  ist  auch  ersichtlich,  daß  zwei  Gleichungs- 
systeme dann  und  nur  dann  denselben  Inhalt  besitzen, 
wenn  ihre  Minimalresolventen  dieselben  sind. 

Jene  Minimalresolvente  mag  noch,  um  für  das  Folgende 
eine  kürzere  Fassung  zu  erlangen, 

geschrieben  werden,  wo 

ist. 

Man  beweist  nun  leicht  den  folgenden  Satz: 

Sei    Fj  =  0,  (j  =  1,  .  .  .,  Je)    ein    Gleichungssystem 

mit  der  Minimalresolvente  i^  =  0.     Sei  ferner 

ö('.)  =  0,     ir=l,...,h)  (2;,^,) 

ein  Gleichungssystem,  dessen  Inhalt  den  Inhalt  des 
Systems  Fj  =  0  vollständig  umfaßt  und  außer  diesem 
nur  Mannigfaltigkeiten  von  h  -\-  1*®""  oder  höherer 
Stufe  enthält.  Dann  kann  man  immer  Systeme  von 
Größen  (auch  rationale  und  ganze  Zahlen)  a^,  .  .  .,  o^^ 
so  bestimmen,  daß  das  System 
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dessen  Inhalt  den  Inhalt  des  Systems  F^  =  0  wieder 
vollständig  umfaßt^  außer  diesem  nur  mehr  Mannig- 
faltigkeiten von  h  -\- 2^^^  oder  höherer  Stufe  enthält. 

Berücksichtigt  man  die  jetzt  geltenden  Festsetzungen  und 
die  Eigenschaften  der  Minimalresolvente,  so  erhält  man  für  die 
Minimalresolvente  des  Systems  (^/j+i)  jedenfalls  folgende  Ge- 
stalt: 

(>,+i  =  ^^'^i^^'^ . . .  ^(''-^)x^'^) . . .  x^— ^)  =  0, 

wo  noch  x^^'^  durch  ^(^)  teilbar  ist.  Ist  nun  ;^W  ^  il)^^'\  so  wird 
imser  Satz  —  wie  unmittelbar  zu  sehen  —  bei  jeder  Wahl 
der  Größen  a  richtig  sein. 

Im  entgegengesetzten  Falle  ist 

und  x^^^  nicht  ^^  1.  Die  irreduzibeln  Teiler  von  Xi^  ^^<i  t''''^ 
sind  durchweg  verschieden.  Ist  nun  jt^^^  irgend  ein  irredu- 
zibler  Teuer  von  Xi'\  so  kann  jt^^^  =  0  nach  der  Definition  der 
Minimalresolvente  mit  keiner  Mannigfaltigkeit  ^(•'^  =  0  eine 
Mannigfaltigkeit  gemeinsam  enthalten,  deren  Stufenzahl  kleiner 
als  h  -\-  2  ist.  Es  gibt  daher  Größen  x^  =  ^-^  die  einem  be- 
stimmten aus  (A)  entstammenden  Gattungsbereiche  angehören, 
für  die  [;r(*)]  =  0  wird,  während  [i^]  von  0  verschieden  ist  und 
also  «.uch  von  0  verschieden  bleibt,  wenn  man  an  Stelle  der  t 
gewisse  Größensysteme  a^,  .  .  .,  a^  setzt  (die  auch  aus  ratio- 
nalen und  ganzen  Zahlen  gewählt  werden  können).  Dann  wird 
aber  die  Minimalresolvente  (),^^2  =  ^  ^^^  Systems  (2^,^4.2)  in 
der  Tat  dem  zu  beweisenden  Satze  entsprechen.  Es  sind 
^W,  1^(1),  .  .  .,  t^(^)  Teiler  von  ()/j^2  5  dagegen  kann  jt^^^  wegen 
des  Hinzutretens  der  Gleichung  [i/;]^;  =  2; « •  ^i  =  ^  ^ein  solcher 
sein  und  ebensowenig,  wenn  nur  die  Größen  a^,  .  .  .,  a^  passend 
gewählt  sind,  irgend  ein  anderer  irreduzibler  Teiler  von  %^^\ 
Endlich  kann  auch  keine  weitere  Mannigfaltigkeit  h  +  l*^"" 
oder  niedrigerer  Stufe  dem  System  (27,, +  2)  genügen,  da  diese 
dann  auch  dem  System  (-S'a+i)  genügen  müßte. 

Nun  kann  man  aber  von  einer  Gleichung  [ip]x=^2:a  ■xi  =  0 


(S*) 
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als  System  (U^)  ausgehen  und  erhält  dann  schließlich  dag] 
Gleichungssjstem : 

dessen  Minimalresolvente  mit  der  des  Systems  Fj  =  0  über- 
einstimmt. Dann  ist  aber  auch  der  Inhalt  der  beiden  Systeme 
derselbe.  Die  Anzahl  der  Gleichungen  in  (S^)  ist  dem  zu 
Beginn  dieses  Paragraphen  ausgesprochenen  Satze  gemäß 
^  m  +  1 .  Der  Inhalt  des  Systems  (S,^)y  in  dem  die  Anzahl 
der  Gleichungen  Je  ist,  kann  sich  von  dem  Inhalte  des  Systems 
Fj  =  0  nur  mehr  durch  Mannigfaltigkeiten  ¥^^  oder  höherer 
Stufe  unterscheiden,  im  Falle  h  =  m  -\-  1  also  nur  mehr  durch 
„Mannigfaltigkeiten  m  -{-  P^^  Stufe",  die  eben  gar  keinen  Inhalt 
mehr  besitzen*). 

G-leichuugssysteme,  deren  Inhalt  eine  lineare  Mannig- 
faltigkeit bildet. 

§  12.  Eine  lineare  Mannigfaltigkeit  ist  eine  solche, 
die  durch  ein  System  linearer  Gleichungen  definiert  wird. 

Man  erkennt  leicht,  welche  Gestalt  die  Gesamtresolvente 
eines  Systems  linearer  Gleichungen: 

(i=l,2,...,^); 
besitzt.     Die  Transformation 

gibt  ihm  die  Gestalt 

x  —  xj^ x^_J^^_^  —  X,J^  =  0  (2.) 

(^=1,2,...,^;), 

*)  Vahlen  hat  an  einem  schönen  Beispiele  gezeigt,  daß  es  in 
der  Tat  Fälle  gibt,  wo  der  Inhalt  eines  Gleichungs Systems  mit  m  Un- 
bekannten nicht  durch  weniger  als  m  -\-  1  Grleichungen  darstellbar  ist 
(„Bemerkung  zur  vollständigen  Darstellung  algebraischer  Raumkurven'\ 
Journal  f.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  108,  pag.  346.). 


Gleichungssysteme,  d.  Inhalt  eine  lineare  Mannigfaltigkeit  bildet.     239 

WO  X,„^  eine  lineare  Form  von  x^^  .  .  .,  ^„j_i  bedeutet  und  man 
mit  den  Koeffizienten  von  ^„^,  den  Größen  c^^,  dividieren 
konnte^  wenn,  wie  wir  immer  voraussetzen,  die  linken  Seiten 
der  Gleichungen,  eventuell  nach  einer  passenden  linearen 
Transformation,  reguläre  Formen  sind.  Da  wir  es  aber  mit 
linearen  Formen  zu  tun  haben,  können  nur  die  folgenden  zwei 
Fälle  eintreten.  Entweder  sind  die  linken  Seiten  der  Glei- 
chungen (2.)  durchweg  äquivalente  Formen;  also  irgend  eine 
davon  die  vollständige  Teilresolvente  erster  Stufe  D^  =  0; 
dann  sind  aber  die  (nach  Kap.  III.  §  18  zu  bildenden)  Fj  mit 
1  äquivalent  und  D^  =  0  ist  auch  die  Gesamtresolvente.  Oder 
es  ist  Df^l  und  die  Formen  Fj  sind  die  auf  der  linken 
Seite  in  (2.)  stehenden  Formen.  Dann  ist  die  Resultante  von 
k 

^u,(x  —  xj^ x^_^  t„^_,  —  X,^  tj 

1=1 
und 

^u\  {x  —  xj, x^_,  %^_^  —  X,^  tJ 

nach  X  zu  bilden  und  die  Koeffizienten  der  Potenzprodukte  der 
IC  und  u'  sind  die  Formen  Fj^K  Man  erkennt  unmittelbar, 
daß  jene  Resultante,  also  auch  die  Formen  FjI^  lineare  Formen 
von  XjX2,  .  .  .,  ^^_i  sind.  Diese  sind  wieder  entweder  durch- 
weg äquivalente  Formen  und  dann  gibt  irgend  eine  von  ihnen 
wie  früher  die  Gesamtresolvente  des  Systems  DJ^)  =  0;  oder 
aber  es  ist  DW  ~  1 .  In  ähnlicher  Weise  weiter  gehend,  er- 
kennt man,  daß  das  System  linearer  Gleichungen  entweder 
überhaupt  keinen  Inhalt  besitzt  oder  aber  eine  Gesamtresul- 
tante von  der  Gestalt 

X  —  XJ, X,t,  —  x,^^  ^,^1 x^_^  t^_^ 

besitzt,  wo  Xi,  .  .  .,  X^,  X^  lineare  Formen  von  Xf^_^^,  .  .  .,  ^„,_i 
sind.  Denn  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Form  muß 
nach  den  letzten  Erörterungen  eine  lineare  Form  von  x,  x^_^_i,  . . ., 
x^_^   und   als  vollständige  Teilresolvente  7i  +  l**''  Stufe    eine 
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homogene  Form  von  Xjt^y  .  .  .,  t^  sein,  in  welcher  der  Koeff 
zient  der  höchsten  Potenz  von  x  die  t  nicht  enthält  (§  4  dieses 
Kapitels).     Die   betrachtete  Form   ist  also  auch  in  Bezug  auf 
die  Reihe  der  Unbestimmten  x,t^y...,t^^  linear. 

Es  ist  (A)  auch  die  Minimalresolvente  des  Systems  (1.), 
wenn  dieses  überhaupt  einen  Inhalt  besitzt,  und  zugleich  hat 
man  in  diesem  Falle  (1.)  nach  einer  eventuell  notwendigen 
linearen  Transformation  auf  die  „einfachste"  Gestalt 

gebracht. 

Da  nun  zwei  Gleichungssysteme  nur  dann  denselben  In- 
halt besitzen,  wenn  ihre  Minimalresolventen  übereinstimmen,  so 
hat  man  den  Satz: 

Der  Inhalt  eines  beliebigen  Gleichungssystems 
bildet  dann  u|nd  nur  dann  eine  lineare  Mannigfaltig- 
keit, wenn  die  Minimalresolvente  die  Gestalt  (A)  be- 
sitzt, und  diese  lineare  Mannigfaltigkeit  ist  dann 
durch  rationale  Operationen  in  der  Gestalt  (A^)  be- 
stimmt. 

Dabei  ist  noch  der  Fall  des  homogenen  linearen 
Systems  hervorzuheben.  Man  sieht  unmittelbar,  daß  eine 
lineare  Mannigfaltigkeit  dann  und  nur  dann  durch  ein  homo- 
genes lineares  System  definiert  wird,  wenn  diese  das  Element 
Xi  =  0  (^  =  1,  .  .  .,  m)  enthält. 

§  13.  Der  Inhalt  eines  Gleichungssystems  „bildet 
eine  Schar  in  {A}",  wenn  mit  (|i,  .  .  .,  Jm)  nnd  (|i',  ...,  ^l'n) 
immer  auch  (u^[  -\-  v^ty  .  .  .,  ui^'m  +  v|m)  bei  beliebigen 
Werten  von  u  und  v  ein  Wurzelsystem  ist. 

Die  beiden  (trivialen)  Grenzfälle,  wo  das  Gleichungssystem 
keinen  Inhalt  besitzt  oder  aber  keine  Beschränkungen  der  Ver- 
änderlichkeit von  x^,  ,  .  .,  x^  statuiert,  soUen  dabei  im  folgen- 
den schon  als  ausgeschlossen  betrachtet  werden. 

Die  h  Wurzelsysteme 

iij,  kj^ '",  Lj      (i  =  i;  ••-,  ^^;  ^^<^) 


Gleichungssysteme,  d.  Inhalt  eine  lineare  Mannigfaltigkeit  bildet.     241 

sollen  „voneinander  unabhängig"  heißen,  wenn  die  aus 
der  Matrix 

gebildeten  Determinanten  h^^"^  Grades  nicht  sämtlich 
verschwinden. 

Ein  wirkliches  Gleichungssystem,  d.  h.  ein  solches,  das  in 
der  Tat  die  Veränderlichkeit  von  x^^.-.^x^  beschränkt,  also 
nicht  durchweg  aus  Identitäten  besteht,  kann,  wenn  sein 
Inhalt  eine  Schar  in  {A)  bildet,  nicht  mehr  als  m  —  1 
Wurzeis jsteme  besitzen,  die  voneinander  unabhängig  sind. 
Denn  bei  m  unabhängigen  Wurzelsystemen  würde  in  den 
Gleichungen 

m 

die  Determinante  |  |^^  |  nicht  verschwinden,  also  für  beliebige 
X.  ein  System  von  Werten  u^  bestimmt  werden  können,  das 
den  Gleichungen  genügt.  Da  aber  nach  der  Definition  der 
Schar  das  Wertsystem  (rr^,  .  .  .,  x^)  dann  ein  Wurzelsystem  ist, 
so  müßte  das  Gleichungssystem  durchweg  aus  Identitäten  be- 
stehen. 

Wenn  der  Inhalt  des  vorgelegten  Gleichungssystems  eine 
Schar  in  {A}  bildet,  gibt  es  demnach  eine  bestimmte  nicht 
negative,  ganze  Zahl  ^,  die  kleiner  als  m  ist,  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  es  genau  A',  aber  nicht  mehr  voneinander  unab- 
hängige Wurzelsysteme  gibt.  Die  Schar  soll  in  diesem  FaUe 
eine  Z;-gliedrige  Schar  genannt  werden.  (Der  Fall  h  =  0 
entspricht  einem  System,  welches  nur  die  einzige  Lösung 
X.  =  0  besitzt.) 

Ist  die  Schar  eine  Ä;-gliedrige  und  sind 

^ijy  •••?  ^mj  0=  !;•••?  ^) 

k  voneinander  unabhängige  Wurzelsysteme,  ferner  x^j  .  .  .j  x^ 
irgend  ein  Wurzelsystem,  das  dem  Gleichungssysteme  genügt,  so 
muß  in  der  Matrix,  die  aus  |  ^.j  |  entsteht,  wenn  man  x^,  .. .,  x^ 
als  Je  -\-  1*®  Spalte  hinzufügt,  jede  Determinante  Je  +  1*®^  Grades 

König,  algebraische  Größen.  16 


242  V.    Allgemeine  Theorie  der  Elimination.     §  13.  14. 

verschwinden.  Wenn  man  die  Reihe  der  Unbekannten  x  und 
die  Wurzelsysteme  ^-j  passend  ordnet,  kann  man  voraussetzen, 
daß  die  Determinante  |  1^^  |  (/,^=:i,..  .,;t)  von  0  verschieden  ist, 
und  erhält  dann  eine  Reihe  linearer  Gleichungen 

S^k  +  i  +tii^i-\ h  iiA  =  0.    (^  =  1.  •  •  •;  *>^  —  ^),     (J) 

wo  ^  eine  von  0  verschiedene  Größe  ist,  die  den  Inhalt 
des  vorgelegten  Gleichungssystems  vollständig  darstellt.  Denn 
infolge  der  vorausgesetzten  Eigenschaft  des  Systems  gibt 
es  ein  Wurzelsystem,  in  dem  ^r^^,  .  .  .,  rr^  beliebige  Werte  an- 
nehmen. Ferner  muß  mit  li^;  •  •  .,  J^^;  (j  =  1,  .  .  .,  A;),  weil 
die  Lösungen  eben  eine  Schar  bilden,  auch 

ein  Wurzelsystem  sein,  welche  Werte  immer  die  Größen  u^ 
annehmen.     Aus  den  Gleichungen 

k 
Xi  =  ^Uj^.j         (^=  1^  .  .  .,  Je) 
j=i 

ergibt  sich  aber  bei  beliebiger  Wahl  von  x^,  .  .  .,  x,^  ein  be- 
stimmtes System  von  Größen  Uj^  die  den  Gleichungen  genügen. 
Die  zugehörigen  x,^_^_^,  .  .  .,  x^  können  also  keine  anderen  sein 
als  die  durch  (J)  bestimmten,  weil  ein  solches  System  jeden- 
falls existiert  und  dann  auch  (J)  genügen  muß.  Wir  haben 
damit  folgenden  Satz  gewonnen: 

Wenn  der  Inhalt  eines  Gleichungssystems  eine 
^-gliedrige  Schar  bildet,  so  wird  er  vollständig 
und  ausschließlich  durch  eine  lineare  Mannigfaltig- 
keit m  —  ¥^^  Stufe  dargestellt,  welche  das  Element 
(0,  0,  .  .  .,  0)  enthält  und  also  durch  m  —  k  homogene 
lineare  Gleichungen  der  Gestalt  (J)  definiert  ist. 

Die  Umkehrung  des  Satzes  ist  evident. 

Die  diesbezügliche  Eigenschaft  eines  Systems  von  Glei- 
chungen wird  also  durch  Bildung  der  Minimalresolvente,  d.  h. 
durch  eine  endliche  Reihe  rationaler  Operationen  entschieden; 
insbesondere  bestimmt  sich  dabei  auch  die  Zahl  Je. 


J 
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Die  Wichtigkeit  des  Satzes  in  den  Anwendungen  beruht 
darauf,  daß  bei  gewissen  Problemstellungen  jene  Eigenschaft 
des  Gleichungssystems,  daß  dessen  Inhalt  eine  Schar  bildet, 
unmittelbar  in  Evidenz  tritt,  und  man  daraus  also  ohne  wei- 
teres schließen  darf,  daß  die  linke  Seite  der  Minimalresolvente 
eine  homogene  lineare  Form  von  Xy  ^^  +  i,  .  .  .,  ^^-i  ^^^y 
oder  auch,  daß  der  Inhalt  jenes  Systems  durch  ein  System 
linearer  Gleichungen  von  der  Gestalt  (J)  definiert  wird.  Dabei 
wird  nur  noch  zu  berücksichtigen  sein,  daß  die  in  diesen 
auftretenden  Unbekannten  homogene  lineare  Formen  der  ur- 
sprünglichen Unbekannten  ^d  -  •  -j  ^^  sind. 


Die  Funktionaldeterminante. 

§  14.    Sind  F^, ..  .y  Fj^  irgend  welche  Formen  von  x^^ . .  .^  x^ 

und  <p{^i,  •  •  -,  ^k)  ®^^®  Form  der  Unbestimmten  ^i,  •  -  .,  0^) 
so  wird 

wieder  eine  Form  von  ^i,  •  •  •;  ^m  darstellen.  Die  Derivierte 
dieser  Form  nach  x^  wird  durch  die  Formel 

gegeben;  diese  Regel  der  Differentialrechnung  ist,  soweit  es 
sich  um  Formen  (oder  ganze  Funktionen)  handelt,  eine  ein- 
fache Identität,  die  sich  aus  der  formalen  Definition  der  Deri- 
vierten  (Kap.  II.  §  5)  direkt  ableiten  läßt.  Setzt  man  nämlich 
statt  x^  überall  Xj  -\-  h^,  so  hat  man  in  cp  die  Koeffizienten 
von  h^y  .  .  .y  h^  zu  bestimmen,  und  dazu  genügt  es,  für  F 
überaU  F^  +  H,  und 


m 


8  Fi 


*        -r^.   rix.     3 


(JXj 


zu    setzen,    da    die    wegbleibenden   Glieder    auf   die   gesuchten 
Koeffizienten  keinen  Einfluß  ausüben  können.     Ebenso  wird 

16* 
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mit 


y^'f'  TT 


in  den  Gliedern,  die  in  Bezug  auf  ^i,  •  •  .,  ^m  ^^^  ^®^  ersten 
Dimension  sind,  übereinstimmen,  und  man  erhält  also  als 
Koeffizienten  von  h^  den  in  (I)  stehenden  Ausdruck. 

Es  soll  nun  insbesondere  ein  System  von  m  Formen  der 
Unbestimmten  x^y  ..  ..  x^ 

betrachtet  werden;  wir  schreiben  noch  kurz 

jP    ^^ i 

^»>~  dxj 
und  nennen  dann 

die  Funktionaldeterminante*)  des  Formensystems 
Fu  •  •  •;  -^m  nach  r^i,  .  .  .,  x^. 

Für  eine  Form  einer  Unbestimmten  ist  dies  nichts  anderes 
als  die  Derivierte;  ist  die  Anzahl  der  Unbestimmten  größer 
als  1,  so  gibt  die  Funktionaldeterminante  eine  wichtige  Ver- 
allgemeinerung dieses  Begriffs;  sie  wird   demgemäß   auch  mit 

o>     — '^ — ^  oder  -;-—-  bezeichnet. 

Sind  ^1, . .  .,  ^m  Formen  von  F^, .  .  -,  i^^  und  F,,  ...,F^ 
Formen  von  x^,  .  .  .^  x^^^  so  kann  man  ^^,  .  .  .,  O^  auch  als 
Formen  von  Xj^y  .  .  .^  x^  auffassen  und  hat  dann 

dXj        f^x  ^K  ^^j  ' 


*)  Die  fundamentalen  Eigenschaften  der  Funktionaldeterminante 
wurden  zuerst  von  Jacob i  entwickelt.  („De  determinantibus  functiona- 
libus".  Journal  f.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  22,  1841,  pag.  319  =  Werke,  Bd.  EI, 
pag.  393).  Eine  rein  algebraische  Theorie  wird  meines  Wissens  hier 
zum  ersten  Male  gegeben. 
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also  nach  dem  Multiplikationssatze  für  Determinanten 

a($)  ^  d{^  d{F) 
dCx)  ~  d{F)  d{x)  ' 

Insbesondere  kann  man  auf  die  Formen  F  die  Trans- 
formation 

m 

x,==2a,,^i     (»=l,..,m),     |a,,|+0  (T) 

ausüben;  sie  gebn  dadurch  in  Formen  von  z^,  .  .  .^  s^  über, 
und  man  hat 

dF_   ^d_F 

also 

Man  erhält  demnach  die  Funktionaldeterminante  des 
durch  (T)  transformierten  Systems,  wenn  man  die 
Funktionaldeterminante  des  ursprünglichen  Systems  mit  der 
Determinante  der  Transformation  multipliziert;  da  diese  als 
von  0  verschieden  vorausgesetzt  wird,  sind  beide  Funktional- 
determinanten entweder  zugleich  Null,  oder  sie  sind  beide 
von  0  verschieden. 

Die  Formen  jF\,...,-F^  heißen  voneinander  abhängig, 
wenn  für  dieselben  eine  Identität  von  der  Gestalt 

^GF9.  _,F'^  =  0 

•TT      9      1  m 

(9) 

besteht,  wo  die  Größen  G  nicht  durchweg  verschwinden;  im 
entgegengesetzten  FaUe  heißen  sie  voneinander  unab- 
hängig. Dabei  sollen  die  C^  Größen  irgend  eines  Rationalitäts- 
bereiches sein,  in  dessen  Definition  die  Unbestimmten  x-^^y  -"j^m 
nicht  eingehn.  Man  kann  aber  die  Definition  der  Abhängig- 
keit, resp.  Unabhängigkeit  der  Formen  F^,  .  .  .,  F^  von  vorn- 
herein ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  auch  so  fassen, 
daß  die  Größen  C  dem  durch  die  Koeffizienten  der 
Formen  F  bestimmten  Rationalitätsbereich  an- 
gehören    sollen     und     nicht    sämtlich    verschwinden. 
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Denn  wenn  irgend  welche  der  ausgesproclienen  Bedingung 
genügende  Größen  C  existieren,  genügen  sie  einem  Systeme 
homogener  linearer  Gleichungen,  in  welchem  die  Koeffizienten 
jenem  durch  die  Koeffizienten  der  F  bestimmten  Rationalitäts- 
bereiche angehören.  Man  erhält  diese  Gleichungen  durch  die 
Aussage,  daß  der  Koeffizient  jedes  Potenzproduktes  der  x  gleich 
0  sein  muß.  Dann  ist  aber  jene  Identität  für  jedes  Größen- 
system C  gültig,  das  diesen  homogenen  linearen  Gleichungen 
genügt.  Der  Inhalt  dieser  Gleichungen  bildet  eine  /c-gliedrige 
Schar,  wo  /^^  1,  da  es  der  Annahme  nach  eine  Lösung  gibt, 
die  von  (0,  .  .  .,  0)  verschieden  ist;  und  nach  der  Darstellung 
der  Schar  (§  13)  hat  man  in  der  Tat  auch  Größensysteme  C, 
die  jenem  Rationalitätsbereiche  angehören. 

Die  Abhängigkeit,  resp.  Unabhängigkeit  der  Formen 
Fj^,  .  .  .,  F^  steht  im  engsten  Zusammenhange  mit  ihrer 
Funktionaldeterminante.  Man  hat  dabei  zuerst  den  folgen- 
den Satz: 

Die  Funktionaldeterminante  eines  Systems  von- 
einander  abhängiger  Formen  verschwindet   identisch. 

Zum  Beweise  gehn  wir  von  der  nun  als  existierend 
vorausgesetzten  Identität  aus,  welche  die  Abhängigkeit  der 
Formen  ausdrückt  und  in  der  Gestalt 

geschrieben  werden  kann.  Da  dies  eben  eine  Identität  ist, 
hat  man  auch 

?*  Z.80    SF, 

also  auch: 

l^vl|-^  =  0.  {j=l,...,m) 

Es  zeigt  sich  leicht,  daß,  wenn  |  F-j  \  als  von  0  ver- 
schieden vorausgesetzt  wird,  im  Gegensatze  zur  Annahme  jeder 
Koeffizient  C    in  0  verschwinden  muß.     Dann  wäre  nämlich 

|;|:  =  0,  (j=l,...,  m) 
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wenn   man   die   linke  Seite   als  Form   der  x  auffaßt,  während 
X  p-   als  Form  der  F  nicht  für  jedes  j  identisch  verschwindet. 

Sonst  wäre  ja  O  =  Cj  und  C  von  0  verschieden,  was  absurd  ist. 
War   demnach   0   in   den  F  von  der  w*®^  Dimension,    so 
führt  die  Abhängigkeit  der  Formen  bei  nicht  verschwindender 
Funktionaldeterminante  zu  einer  Relation 

wo  Oj  eine  nicht  verschwindende  Form  von  der  n  —  1*®^  Dimen- 
sion ist.  So  weiter  schließend  gelangt  man  schließlich  zu  einer 
nicht  vei 
Relation 


nicht  verschwindenden  linearen  Form  ^„_i,  das  heißt  zu  einer 


WO    nicht   alle   C  verschwinden.     Nach   derselben   Schlußweise 

muß  nun     ^"       =  C^-  (j  =  1,  .  .  .,  m)  hier  verschwinden,  und 

da  0„_i  nicht  identisch  Null  ist,  einerseits  Cq  von  0  ver- 
schieden sein,  andrerseits  die  Relation  O^  =  0  bestehn.  Die 
Annahme  |  F^.  \  =4=  0  führt  demnach  zu  einem  Widerspruch, 
womit  der  ausgesprochene  Satz  als  gültig  nachgewiesen  ist. 


§  15.  Der  zuletzt  bewiesene  Satz  läßt  sich  auch  um- 
kehren; er  ist  demnach  als  Teilsatz  in  dem  jetzt  zu  beweisenden 
allgemeinen  Satze  enthalten: 

(a)  Die  Formen  F^, .  .  .,  F^  sind  dann  und  nur  dann 
unabhängig,  wenn  die  Funktionaldeterminante  | -F^^  | 
von  0  verschieden  ist. 

Dabei  soll  im  vorhinein  betont  werden,  'daß  wir  den  Be- 
weis ausschließlich  mit  der  Theorie  der  algebraischen  Größen 
angehörigen  Hilfsmitteln  führen  und,  was  für  die  Anwendung 
des  Satzes  unerläßlich  ist,  zugleich  eine  Methode  entwickeln, 
welche  für  den  Fall  |  JP.^.  |  =0  mittels  rationaler  Operationen 
eine  Relation  <^{F^,  .  .  .,  F^)  =  0  liefert,  resp.  die  Gesamtheit 
clieser  Relationen  vollständig  charakterisiert. 
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Der  vorzutragende  Beweis  gestaltet  sich  durchsiditiger, 
wenn  wir  zugleich  das  System  von  Gleichungen 

Fi  (^i;  .  .  .,  ^J  =  w,     {i=l,...,m)  (1) 

betrachten,  wo  w^, .  .  .jW^^  neue  Unbestimmte  bedeuten, 
und  mit  dem  obigen  Satze  zugleich  das  folgende  auf  jenes 
System  bezügliche  Theorem  begründen: 

(h)  Der  Inhalt  des  Systems  F.  =  tv^  bildet  eine 
Mannigfaltigkeit  m^^''  Stufe,  wenn  \F.j\  von  0  ver- 
schieden ist;  das  System  Fi  =  Wi  hat  keinen  Inhalt, 
wenn  \Fij\=0  ist*). 

*)  Die  Bedeutung  der  w  als  neuer  unbestimmter  Größen  ist  hier 
genau  festzuhalten.  Dabei  zeigt  sich  der  prinzipielle  Unterschied  zwi- 
schen Unbestimmten  und  unbeschränkt  Veränderlichen  in  besonders 
klarer  Weise.  Für  „unbestimmte"  w  ist  der  soeben  ausgesprochene 
Satz  ausnahmslos  gültig.  Sind  hingegen  die  w  Veränderliche, 
so  ist  der  Satz,  wie  man  sich  auszudrücken  pflegt,  nur  „im  all- 
gemeinen" gültig;  d.  h.  er  kann  seine  Gültigkeit  nur  für  eine  be- 
stimmte in  (w^ ,  . . . ,  w^)  enthaltene  Mannigfaltigkeit  erster  oder  höherer 
Stufe  verlieren.  Wie  sich  in  diesem  Falle  die  weitere  Untersuchung 
gestaltet,  soll  hier  sogleich  kurz  angedeutet  werden. 

Der  Satz  (b)  besagt,  daß  die  Gesamtresolvente  des  Systems  F^  =  w^ 
für  unbestimmte  iv  im  ersten  Falle  von  der  Gestalt 

ist,  im  zweiten  Falle  aber  Relationen  von  der  Form 

m 
i  =  l 

existieren. 

Gibt  man  nun  den  w^ ,  . . . ,  w^  irgend  welche  solche  Werte ,  die 
einer  solchen  Relation  ^=0  nicht  genügen,  so  kann  das  System 
F^  —  Wi  =  0  keine  Lösung  besitzen,  und  damit  ist  der  zweite  Fall 
erledigt. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Gesamtresolvente  des  Systems  F^  =  Wi  für 
jene  speziellen  Werte  von  w  zu  bilden.  Solange  nun  die  Formen 
f(h  + 1)  nicht  sämtlich  verschwinden ,  geschieht  die  Bildung  der  Formen 
D*^*  und  f.^^  genau  so,  wie  für  unbestimmte  w.  Man  sieht  auch  un- 
mittelbar,  daß  mit  den  Formen  fj^'^'^^  die  Formen  der  folgenden  Systeme 
f$^^\  •  •  •  gleichfalls  identisch  verschwinden.  Dies  geschieht  aber  auch 
dann,  wenn   in  den  Formen  des  vorhergehenden  Systems,  z.  B.  in  f\^^ 
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Auch  für  diesen  Satz  sei  es  besonders  erwälint,  daß 
unsre  Erörterungen  den  „Fundamen talsatz  der  Algebra"  nicht 
voraussetzen;  wir  benutzen  nur  die  formentheoretische  Defini- 
tion der  algebraischen  Größen,  und,  wie  die  ausführlichen  Er- 
örterungen des  Kap.  IV  gezeigt  haben,  sind  die  für  diese  er- 
haltenen Resultate  nichts  anderes  als  kürzer  geschriebene 
Identitäten  für  dem  ursprünglichen  Rationalitätsbereiche  ent- 
stammende Formen. 

Wir  bemerken  zunächst,  daß  die  Sätze  (a)  und  (b)  für 
m  =  1  richtig  sind.  Ist  m  =  1  (also  nur  eine  Form  F^  und 
eine  Unbestimmte  Xj^  vorhanden),  so  kann  man  wohl  den 
Ausdruck  „voneinander  unabhängig"  dem  gewöhnlichen  Sprach- 
gebrauche nach  nicht  benutzen,  aber  das  Wesen  der  Sache 
(wir  fragen  nach  der  Existenz  einer  Form  einer  Unbestimmten 
g){i3)j  für  welche  g)(F^)  =  0  wird)  bleibt  davon  unberührt. 
In  diesem  Falle  wird  aus  der  Funktionaldeterminante  einfach 
die  Derivierte  von  JP\,  und  ihr  Verschwinden  bedeutet,  daß  F^ 
die  Unbestimmte  x^  überhaupt  nicht  enthält,  also  F^  =  Ä. 
Existiert  umgekehrt  eine  Relation  g)  (F^)  =  0,  so  muß  F^ 
einem  Gattungsbereiche  angehören,  der  dem  durch  die  Koeffi- 
zienten von  qp  definierten  Rationalitätsbereiche  entstammt,  also 
von  x^  unabhängig  sein.  Da  nun  aber  F^  eine  diesem  Ratio- 
nalitätsbereiche   entstammende    Form    ist,    hat    man    wieder 

F^  =  A.  —  Ist  demnach  ^— ^  von  0  verschieden,  so  existiert 

keine  Relation  q)  {F^  =  0,  und  die   Gleichung  F^  =  w^  gibt 
eine   endliche  Anzahl  von  Wertsystemen  für  x^,  weil  F^   die 

Unbekannte  rr^  wirklich  enthält;  ist  aber  ^-^  =  0,  also  F^  =  Aj 

SO  ist  dies  die  behauptete  Relation,  und  die  Gleichung  A==w^ 
hat  keinen  Inhalt. 


der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x^.^^  immer  gleich  Null  wird. 
Sind  diese  Koeffizienten  (rj*>  {w^,  . . .,  w^,  . .  .,  so  bleibt  der  Satz  jeden- 
falls für  alle  Wertsysteme  w^^  •  •  •,  w^  gültig,  für  welche  das  Produkt 

JJG*^^  von  0  verschieden  ist. 
(»,*) 
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Um  die  Sätze  (a)  und  (6)  allgemein  zu  beweisen,  können 
wir  demnach  die  vollständige  Induktion  anwenden,  d.  h.  voraus- 
setzen, daß  diese  für  h  Formen,  resp.  Gleicliungen  mit  ebenso- 
vielen  Unbestimmten,  resp.  Unbekannten  für  h  <,m  schon  be- 
wiesen sind,  und  auf  dieser  Grundlage  den  Beweis  für  h  =  m 
führen.  Dabei  sollen  wieder  die  Formen  F  durch  lineare 
Transformation  schon  von  Zufälligkeiten  befreit  sein;  daß  eine 
solche  lineare  Transformation  an  der  Gültigkeit  der  Sätze 
nichts  ändert,  ist  augenscheinlich. 

Die  weiteren  Ausführungen  scheiden  sich  nun  nach  dem 
Range*)  der  Funktionaldeterminante.  Dabei  ist  zu  bemerken, 
daß,  wenn  die  Funktionaldeterminante  den  Rang  r  besitzt,  man 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  voraussetzen  kann,  daß  alle 
Unterdeterminanten 

\Fij\,  {i=  1,  ...,  r'J=j^,  •'■,Jr)y 
wo  Jj,  .  .  .,  j^  aus  der  Reihe  1,  .  .  .,  m  gewählte,  beliebige  r 
verschiedene  Zahlen  bedeuten,  sämtlich  von  Null  verschieden 
sind.  Daß  die  in  der  nicht  verschwindenden  Unterdeterminante 
auftretenden  Formen  gerade  F^,  .  .  .,  F^  sind,  verlangt  nur  die 
entsprechende  Anordnung  und  Benennung  des  Formensystems. 
Wenn  nun  z.  B. 

\F,,\,   {i,j=l,...,r) 

nicht  verschwindet,  wenden  wir  eine  passend  gewählte  lineare 
Transformation 


X 


==^%,^,  (^  =  1,  ...,  m) 


an  und  betrachten  die  transformierten  Formen.  Sollen  auch 
diese  von  Zufälligkeiten  befreit  sein,  so  hat  man  die  a  nur 
so    zu    wählen,    daß    sie   einer  gewissen   endlichen  Anzahl   al- 


*)  Eine  Determinante  |  «. .  | ,  («',  j  =  1,  .  .  .,  m)  und  auch  eine  Matrix 
I  a  I,  (^  =  1,  .  . .,  p',j  =  1,  .  . .,  q)  heißt  nach  Frobenius  („Über  lineare 
Gleichungen  etc."  Journ.  f.  Math.  Bd.  86,  pag.  1)  vom  Range  ?•,  wenn  r 
die  größte  ganze  Zahl  ist,  für  welche  die  Unterdeterminanten  r*^''  Grades 
nicht  sämtlich  verschwinden. 
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gebraischer  Gleichungen  nicht  genügen.  Weiter  wird,  wenn 
auf  der  linken  Seite  F^  die  transformierte  Form  bedeutet: 

dFi  _  V  dFi 

also  für  die  transformierten  Formen  irgend  eine  der  in  Frage 
kommenden  Unterdeterminanten : 

i      m  I 

und  diese  ist  daher  nach  einem  bekannten  Determinantensatze*) 
weiter  auch 

(-) 

wo 

und  die  Summation  sich  auf  alle  aus  1,  .  .  .,  m  möglichen 
Kombinationen  5^,  .  .  .,  s^  erstreckt.  Die  bei  der  Entwicklung 
der  Determinanten  A^  auftretenden  Potenzprodukte  der  a  sind 
sämtlich  voneinander  verschieden-,  eine  Kürzung  des  Ausdrucks 
von  ^A^/J^  findet  also  nicht  statt,  und  es  ist  demnach 


(*) 


F    I 


bei  jeder  Wahl  von  j^j  .  .  .,  j^  eine  nicht  verschwindende  Form 
der  a,  weil  ja  der  Annahme  nach  der  Koeffizient  von 

,  .    ^  l^;t'(i,y  =  l,...,r), 

das  ist 

von  U  verschieden  ist. 

Man  kann   also   solche  Werte   der  a,   auch  rationale  und 

ganze  Zahlen  bestimmen,  die  auch  den  Gleichungen  SA^z/^  =  0 

(*■) 
nicht  genügen,  und  die  Funktionaldeterminante  der  so  trans- 
formierten Formen  besitzt  demnach  die  behauptete  Eigenschaft; 
es  genügt  aber,  dem  Beweise  der  aufgestellten  Sätze  das  trans- 
formierte Formensystem  zu  Grunde  zu  legen. 

*)  S.  z,  B.  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten, 
4.  Aufl.,  pag.  46. 
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§  16.  Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  wo  die  Funk- 
tionaldeterminante vom  Range  m  —  1  oder  m  ist, 
d.  h.  entweder  nicht  verschwindet  oder,  wenn  dies  der  Fall  ist, 
doch  eine  von  Null  verschiedene  Unterdeterminante  m  —  1*®^ 
Grades  besitzt.  Nach  dem  früher  Gesagten  kann  dies  dahin 
präcisiert  werden,  daß  die  Unterdeterminanten 

I  -^ü  l(t  =  l,  ■■•■,m-l-j  =  j^,---,j^_{) 

nach  Anwendung  einer  geeigneten  linearen  Transformation 
sämtlich  von  Null  verschieden  sind. 

Dann  sehn  wir  vor  allem,  daß  der  Inhalt  des  Gleichungs- 
systems 

F.  =  Wi  (i=l,  ...,  m) 

keine  Mannigfaltigkeit  von  niedrigerer  als  m*®'  Stufe 
bilden  kann.  Wäre  das  der  Fall,  so  hätte  das  System  auch 
eine  Lösung,  in  der  x^_^  als  Unbestimmte  verbleibt;  und  diese 
genügt  dem  Systeme 

F,  =  Wi,  (i=l,  ...,  m— 1) 

auch  dann,  wenn  wir  darin  ^^_i  als  Unbestimmte  be- 
lassen, also  nur  x^,  .  .  .,  x^_2,  x^  als  Unbekannte  betrachten. 
Für  dieses  System  von  m  —  1  Gleichungen  mit  ebensoviel 
Unbekannten  gelten  aber  unsre  Sätze.  Diesen  Gleichungen 
genügt  also  eine  endliche  Anzahl  von  Wurzelsystemen,  und 
die  darin  auftretenden  Größen  sind  bestimmte  algebraische 
Funktionen  von  x^_i,  %,  .  .  .,  ^^_i.  Eine  der  Lösungen 
müßte  aber  bei  der  jetzt  untersuchten  Annahme  auch  F^  =  w^ 
genügen,  d.  h.  die  neue  Unbestimmte  w^^  wäre  eine  algebraische 
Funktion  der  übrigen,  und  diese  absurde  Folgerung  zeigt  die 
Unzulässigkeit  der  Annahme. 

Die  Gesamtresolvente  des  Systems  F^  =  w^  ist  also 
entweder  eine  Form  von  x,  t^,  .  .  .^  t^,Wy^j  .  . .,  w^,  wenn  das 
System  Lösungen  besitzt;  oder  aber  eine  Form  von  w^j  .,  ,jW^ 
allein,  wenn  es  keine  Lösungen  besitzt. 

Wenn  wir  zunächst  den  letzteren  Fall  näher  betrachten, 
hat  man  nach  dem  grundlegenden  Satze  für  die  Resolventen- 
form  (Kap.  III.  §  18  und  §  4  dieses  Kapitels): 
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0('W^,  ...,wj  =  0  (mod.F^  —  w^,,..,  F^  —  w^,  x  —  ^x^t^^ 
oder,  dieselbe  Tatsache  als  Identität  ausgedrückt, 

1  =  1  \  j  =  l        / 

Nach  den  citierten  Stellen  hat  man  eigentlich  links  immer 
die  Einheit;  dann  sind  aber  —  wegen  der  Unbestimmten  w, 
die  jetzt  in  den  durch  die  Koeffizienten  des  Gleichungssystems 
definierten  Rationalitätsbereich  eingehn  —  in  den  Formen  A^. 
und  /i  die  Koeffizienten  im  allgemeinen  Quotienten  von  Formen 
der  IV.  Durch  Entfernung  dieser  Nenner  erhält  man  die  an- 
geführte Gestalt  unsrer  Identität,  wo  nun  A^,  .  .  .,  A^  und  /i  dem 
durch  die  Koeffizienten  der  Formen  F  definierten  Rationalitäts- 
bereiche entstammende  Formen  von  x^x^, .  .  .y  x.,^y  ^i;  •  •  •;  ^m; 
w^, .  .  .jW^  sind. 

Diese  für  unbestimmte  x,  w^,  .  .  .y  w^  richtige  Identität 
bleibt  auch  dann  richtig,  wenn 

m 

Wi^Fiy    x=^Xiti 
1=1 
gesetzt  wird,  und  ergibt  daim 

^iF„...,FJ  =  0, 

also   eine  Abhängigkeit   der  Formen  Fy   und  es  muß  also   in 
diesem  Falle  die  Funktionaldeterminante  verschwinden. 
Im  entgegengesetzten  Falle  haben  wir 

m 

0{Xy     W^y     .      .      .,     Wj     =^A,(F,—     W;)+il{X     —^X,i)y 

^  =  l 

WO  a;  in  0  wirklich  enthalten  ist,  und  zeigen  nun,  daß  dieser 
Fall  mit  dem  Verschwinden  der  Funktionaldeterminante  nicht 
verträglich  ist.  Unter  der  Voraussetzung  einer  verschwindenden 
Funktionaldeterminante  setzen  wir  x  =  ^x^t.  und  bezeichnen 
das  Resultat  dieser  Substitution,  wie  früher,  durch  eine  eckige 
Klammer;  dann  wird 

m 
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und,  wenn  man  die  Derivierte  nach  x^  bildet: 

(j=  1,  ...,  m) 

und  hieraus,  wenn  man  die  den  Elementen  ^^  der  Funktional- 
determinante entsprechenden  Unter  determinanten  m  —  1*®^ 
Grades  mit  q)^  bezeichnet: 

J  =  l  1=1 

wo  ^tjq)j  mit  cp^,  einer  der  nicht  verschwindenden  Unter- 
determinanten, von  Null  verschieden  ist.  Setzt  man  in  dieser 
Identität  w^  =  F-^  so  muß 


IdxJw  =F. 


sein.  Dabei  ist  k—  ==  0^  eine  Form  von  x,t^y...yt^jW^j...y  w^j 
die  wie  0  in  a;,  #i,  .  .  .,  ^^  homogen,  und  deren  Dimension  als 
Form  dieser  Unbestimmten  um  Eins  kleiner  ist  als  die  von  0. 

m 

Setzt   man  in   0^   zugleich  x  =  ^x^t-,  w^  =  -F^-,    so   ver- 

schwindet  0^,  wie  eben  bewiesen  wurde,  eine  Tatsache,  die 
wieder  durch  eine  Identität 

m 

o,  =  ^A(')  {F,  -  w,)  +  ^m  {x  -  i:x,f.) 

ausgedrückt  werden  kann.  Dabei  ist  natürlich  0^  mit  0  eine 
nicht  verschwindende  Form;  der  entgegengesetzte  Fall  könnte 
nur  dann  eintreten,  wenn  O  die  Unbestimmte  x  nicht  enthält, 
was  der  jetzt  untersuchten  Annahme  widerspricht.  —  Auf  die 
so  erhaltene  Ideiitität  lassen  sich  aber  genau  dieselben  Schlüsse 
anwenden,  wie  früher,  und  man  gelangt  daher,  wenn  0  in.  x 
und  den  t  von  der  s^^  Dimension  war,  schließlich  zu  einer 
Identität 

m 
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wo  Og  die  Unbestimmten  x,  t^,  .  .  .,  t^  nicht  mehr  enthält 
und  durch  die  Substitutionen  w.  =  F.^  x  =  Hx^t.  unmittelbar 

die  Relation 

9.iF^,  .  ■ .,  FJ  =  0 

ergibt.  Dieselbe  Identität  zeigt  aber  auch,  daß  die  Annahme 
einer  Gesamtresolvente  0(Xy  w^,  ,  .  .^  w;,„)  =  0  einen  Wider- 
spruch enthält;  denn  dann  gäbe  es  ein  Größensystem  J^,  ...,  J^, 
das  den  Gleichungen  F.  =  w^  genügt.  Setzt  man  dieses  für 
X,  .  . .,  x^  in  der  letzten  Identität  und  x  =  ^1^^^,  so  wäre 
0^(w\y  .  .  .,  w^  identisch  NuU,  während  doch  0^  seiner  Ent- 
stehung nach  eine  nicht  verschwindende  Form  der  w  sein  soll. 

§  17.  Damit  sind  die  zu  Beginn  des  §  15  ausgesprochenen 
Sätze  für  den  Fall  einer  Funktionaldeterminante  m*®^  oder 
m  —  V^"^  Ranges  vollständig  bewiesen.  Wenn  die  Funktional- 
determinante vom  Range  m,  d.  h.  nicht  Null  ist^  also  die 
Formen  F^^  .  .  .,  F.^  voneinander  unabhängig  sind,  haben  wir 
nichts  weiter  hinzuzufügen;  im  entgegengesetzten  Falle  ist  aber 
die  Abhängigkeit  der  Formen  F^y  . .  .,  F^  noch  genauer  zu 
präcisieren. 

Die  Entwicklung  der  Resolvente,  also  eine  bestimmte 
Reihe  rationaler  Operationen,  führt  dann  unbedingt  zu  einer 
Relation,  die  wir  wieder 

schreiben  können.  Hieraus  folgt,  wenn  man  F^^w^-\- F^  —  w^ 
setzt  und  nach  den  Potenzprodukten  der  F^  —  w^  entwickelt: 

0{w^,  ...,wJ  =  Z(p,{F,  —  w;). 

Dabei  entstammen  —  ihrer  Entstehung  nach  —  die  Formen 
O,  (Pi  dem  durch  die  Koeffizienten  der  F  definierten  Rationa- 
litätsbereiche (R). 

Sei  nun  (R)  irgend  ein  Rationalitätsbereich,  in  dem  (R) 
enthalten  ist  (insbesondere  ein  diesem  entstammender  Gattungs- 
bereich).    Dann  möge 


256  V.    Allgemeine  Theorie  der  Elimination.     §  17.  18. 

die  Zerlegung  von  ^  in  irreduzible  Faktoren  in  diesem  Bereiche 
darstellen.  Setzt  man  wieder  w^  =  F^,  so  wird  0,  also  auch 
einer  der  Faktoren  gleich  Null.  Es  sei  dieser  Faktor  ^^. 
Man  hat  also  schon 

9,{F„...,F^)  =  Q, 

WO  ^1  eine  in  (R)  irreduzible  Form  ist. 

Ist  W  irgend  eine  dem  Bereiche  (R)  entstammende 
Form  von  w^,  .  .  .,  w^j  so  wird  dann  und  nur  dann 
W{F^,  .  .  .,  jF^)  =  0,  wenn  W  durch  die  in  diesem  Be- 
reiche irreduzible  Form  ^^  teilbar  ist. 

Daß  mit  Q^  jede  durch  Q^  teilbare  Form  für  w^  =  F^ 
verschwindet,  ist  unmittelbar  einzusehn.  Ist  W  durch  Oj 
nicht  teilbar,  so  wird  wegen  der  Irreduzibilität  von  O^  auch 
{^,  O^  r^  1  sein  müssen.  Eine  algebraische  Relation  zwischen 
F^y  .  .  .j  -F^_i   findet  nicht  statt,  denn  wegen 

\-^ij\ii,j=i,-- -,171-1)  =r  ö 
ist  selbst  eine  Relation 

unmöglich.  0^  und  ^  enthalten  also  w^.  Für  die  Resultante 
nach  w^  erhält  man  daher 

und  ip  ist  eine  nicht  verschwindende  Form  von  Wi;.-.,^^_i- 
Trotzdem  müßte,  wenn  10^  =  F.y(i  =  1,  .  .  .,  m)  gesetzt  wird, 

*  (Fl,  ■  ■  ;  F^-i)  =  0 
sein,    und    dies    ist,    wie  oben   auseinandergesetzt  wurde,    un- 
möglich. 

Geht  man  insbesondere  (nach  Kap.  IV.  §  18)  in  jenen 
Gattungsbereich  über,  in  welchem  0  in  absolut  irreduzible 
Faktoren  zerfällt,  so  erhält  man  eine  absolut  irreduzible 
Form  0(w^j...,w^)    von    der  Beschaffenheit,    daß    die 

Relation 

"PiFu  ...,FJ  =  0 

dann  und  nur  dann  besteht,  wenn  ^(w^,  . ..,  w^^)  durch 
<^(w^,  .  .  .,  Wj^)  teilbar  ist. 
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§  18.  Wir  betrachten  nun  den  Fall;  wo  die  Funk- 
tionaldeterminante vom  Range  r  <,m  —  1  ist;  wie  wir 
Avissen,  kann  dabei  angenommen  werden,  daß  die  Determinanten 

sämtlich  von  NuU  verschieden  sind.  Dagegen  wird,  wenn  s  >  r 
und  i^  von  i^j  Sy  -  -  -y  K  verschieden  ist,  jede  Determinante 

verschwinden.  Wir  können  F^,  .  .  .^  F^yF^  als  Formen  von 
X;  ,  .  .  ..X;  y  X.  auffassen,  in  denen  die  Koeffizienten  Formen  der 
übrigen  m  —  r  —  1  Unbestimmten  sind,  die  jetzt  mit 
<?!,  ^2?  •  •  'y  ^m-r-i  bezeichnet  werden  mögen.  Für  dieses 
Formensystem,  in  dem  die  Anzahl  der  Unbestimmten  kleiner 
geworden  ist,  gelten  die  im  Vorhergehenden  bewiesenen  Sätze, 
und  da  der  Rang  der  Funktionaldeterminante  genau  gleich  der 
um  eine  Einheit  verringerten  Anzahl  der  Unbestimmten  ist, 
gibt  es  eine  durch  rationale  Operationen  gegebene  Form  qp, 
für  welche 

wird.  Allerdings  sind  die  Koeffizienten  dieser  Form  selbst 
noch  Formen  der  Unbestimmten  «s^^,  ^2?  •;  ^^^  j®^®  Identität 
muß  genauer 

geschrieben  werden. 

Daß  eine  solche  Form  (p  existiert,  welche  die  Unbeltimmten 
z  gar  nicht  enthält,  ist  eben  nachzuweisen.  Aus  der  letzten 
Identität  hat  man  jedenfalls  auch,  wenn  tv^  +  i^^-  —  w^  statt  F^ 
gesetzt  wird,  durch  Entwicklung  nach  Potenzprodukten  der 
F,  -  M-v 

<p  (^,,  e^,  . . .,  tvi,  . . .,  tv„  w,)  =  ^X^  (j;,  —  w,,). 

/U  =  l,  .  .  .,  r,  s 

Also  auch: 

^-^^J>fr       ..,  ^  -1-  V  ;   ^^^ 

König,  algebraische  Gröfien.  17 
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^ 

dX;     ' 


1 


WO  die  Summation  immer  auf  ft  =  1,  .  .  .,  r,  s  bezogen  ist, 
und  endlich,  wenn  man  mit  den  entsprechenden  Unterdetermi- 
nanten multipliziert  und  addiert: 


d{x^,  ...,  x^) 


Hier  ist  links    },  i »  •  •  •  ^ — ri  ^^^    j^^  Unbestimmten  w  unab- 


hängig  und  nicht  Null;    die  Form   ^  gleichfalls  nicht  Null, 

weil  ja  sonst  —  entgegen  der  Annahme  —  cp  die  Unbestimmte 
z^   gar  nicht  enthalten  würde.     Setzt   man  aber  w^^  =  F^^^  so 

muß  die  linke  Seite  verschwinden,  also  ^  =  (fi  eine  Form 
sein,  für  welche 

Nun  ist  9?^  in  <0^  von  niedrigerem  Grade  als  cp.  Diese 
Schlußweise  führt  schließlich  zu  einer  Form 

die  nicht  verschwindet,  die  Unbestimmten  ^  nicht  enthält  und 
für  die 

wird,  ^on  O  gehen  wir  nun  ebenso,  wie  früher,  zu  der  in 
(R)  irreduzibeln  Form  0^,  resp.  der  absolut  irreduzibeln  Form 
0  über.     Damit  haben  wir  den  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Ist  die  Funktionaldeterminante  des  Formen- 
systems F^y  .  .  .,  F^  vom  Range  r  und  dementsprechend 
d{F,,...,F^)  ^.^j^^  ^^jj    ^^  Formen  F.,  .  .  .,  F^ 

voneinander  unabhängig,  während  zwischen  jPi,...,JF'^,i^^ 
{s  >  r)  immer  eine  algebraische  Abhängigkeit  besteht. 
Und    zwar    gibt   es   m  —  r  bestimmte,    absolut    irredu- 
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zible  Formen  0^(w^y  .  .  .,  tv^y  tv^,  wo  s  =  r  +  1,  •  •  -,  m  zu 
setzen  ist,  für  welche 

ist.     Eine  Relation  von  der  Gestalt 

9»-,(J'„...,F,,J',)  =  0 

besteht  dann  und  nur  dann,  wenn  W^iw^y  .  .  .,  iv^,  w^ 
durch  ^^{w^y  .  .  .,  iv^y  w^  teilbar  ist. 

Daß  das  Gleichungssystem  F^  =  w^  (/  =  1,  .  .  .,  m),  wo 
ic\,  .  .  .,  w^  neue  Unbestimmte  bedeuten,  niemals  einen  Inhalt 
besitzt,  wenn  der  Rang  der  Funktionaldeterminante  kleiner  als 
m  ist,  folgt  aus  dem  Vorstehenden  in  einfachster  Weise.  Denn 
0,{F^y  .  .  .,  F^y  F,)  =  0  ergibt  wieder 

Gäbe  es  nun  ein  Größensystem,  für  welches  in  der  Tat 
F  (xj^y  .  .  .y  x^  =  w^^y  SO  könnte  man  dieses  rechts  einsetzen, 
und  es  wäre  0^(tv^y  .  . .,  w^y  w^  =  0,  während  doch  0^  eine 
von  Null  verschiedene  Form  dieser  Unbestimmten  ist. 

Ist  das  Formensystem 

Fi(oc,y  ...yxj         (i=  1,  ...,  Ä;) 

gegeben,  so  kann  nach  dem  Vorhergehenden  immer  entschieden 
werden,  ob  diese  Formen  voneinander  abhängig  sind  oder 
nicht,  und  in  ersterem  Falle  wird  man  auch  die  für  sie  be- 
stehenden charakteristischen  Relationen  aufstellen  können. 

Ist  nämlich  y^  <  m,  so  ergänze  man  zu  einem  Systeme  von 
m  Formen  mit  m  Unbestimmten  durch  Hinzufügimg  der  Null 
als  k  +  l^^'y  ..  .y  m"^'  Form. 

Ist  Ä;  >  m,  so  betrachte  man  die  Formen  als  von  den  Un- 
bestimmten   x^y  .  .  .,  x^y  oOf^^iy  .  .  .,  Xj^    abhängig.      Da    dann 

^ —\  ....  ^— ^  verschwinden,  ist  die  Funktionaldeterminante 

immer  Null,  und  man  sieht  daraus,  daß  m  +  1  oder  mehr 
Formen  von  m  Unbestimmten  immer  durch  algebraische  Rela- 
tionen verknüpft  sind. 

17* 


Sechstes  Kapitel. 
Resultanten  nnd  Discriminanten. 

(Spezielle  Eliminationstheorie.) 


Allgemeine  Formen  und  die  diesbezügliche 
Fragestellung. 

§  1.  Als  allgemeine  Form  w*^'*  Dimension  der  m  Un- 
bestimmten x^,  ...,  x^  bezeichnen  wir  jene  Form,  welche 
alle  mit  der  Dimensionsbestimmung  verträglichen  Glieder  wirk- 
lich enthält,  während  die  Koeffizienten  der  Form  durchweg 
voneinander  verschiedene,  neue  Unbestimmte  sind.  Wir  be- 
trachten sodann  das  allgemeine  Formensystem: 

F,{x^,  x^,  ...,xj  =  2i  <xl^  xl^   ...  a;f^ 
ig) 

(i=l,...,Ä;     gf^...^gii)^n:) 

und  bezeichnen  den  Komplex  der  Unbestimmten,  die  als  Koeffi- 
zienten in  Fi  eingehen,  kurz  mit  a^^  und  den  Komplex  aller 
a^i)  für  i  =  1,  .  .  .,  ^  mit  a,  den  Komplex  der  Unbestimmten 
x-^y  .  .  .y  x^  endlich,  wie  dies  schon  früher  geschehen,  mit  x. 

In  den  speziellen  Fällen,  wo  einzelne  unbestimmte  Koeffi- 
zienten in  die  Rechnung  eingehen,  wird  es  angezeigt  sein,  für 
diese  einfachere  Bezeichnungen  zu  gebrauchen,  die  hier  so- 
gleich normiert  werden  sollen.     Wir  schreiben: 

m  m 

3=1  j=l 

d.  h.    wir   bezeichnen    den    Koeffizienten    der    ersten    und    der 
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höchsten  (w/^'')  Potenz  von  x^  in  i^.  durcli  c-^.,  bez.  a.^.  und 
das  von  den  Unbestimmten  freie  Glied  dieser  Form  mit  (J,,  ^^i- 

Die  rationalen  und  ganzen  Formen  der  Unbestimmten  a 
und  X  bilden  nun  einen  boloiden  Bereich^  und  die  in  diesem 
enthaltenen  Formen  F^y  .  .  .,  Fj.  bestimmen,  wenn  wir  sie 
als  „Modulsystem"  fassen,  einen  in  jenem  Bereiche  enthaltenen 
Kongruenzbereich  (Kap.  I.  §  10), 

Ist  F{aj  x)  irgend  eine  rationale  und  ganze 
Form  der  a  und  x,  so  kann  durch  eine  endliche  Reihe 
rationaler  Operationen  entschieden  werden,  ob  E(a,x) 
jenem  Kongruenzbereich  angehört,  d.  h.  in  der  hierfür 
eingeführten  Bezeichnung,  ob 

E{a,x)^0    {moA.  F„  . . .,  F,)-  (1.) 

und,  wenn  dies  der  Fall  ist,  kann  auch  eine  Darstellung 

E{a,x)  =  :kH,F„  (l.a) 

wieder  durch  eine  endliche  Reihe  rationaler  Operationen  wirk- 
lich gefunden  werden*). 

Die  postulierte  Fundamentaleigenschaft  der  Form  E{a,x) 
ist  in  (l.a)  durch  eine  Identität  gegeben,  die  wir  noch  in 
anderer  Gestalt  schreiben  können.  Setzt  man  nämlich**) 
für  i  =  Ij  .  .  .,  k  statt  a.  ^^^  überall  a.  ^^^  —  F.,  was 
in  diesem  Kapitel  kurz  durch  Anwendung  einer  eckigen 
Klammer  angedeutet  werden  soll,  so  wird,  wie  man  unmittel- 
bar sieht, 

m  =  o,    (i=i,...,k) 

und,  da  die  Identität  bei  dieser  Änderung  gültig  bleibt: 
[E(a,x)]==0. 
Setzt   man   mit   Ausschluß    von    «i,^^.i   für  jedes    ö^j^^+i 

*)  Die  allgemeinste  Behandlung  dieser  „linearen  diophantischen 
Probleme"  werden  wir  in  Kap.  VII  und  VIII  kennen  lernen. 

**)  Diese  wichtige  Kroneck  ersehe    Substitution   wurde   schon   in 
Kap.  in.  §  23  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  (für  eine  Form)  angewendet. 
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wieder  a^^^^^  —  F^{i  =  2,  .  .  .,  h),  was  kurz  durch  das  Zeichen 
[•  •  Jj   angedeutet  werden  soll,  so  wird 

[FA  =  0,        ii  =  2,...,k) 
und 

also  durch  F^  teilbar. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
das  Bestehen  der  Kongruenz 

E{a,x)--EO     (mod.  F,,  . .  .,  F,) 
ist: 

\ß{a,x)\=0     (mod.  Fl).  (2.) 

Denn  diese  soeben  als  notwendig  erschlossene  Bedingung 
erweist  sich  auch  als  genügend,  wenn  man  bedenkt,  daß  für 
jede  Form  E{ayX)  eine  Relation 

E{a,  x)  =  [_E{a,  x)\  ^  K,F,+ ■  ■  ■ -^  K,F, 

besteht,   die  mit  (2.)  verbunden,   die  gesuchte  Darstellung  un- 
mittelbar ergibt. 

Als  einfache  Anwendung  dieser  Bezeichnung  geben  wir 
sogleich  den  folgenden  vielfach  zu  gebrauchenden  Hilfssatz: 

Ist  E{ayX)  --E?^  0  (mod.  F^,  .  .  .,  Fj^,  so  enthält  die 
Form  E  entweder  alle  Unbestimmten,  die  als  Koeffi- 
zienten in  F^  auftreten,  wirklich,  oder  es  ist  schon 
E{a,x)  =  0  (mod.  F^,  •  •  ., -^i)- 

Ist  nämlich  aj/*  irgend  ein  Koeffizient  aus  jF\,  der  in 
E(a,x)  nicht  vorkommt,  so  enthält  auch  [E(a,x)\  diesen 
Koeffizienten  nicht;  es  muß  also  [H^]  =  0  sein,  sonst  wäre 
\_E (a f  x)\  =  IH^I  F^  eine  Form,  in  welcher  a}g^  zum  minde- 
sten mit  dem  Exponenten  1  wirklich  vorkommt.  Es  ist  dem- 
nach [E{a,  x)\  =  0,  und  hieraus  folgt  in  der  Tat  E(a,  x)  ^^0 
(mod.  JPg;  •  •  •;  ^k)'  ^^^  bemerke  noch,  daß  in  diesem  Falle 
die  Identität 

Eia,x)  =  K,F,  +  ---  +  K,F, 

besteht.     Ordnet  man  nun  E(a,x)  nach  den  Potenzprodukten 
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der  a^^\  so  wird  für  jeden  Koeffizienten  eines  solchen  Potenz- 
produktes e(a^^\  .  .  .,  d^\  x)  schon 

e(a(2),  .  .  .,  aW  x)  -iee  0  (mod.  F^,  .  .  .,  F^) 

sein,  wie  die  Vergleichung  der  Koeffizienten  auf  beiden  Seiten 
unmittelbar  ergibt,  wenn  man  bedenkt,  daß  die  Formen 
F^^  .  .  .,  F}.  die  Unbestimmten  a^^)  nicht  enthalten. 

§  2.  Wir  spezialisieren  das  vorgelegte  Problem  weiter, 
indem  wir  uns  auf  rationale  und  ganze  Formen  ®{a)  der  Un- 
bestimmten a,  welche  die  x  gar  nicht  enthalten,  beschränken; 
auf  diese  ist  das  allgemeine  Problem  leicht  zurückzuführen, 
wie  später  (§  6)  gezeigt  werden  soll. 

Für  solche  Formen  ®(a)  erhalten  wir  nun  zuerst  den 
wichtigen  Satz: 

Sind  JPj,  .  .  .^  F^  wirkliche  Formen  der  Xy  d.  h.  ihre 
Dimension  zumindest  gleich  Eins  und  ist 

0(a)  -  0    (mod.  F„  . . .,  F,), 

während  k^m^  so  folgt  hieraus  0(a)  =  0,  d.  h.  ist  die 
Anzahl  der  allgemeinen  Formen  im  System  nicht  größer  als 
die  Anzahl  der  Unbestimmten  rr,  so  ist  die  Null  die  einzige 
rationale  und  ganze  Form  der  Unbestimmten  a,  welche  jener 
Kongruenz  genügt. 

Für  den  Beweis  genügt  es,  den  Fall  Je  =  m  zu  betrachten. 
Denn  wenn  h  <im,  kann  man  das  System  durch  weitere  all- 
gemeine Formen  Fj^_^^j  .  .  .,  F^  ergänzen.  Nach  dieser  Ergän- 
zung ist  mit  e>(tt)  rZ=  0  (mod.  F^^  .  .  .,  F^)  auch  0(a)  ^e  0 
(mod.  F^f  .  .  .,  jP^J,  und  der  Satz  ist  allgemein  bewiesen,  wenn 
wir  aus  dieser  Kongruenz  @(a)  =  0  folgern. 

Diese  Folgerung  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  Satze  (b) 
des  §  15  im  vorhergehenden  Kapitel.  Die  Funktionaldetermi- 
nante des  allgemeinen  Formensystems  jF\,  .  .  .,  jP,^^  ist  nicht 
Null;  denn  sie  wird  z.  B.  von  Null  verschieden,  wenn 
-Fj  =  x^'i  gesetzt  wird.  Das  von  x^,  .  .  .,  x^^^  freie  Glied  in  F. 
ist  eine  Unbestimmte  öf^„,^i.    Der  Inhalt  des  Gleichungssystems 
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F^  =  0  bildet  also  eine  Mannigfaltigkeit  m}^^ '  Stufe,  d.  h.  das 
System  hat  eine  Lösung,  die  aus  gewissen  algebraischen  Funk- 
tionen der  a  besteht.  Setzt  man  diese  in  F^,  .  .  . ,  F^  ein 
wird  aus  der  Identität 

0(a)  =  2  ha, 


1? 


SO 


/=1 


da  jedes  F^  verschwindet,  während  sich  0,  das  die  x  gar 
nicht  enthält,  überhaupt  nicht  ändert,  dem  Satze  entsprechend 
0{a)  =  0. 

Vom  didaktischen  Standpunkte  aus  kann  es  bequem  sein, 
die  Darstellung  dieses  Kapitels  von  der  allgemeinen  Theorie 
der  Elimination  unabhängig  zu  gestalten.  Es  möge  daher 
noch  ein  zweiter  Beweis  des  Satzes  folgen,  obwohl  kein  prin- 
zipieller Unterschied  obwaltet,  da,  wie  schon  seinerzeit  betont 
wurde,  auch  dort  von  dem  s.  g.  Fundamentalsatze  der  Algebra 
kein  Gebrauch  gemacht  wurde. 

Wir  benutzen  jetzt  die  vollständige  Induktion.  Für 
m  =  1  ist  der  Satz  unmittelbar  klar.  @(a)  ^-7-  0  (mod.  F^) 
wäre  ein  Ausdruck  für  die  Tatsache,  daß  &(a)  durch  F^  teil- 
bar ist,  was,  da  @(a)  die  x  nicht  enthält,  nicht  möglich  ist, 
wenn  0  (a)  von  Null  verschieden  ist. 

Wir  setzen  nun  den  Satz  für  Formen  mit  m  Unbestimmten 
als  richtig  voraus  und  gehen  in  folgender  Weise  auf  Formen 
mit  m  -\-  1  Unbestimmten  über. 

Ist  0(a)  ^  0  (mod.  jPj,  -Fg?  .  .  .,  JP^^J,  so  enthält  (nach 
dem  Hilfssatz  in  §  1)  @(a)  entweder  die  Unbestimmte  a^j  oder 
es  ist  auch  0(a)  ee  0  (mod.  JFg?  •  •  •?  -^m+i)-  ^^  letzteren 
Falle  muß  @(a)  entweder  «22  enthalten  oder  aber  schon 
0(a)  ^E  0  (mod.  JFg,  .  .  .,  jF^^.i)  gelten.  Würde  immer  der 
zweite  Fall  auftreten,  so  hätte  man  schließlich  0(a)  eie  0 
(mod.  -F^^i);  da  dies  unmöglich  ist,  muß  also  &(a)  eine  Un- 
bestimmte a..  enthalten,  und  man  kann  —  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  —  voraussetzen,  daß  diese  Unbestimmte  a^  ist; 
hierzu  ist  nur  eine  passende  Anordnung  der  Unbestimmten  x 
und  der  Formen  F  notwendig. 
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Ordnet  man  &(a)  nach  Potenzen  von  a^^j  so  wird 

0(a)  =  0o  +  ®i«ii+---  +  @r«n; 
und  es  ist  r^l,  0^=f=O.     Aus  der  Identität 

®(a)  =  2S,F,  =  H,  K,^J.  +  •  •  •)  +2H,F, 

ergibt  sich  aber,  wenn  man  den  Koeffizienten  der  höchsten 
Potenz  von  a^  auf  beiden  Seiten  vergleicht, 

WO  G^i,  falls  ^1  in  Bezug  auf  a^^  von  niedrigerem  als  dem 
r  —  1*®"  Grade  ist,  gleich  Null  zu  setzen  wäre.  Setzt  man 
hier  x^  =  0,  so  wird 

Setzt  man  aber  in  allgemeinen  Formen  von  m+1  Un- 
bestimmten für  x^  Null,  so  werden  aus  diesen  allgemeine 
Formen  von  m  Unbestimmten,  und,  da  für  diese  der  Satz 
richtig  ist,  müßte  die  als  von  Null  verschieden  voraus- 
gesetzte Form  S^  Null  sein.  Die  Annahme  &  (a)  zz  0 
(mod.  i^i,  .  .  .,  -F^^.i)  führt  also  zu  einem  Widerspruche,  so- 
bald @(a)  nicht  Null  ist. 


Definition  und  fundamentale  Eigenschaften  der 
Resultante. 

§  3.  Für  das  System  von  m  -\-  1  allgemeinen  Formen 
der  m  Unbestimmten 

i^i(^i,  ...,  rrj,         (i=l,  ...,  M  +  1), 

deren  Dimensionen  ^i,  •  .  •,  ^^^.i  durchweg  ^  1  seien,  gilt   der 
fundamentale  Satz: 

Es  gibt  eine  und  nur  eine  —  im  Sinne  der  Äqui- 
valenz vollständig  bestimmte  —  rationale  und  ganze 
irreduzible  Form  der  unbestimmten  Koeffizienten  a, 
die    dem    durch    das    Modulsystem    (F^,  .  .  .,  i^^+i)    be- 
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stimmten  Kongruenzbereich    angehört.     Sie    wird    die 
Resultante  jenes  Formensystems  genannt  und  mit 

B  =  B^s.{F„F„...,F,„^,) 
bezeichnet. 

Setzt  man  an  Stelle  der  unbestimmten  Koeffizienten  a 
irgend  welche  einem  holoiden  Bereiche  (A)  angehörige  Größen^ 
die  nur  der  Bedingung  unterworfen  sind,  daß  die  so  entstehen- 
den Formen  wieder  von  der  Dimension  Wj,  .  .  .,  w^  +  i  seien,  so 
nennt  man  die  aus  der  Resultante  sich  ergebende  Größe  wieder 
die  Resultante  jener  speziellen  Form  und  bezeichnet  sie  mit 

Res.  (^'^^'''"'^"'^"^+'). 

Diese  ausführlichere  Bezeichnung  ist  deshalb  notwendig, 
weil  jetzt  auch  andere  Unbestimmte  in  den  Formen  enthalten 
sein  können. 

Es  wird  sich  zeigen,  daß  die  Definition  der  Resultante 
zweier  Formen  mit  einer  Unbestimmten,  deren  Theorie  in 
Kap.  III  behandelt  wurde,  in  diesen  Betrachtungen  als  spe- 
zieller Fall  enthalten  ist. 

Das  Vorzeichen  der  Resultante  ist  ihrer  Definition  nach 
vorläufig  unbestimmt;  seine  Bestimmung  bleibt  vorbehalten. 

Der  Satz  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  allgemeinen 
Theorie  der  Elimination.  Der  Inhalt  des  Systems  von  Glei- 
chungen i^i  =  0,  .  .  .,  F^^  =  0  bildet  —  wie  schon  früher  er- 
wähnt —  eine  Mannigfaltigkeit  m*®'"  Stufe;  die  so  bestimmten 
(in  endlicher  Anzahl  vorhandenen)  Wurzelsysteme  können  der 
Gleichung  -F^^i  =  0  niemals  genügen,  da  die  Koeffizienten 
dieser  Gleichung  durchaus  neue  Unbestimmte  sind.  Das  System 
i^i  =  0,  .  .  .,  F^_^_^=  0  hat  demnach  keinen  Inhalt,  und  die 
Theorie  der  Resolventenform  führt  unmittelbar  zu  einer  ratio- 
nalen und  ganzen  Form  ^(a),  für  welche 

0(a)  =  O(mod.  F„...,F^^,). 
Gibt    es    aber   überhaupt   eine  von  Null   verschie- 
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dene  rationale  und  ganze  Form  der  Koeffizienten  a, 
die  dem  durch  das  Modulsystem  (F^,  .  .  .,  F^_^^^)  defi- 
nierten Kongruenzbereich  angehört,  so  gilt  der  zu  Be- 
ginn ausgesprochene  Satz,  und  jede  solche  Form  ist 
durch  R  teilbar. 

Man  zerlege  nämlich  0(a)  in  seine  iiTeduzibeln  Faktoren 

*(«)  =  P,{a)  ■  ■  ■  Pr(<^)- 
Setzt  man  dann  wieder  a,  ^^^  —  F^  für  «,-^^  +  i,  so  wird 
[0(«)]  =  [P,{a)]  . . .  [P^a)]  =  0; 

also  einer  der  Faktoren  rechts  z.  B.  [P(öt)]  =  0;  d.  h.  es 
ist  auch 

Pia)  =:  0  (mod.  F„  . .  .,  F,„^,). 

Es  kann  aber  dann  für  eine  zweite,  mit  P(ß)  nicht  äqui- 
valente irreduzible  rationale  und  ganze  Form  Q(a)  niemals 

Q{a)  =  0  (mod.  F„  . .  .,  F^^,) 

sein.  P(«)  und  Q{(i)  sind  beide  von  Null  verschieden  und 
enthalten  alle  Koeffizienten  «!/*;  wenn  auch  nur  ein  solcher 
ausfällt,  müßte  P(a),  resp.  Q(a)  nach  §  1  schon  dem  durch 
(i*i,  .  .  .,  i^oj+i)  mit  Ausschluß  von  P^  definierten  Kongruenz- 
bereiche angehören  und  also  nach  dem  Satz  in  §  2  gleich 
Null  sein. 

Bildet  man  nun  die  Resultante  von  P{a)  und  Q{a)  in 
Bezug  auf  a|/*  —  nach  der  in  Kap.  III  entwickelten  elemen- 
taren Theorie  —  so  wird 

Res.  {^^^^'  ^f^^  =  Q,  (a)  P(a)  +  P,  («)  (?(«) 

=  0  (mod.  F„...,F^^,) 

und,  da  dies  eine  rationale  und  ganze  Form  der  Koeffizienten  a 
mit  Ausschluß  von  a'j^  ist,  muß  diese  Resultante  gleich  Null 
sein;  es  hätten  also  die  nicht  äquivalenten  irreduzibeln  Formen 
P{a)  und  Q(a)  —  im  Gegensatze  zu  dieser  Annahme  —  einen 
gemeinsamen  Teiler,  der  von  Eins  verschieden.    Damit  ist  aber 


268  VI.    Resultanten  und  Discriminanten.  §  3.  4. 

der  Satz  erwiesen.  Ist  nämlicli  irgend  ein  W(a)  ^  0 
(mod.  F^,  .  .  .,  F^_^_^)j  so  muß  für  einen  irreduzibeln  Teiler 
dieser  Form,  Q{ct\  schon  Q(a)  ^0  und  P(a)  ^  Q(a),  also 
^P(a)  durch  P{a)  teilbar  sein. 

Wir  entwickeln  jetzt  die  allgemeine  Theorie  der  Re- 
sultanten ohne  Benutzung  der  allgemeinen  Theorie  der  Elimi- 
nation, nicht  bloß  aus  didaktischen  Gründen,  sondern  vor 
allem,  weil  wir  dabei  zugleich  die  rekursive  Bildung  der  Re- 
sultante eines  Formensystems  in  möglichst  einfacher  Weise 
bewerkstelligen. 

§  4.  Die  Methode,  deren  wir  uns  bedienen,  ist  die  der 
vollständigen  Induktion,  und  es  wird  dementsprechend  zuerst 
der  Fall  m  =  1  zu  erledigen  sein.  Dabei  haben  wir  nur  die 
früher  Kap.  III.  §  14  erhaltenen  Resultate  zu  ergänzen.  In- 
dem wir  nur  die  Bezeichnungen  den  jetzigen  allgemeinen  Fest- 
setzungen gemäß  ändern,  sind  die  beiden  Formen 

-^iW  —  ^i^^H h^i2 

^2(%)  =  Ö^21^?H 1-«22; 

und  die  dort  aufgestellte  Sylvestersche  Determinante 
ist  auch  in  dem  jetzt  gegebenen  genaueren  Sinne  die 
Resultante  des  Formensystems  F^,F^.  Um  diese  Behaup- 
tung zu  erweisen,  haben  wir  nur  zu  zeigen,  daß  sie  eine 
irreduzible  Form  der  Koeffizienten  ist;  daß  sie  dem 
durch  das  Modulsystem  (JF\,  F^  definierten  Kongruenzbereiche 
angehört,  ist  schon  in  Kap.  III.  §  16  gezeigt  worden. 

Die  fragliche  Determinante  hat  —  wie  ihr  Anblick  un- 
mittelbar zeigt  —  die  Entwicklung 

wo  die  ausgeschriebenen  Glieder  gegen  keine  andern  gekürzt 
werden  können. 

Der  Kernpunkt  des  Beweises  liegt  in  der  Tatsache,  daß, 
wenn  Q{a)  von  Null  verschieden  und 

®{a)~0     (mod.  F^,  F^) 
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ist,  in  der  Entwicklung  von  &{a)  nach  Potenzen 


von  «11 : 

0(a)  =  ^o+^i«iiH h^r«U 

0-^.  durch  all  teilbar  sein  muß*). 

Man  hat 

&{a)  ==  H,F,+ H,F,; 

also,  wenn  man  agg  —  F^  für  «22  ^^^^^ 

i@{d)]=iH,\F, 
oder 

also,  wenn  man  die  Koeffizienten  von  a\^  auf  beiden  Seiten 
vergleicht, 

oder 

wo  d-j.  nicht  Null  sein  kann,  da  &(a)  von  Null  verschieden  ist. 
Ferner  muß  r^l  sein,  da  ®(a)  nach  dem  Früheren  jeden- 
falls «11  enthält.  Setzt  man  in  der  zuletzt  erhaltenen  Iden- 
tität rCj  =  0,  so  wird 

also  jedenfalls  durch  a^^  teilbar. 

Wäre   nun  Q-^  durch    aj|"~^    (h  >  0)    teilbar,    aber    durch 
aj»~*+^  nicht  teilbar,  demnach 

^r=«22~'^r; 

WO  7]^  wieder  eine  rationale  und  ganze  Form  der  a  ist,  so 
würde  hieraus 

oder 


K-^2)"^-'- w.-^^r^ 


*)  Dieser  Satz,  sowie  der  entsprechende  allgemeinere  Satz  in  §  9 
ist  von  F.  Hertens  gegeben  worden.  („Über  die  bestimmenden  Eigen- 
schaften der  Resultante",  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  in  Wien. 
Math,  naturwisa.  Gl.,  XCUI.  Bd.,  II.  Abt.,  pag.  548.) 
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folgen.  Es  ist  aber  {a^^  —  F^Y^-^  durch  icji-^  und  durch  keine' 
höhere  Potenz  von  x^  teilbar;  also  wäre 

[rir\=Mx% 
und,  wenn  man  schließlich  wieder  rr^  ==  0  setzt, 

d.  h.  ri^  durch  a^^y  und  %-^  im  Widerspruch  zur  Annahme 
durch  «22"*'^^  teilbar. 

Hätte  nun  die  Sylvestersche  Determinante  Teiler,  so 
müßte  jedenfalls  einer  davon  a^-^  enthalten,  und  dieser  würde, 
nach  Potenzen  von  a^^  geordnet,  ein  höchstes  Glied  von  der 
Gestalt 

besitzen.  Da  aber  die  Sylvestersche  Determinante  augen- 
scheinlich eine  homogene  Form  n^^^  Dimension  der  Unbe- 
stimmten a^^^  ist,  also  auch  ihre  Teiler  nicht  von  höherer 
Dimension  in  den  a^^^  sein  können,  muß,  wenn  man  die  Rollen 
der  Formen  F^  und  F^  vertauscht,  in  demjenigen  Teiler,  der 
ein  Glied  mit  a'^i  enthält,  dieses  Glied  auch  durch  a^i  teilbar 
sein,  d.  h.  der  supponierte  Teiler  hätte  die  Gestalt 

dann  muß  aber  A=  1  sein,  und  jener  Teiler  stimmt  voll- 
ständig mit  der  Sylvester  sehen  Determinante  überein,  wa& 
eben  zu  beweisen  war. 

§  5.  Für  das  System  von  m  -\-  1  allgemeinen  Formen 
mit  ni  Unbestimmten 

Fi  (^1,  .  .  .;  ^J  (i  =  1,  .  .  .,  m  +  1) 

formulieren  wir  die  zu  beweisenden  Tatsachen  in  folgender 
Weise.  Es  seien  w^,  ...,  n^_^^  die  Dimension  von  JP^, . . .,  JP„^^i 
und 
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Dann  gibt  es  eine  und  nur  eine  rationale  und 
ganze  Form  der  sämtlichen  Koeffizienten  a,  die  s.  g. 
Resultante*)  des  Formensystems  i?(a),  die  folgende 
Eigenschaften  besitzt: 

a)  Die  Resultante  ist  eine  irreduzible  Form  der  a. 

b)  Es  ist  R{a)  =  0  (mod.  F^, .  .  .,F^^^). 

Diese  beiden  Eigenschaften  bestimmen  die  Resultante  bis 
auf  das  Vorzeichen. 

c)  Die  Resultante  enthält  das  Glied 

mit  dem  Koeffizienten  +  1- 

Damit  ist  auch   das  Vorzeichen  der  Resultante  festgelegt. 

d)  Die  Resultante  ist  eine  homogene  Form  N^^^  Di- 
mension   jeder    Koeffizientenreihe    a^'^;    also    eine    ho- 

mogene    Form    von     der    Dimension   ^ N-    der    sämt- 

liehen  Koeffizienten  a. 

e)  Die  Resultante  ist  isobarisch,  d.  h.  jedes  Glied 
der  Resultante  ist  vom  gleichen  Gewicht  N.     Dabei  ist 

m 

unter  dem  Gewichte   des  Koeffizienten  af  die  Zahl  n.  —  S(fj 
und    unter    dem   Gewichte    eines   Gliedes   die   Summe   der  Ge- 


*)  In  Bezug  auf  die  Geschichte  und  die  ziemlich  ausgedehnte  Lite- 
ratur der  Theorie  der  Resultante  soll  auf  die  Encyklopädie  der  mathe- 
matischen Wissenschaften ,  Bd.  I.  Abschnitt  „Rationale  Funktionen 
mehrerer  Veränderlichen"  von  E.  Netto,  Art.  6 — 8  und  14  verwiesen 
werden. 

Eine  klare  Einsicht  in  die  Natur  dieser  komplizierten  Bildung  wird 
erst  durch  die  Theorie  der  algebraischen  Größen  vermittelt.  Dabei  sind 
insbesondere  die  in  §  3  gegebene  erste  Definition  der  Resultante  und  die 
prinzipielle  Anwendung  der  Kronecker  sehen  Substitution  zu  betonen. 
Vielfache  Berührungspunkte  mit  der  hier  gegebenen  Darstellung  bieten 
die  beiden  Arbeiten  von  F.  Hertens  in  den  Sitz.-Ber.  d.  Wiener  Akad. 
d.  Wiss.  XCIII.  Bd.  n.  Abt.,  pag.  527  (1886)  und  CVIII.  Bd.  II.  Abt., 
pag.  1173  (1899);  in  diesen  wird  die  Kroneckersche  Substitution  zum 
ersten  Male  für  das  Resultantenproblem  verwertet. 
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wichte  der  einzelnen  in  ihm  als  Faktoren  enthaltenen  af  zu 
verstehen.  Bezeichnet  man  das  Gewicht  von  af  mit  JP{af), 
so  ist  demnach 

p«''<" , . .)  =  p«')  +  -p(«r)  +  •  •  ■ 

Wir  zeigen  zuerst,  daß  aus  den  Eigenschaften  (a),  (b),  (c) 
der  Resultante  immer  auch  schon  (d)  und  (e)  folgen. 

Wäre  nämlich  R(a)  in  Bezug  auf  irgend  eine  Koeffi- 
zientenreihe af  nicht  homogen,  sondern 


jr? 


B(«)  =  s»  +  ---  +  s, 

wo  S^^  den  Komplex  derjenigen  Glieder  von  Bio)  bedeutet, 
die  in  Bezug  auf  die  af  von  der  ¥^^  Dimension  sind,  so 
müßte  wegen 

auch  *) 

rn 
3=1 

sein,  wo  Hfi  den  Komplex  jener  Glieder  aus  H^  bedeutet,  die 
in  Bezug  auf  die  Koeffizientenreihe  af  von  der  s*®^  Dimension 
sind.  Dann  wird  aber  nach  den  in  §  3  bewiesenen  Sätzen  die 
Resultante  mit  einem  irreduzibeln  Faktor  von  S^^.  überein- 
stimmen. Ria)  —  >Sjy  ist  also  durch  It{a)  teilbar;  da  aber 
B  (a)  —  S^^  in  den  af  höchstens  von  der  r  —  1*®^  Dimension, 
B  (a)  aber  von  der  r^^  Dimension  ist,  muß  also  B  (a)  —  S^j.  =  0, 
d.  h.  8i^  =  B  (a)  sein. 

Aus  der  Existenz  der  Resultante  folgt  demnach 
schon,  daß  diese  eine  homogene  Form  jeder  Koeffi- 
zientenreihe af y  also  auch  sämtlicher  Koeffizienten 
a  ist. 

Wegen  (c)    ist    die    Dimension   von    B(a)  in   Bezug   auf 


*)  Das  Zeichen  ^^*'  bedeutet  die  Summation  über  J=l, 
j=i 
mit  Ausschluß  von  j  =  i. 
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die  Koeffizientenreihe  af  jedenfalls  JV^.  Es  folgt  also  in  der 
Tat  aus  (a),  (b)  und  (c)  immer  auch  (d'. 

Um  dasselbe  für  (e)  zu  erschließen,  setze  man 
Ria)  =  T,{a)  +  ...  +  ?;(«)  +  ...  +  T^a),  {T^(a)  +  0) 

wo  T  (a)  den  Komplex  derjenigen  Glieder  von  R(a)  bedeutet, 
die  vom  Gewichte  p  sind.     Die  Identität 

wird  auch  dann  richtig  bleiben,  wenn  man  überall 
setzt.     Es  ist  aber  dann 

da  in  T  (a)  die  Glieder  von  gleichem  Gewichte  sind,  also  sich 
nur  mit  iPji_|_i  multiplizieren,  während  rechts  durch  diese  Ände- 
rung aus  F.  die  entsprechende  homogene  Form  O^  (Kap.  IL 
§  8)  entsteht. 

Setzt  man  weiter  für  ^'  =  1,  .  .  .,  m  -(-  1  immer  XjU  an 
die  Stelle  von  Xjj  so  tritt  zu  0^  nur  der  Faktor  u'"i  hinzu, 
und  wenn  man  nun  wieder  x^^^  =  1  setzt,  wird 

r  m-f-1 

p=0  1=1 

oder,  wenn  man  den  Koeffizienten  von  u^  auf  beiden  Seiten 
vergleicht : 

Wi+l 

Es  muß  demnach  T^{a)  durch  Ria)  teilbar  sein,  also 
wird  auch: 

B{a)  -  TXa)  =  T„(a)  +  ■  •  •  +  r,_.(a)  =  It(,a)Q{a). 

Dies  ist  aber  unmöglich;  denn  auf  der  einen  Seite  hat  man 
wenigstens    ein   Glied,   dessen  Gewicht  ^  r,   auf  der  anderen 

König,  algebraische  Größen.  18 
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Seite  nur  Glieder,  deren  Gewicht  <  r  ist.  Der  Widerspi-uch 
löst  sich  nur  dann,  wenn  'R{a)  =  T^{a)  ist.  Hiernach  hat 
jedes  Glied  der  Resultante  das  Gewicht  r,  und  es  ist  auch 
R{a)  =  TXa). 

Da  nun  P(aJ  =  0,  . . .,  P(0  =/>,  P(a,,4.l,„^+l)  =  >^.^^l, 
so  ist  das  Gewicht  des  durch  (c)  bestimmten  Gliedes  der  Re- 
sultante n^  +  iiV^  +  i=iV. 

Für  die  Resultante  zweier  Formen  mit  einer  Unbestimmten 
gelten  diese  Behauptungen  durchweg.  Es  ist  (a)  und  (b)  im 
vorhergehenden  bewiesen,  (c)  und  (d)  sind  durch  die  aus- 
geschriebene Gestalt  der  Resultante  (Sylvester  sehe  Determi- 
nante) unmittelbar  evident,  und  aus  diesen  folgt,  wie  eben  ge- 
zeigt wurde,  auch  (e). 

§  6.  Aus  den  Sätzen  des  §  5  ziehen  wir  noch  weitere 
wichtige  Folgerungen.     Unter  Berücksichtigung  der  durch 

m  m 

festgelegten  Bedeutung  der  Koeffizienten  c^^-  und  ai^  rn-\-i  erhält 
man  aus  der  Identität 

TO+l 

R{a)  =  2H,F„ 
wenn  man  nach  c^j  und  nach  «/,  m+i   deriviert, 

C-R         ^       ^^i        TP  _\       TT 

also  schließlich 

ä^^^^^l^.       (mod.  J',  .  .  .,  ^„,0.  (X,) 

(j  =  1,  .  . .,  m) 
Ist   nun  EipCjO)    irgend    eine  rationale  und  ganze  Form 
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der  X  und  a  und  als  Form  der  Unbestimmten  von  der  Dimen- 
sion V,  so  wird 

unmittelbar  so  geschrieben  werden  können,  daß  jedes  x^  immer 

nur  in  dem  Produkte  0 x.  erscheint:  bei  Benutzung  der 

Kongruenzen  (X^)  erhält  man  demnach 

(4ii)'  i'(^,  «)  =  eia)     (mod.  F,,...,  F„^,), 

wo  6(a)  eine  rationale  und  ganze  Form  der  a  allein  ist. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
E  (x,  a)  ^  0  (mod.  F^,  .  . .,  i^^+i)  ist  dann  e  (a)  eee  0 
(mod.  F^j  . .  .,  i'm^.i)  oder  also  e(a)  ee^  0  (mod.  B). 

Daß  aus  E(x,  a)  ^^0  unmittelbar  e(a)  eeeO  folgt,  ist  aus 
der  letzten  Kongruenz  ersichtlich;  aber  auch  umgekehrt  folgt 
aus  dieser  Kongruenz,  wenn  e(a)  ^0  ist,  indem  überall 
a,-,m+i  —  -^i  für  «/,„,+!  gesetzt  wird, 


Nun  kann  nicht 


dB 


sein,  weil  die  Form  ^ von  der  Dimension  UN,  —  1  nicht 

durch  die  Form  R  von  der  Dimension  UN.  teilbar  sein  kann. 
Es  ist  also 

lE{x,  a)]  =  0,  d.  h.  E{x,  a)EBO     (mod.  F„  . . .,  F^^,). 


Bekursive  Bildung  der  Besultaute. 

§  7.  Wir  wollen  jetzt  die  Richtigkeit  der  Resultanten- 
sätze für  m  +  1  Formen  mit  m  Unbestimmten  als  erwiesen 
voraussetzen,  wie  dies  für  m  ==  1  tatsächlich  der  Fall  ist,  und 
zeigen,    daß    diese   Sätze    dann  auch  für  m  -\-  2  Formen  mit 

18* 
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m  +  1  Unbestimmten  ihre  Geltung  behalten.  Dem  Wesen  der 
Sache  nach  geschieht  dies,  indem  wir  eine  rekursive  Methode 
zur  Bildung  der  Resultante  angeben. 

Aus  einem  System  von  m-{-2  Formen  mit  m  Unbestimmten 

(^=l,...,  m  +  2) 

entsteht  das  za  betrachtende  System  von  m  -{-  2  Formen  mit 
M  +  1  Unbestimmten 

'   (e  =  l,  ...,  m  +  2) 

—  wie  unmittelbar  ersichtlich  —  wenn  man  unter  äg^  eine  all- 
gemeine Form  der  neuen  Unbestimmten  x^_^^  vom  Grade 
n^  —  Ugj  (dem  Gewichte  von  af)  versteht.  Wendet  man  ins- 
besondere die  Schreibart 

m  m 

an,  so  wird 

Fi(xi, . . .,  x^,  x^^i)  =  ^a.^xfi  H h  ^CijXj  +  ä,^^^i 

geschrieben  werden  können,  da  ä-j  vom  Grade  0  in  ic^^j  ist  und 
daher  ä^j  genau  denselben  Koeffizienten  wie  a^j  bedeutet.  Im 
allgemeinen  beschreiben  wir: 

^ü  =  h  =  h         (^'=1,  •..,  w) 

Pfii)  1.(1)   _J_  .  .   .   _|_  7(»)  ^\  —  ^  ^j 

^g   —  ^g    ^         ^  h  ^OT  +  i 

Eine  spezielle  Bezeichnung  der  zwischenliegenden  Koeffizienten 
wird  sich  als  überflüssig  erweisen. 

Betrachtet  man  das  System  S^^<^  der  Formen  F^  mit 
Ausschluß  einer,  z.  B.  der  letzten  F^^^^^  so  kann  man  diese 
als  Formen  von  x^,  .  .  .^  x^  mit  den  Koeffizienten  äf  ansehen 
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und    erhält    nach    der    für    solche    erwiesenen   fundamentalen 
Eigenschaft  der  Resultante  die  Identität 

WJ  +  l 

i  =  l 

oder  also  auch 

-R»+ä  («)  =  0     (mod.  F,,..  ,  F„^„  F„,^,).  (I) 

Dabei  ist  Rm^iiä)  eine  Form  der  Unbestimmten  x^^^^j 
und  man  erhält  deren  von  ^„^^i  freies  Glied,  wenn  man 
j;„,^i  =  0  setzt  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  wenn  man 
statt  äg^  überall  Ä'Jf '  setzt.  Dieses  kann  also  mit  R^ ^ ^  W  ^®" 
zeichnet  werden  und  ist  nichts  anderes  als  die  Resultante  der 
m  -\-  1  allgemeinen  Formen  mit  m  Unbestimmten 

Es  ist  weiter  J?„j^2(ä)  vom  Gewichte  -N'^^g?  wenn 
N  =  IJn^  und  N   =  —  gesetzt  wird.    Da  nun  der  Grad  von 


öj?'  in  rc^^i  genau  mit  dem  Gewichte  von  af  übereinstimmt, 
ist  jedes  Glied  von  B,n+2(^)  ^^^  Grade  JV^^g  ^  ^m+i>  '^^^ 
man  erhält  den  Koeffizienten  der  höchsten  Potenz  von  x^^^iy 
wenn  man  statt  äg^  überall  If  x^^  ^^^  setzt.    Es  wird  demnach 

-B»+.  («)  =  -««+.«  +  •••  +  -B»+.  (0  ^r+v  > 

wo  wieder  B,^^^  (l)  die  Resultante  der  ot  -)-  1  allgeineinen 
Formen  mit  m  Unbestimmten 

(i^l,...,m+l) 


ist. 


wo 


Nach  (c)  in  §  5  wird  weiter 

7?  m  h^m  +  2,ll.^m-\-2,2  7.^'m  +  2,m+l     I 


—  N^ 

ist.     Genau  ebenso  wird 
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Nun  ist  nach  (c)  in  §  5  das  hinzugeschriebene  Glied  in 
^m  +  iO^)  ^^^  ^m+2(J)  <ias  einzige,  das  nur  /;;ii,  Ä^22;  •  •  •;  ^mm 
lind  Ä:^+i,^+i,  resp.  l^^,  l^^,. . .,  l^^,  C  +  i,m+i  enthält.  Da  ferner 
in  i?^^2(^)  jedes  Glied  mit  Ausnahme  von 

^^7/1  +  2,1  ^^m+2,2^^m  +  2,m+l 
"'11  ^22  "^m  +  l,m  +  l 

wenigstens  eine  Unbestimmte  %(*=f=i)  enthält,  wird  in  der 
Entwicklung  von 

Rm^,  («)  =  {K^"'+'■'  ■  ■  ■  KiV^iV  +  •••)  +  •••  + 

+  Of,"'+^-^  •  •  •  t+^-cn»'"^^  +  •  •  •)  <ir 

jedes  Glied  —  außer  den  beiden  wirklich  hingeschriebenen  — 
zumindest  einen  von  Ä^^,  .  .  .,  hrn+i,m  +  i  "^^  hu  •  •  •;  C+i,m+i 
verschiedenen  Koeffizienten  der  Formen  F^  enthalten. 

Wir  wollen  endlich  bei  den  Formen  F^  eine  Bezeichnung 
einführen,  die  von  der  ursprünglich  angewandten  Gestalt  der 
Formen  F.  unabhängig  ist,  und  gebrauchen  dabei,  um  Unklar- 
heiten zu  vermeiden,  für  die  unbestimmten  Koeffizienten  ein 
neues  Symbol  a,  d,  h.  es  sei  jetzt 

m-\-l 

FM,  .  .  .,  X^^^)  ==  ^CC,jXp  H h  %m^21 

7  =  1 

dann  hat  man  endlich  als  Schlußresultat,  wenn  R^^^(a)  als 
Form  der  a  und   a?^+i  jetzt  Rrn+2(^7^m+i)  geschrieben  wird: 

7?  (iY     r  ^  (f/^m-{-2,l  ^^m+2,TO/y^m+2,m  +  l     I \_\ I 

■^m  +  2Kf^,^m  +  l)  —  \^n    ^         '"^mm  ^m+l,7n  +  23     ^  "   )^  '        ^ 

I      //y^m  +  2,1  ^^ m-\-2 ,m  f^^ m^2 ,m-\-l     \ \^^m-^2 


\ 


Dabei  sei  nochmals   bemerkt,  daß  jedes  nicht  hingeschriebene 
Glied  von  Itjn-\-2  z^i^iindest  eine  von 

^11;   •  •  •;   ^m  +  2,w  +  2?    ^m  +  l,r«+2?    ^m  +  2,m  +  l 
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verscliiedene  Unbestimmte  enthält;  dies  ist  für  die  aufgezählten 
Unbestimmten  mit  Ausnahme  von  cc^+2,m  +  i  ^^^  ^m  +  2,m+2 
schon  früher  erwähnt  worden.  Diese  beiden  können  weiter 
hinzugefügt  werden,  da  bei  der  Bildung  von  i^^+2  ^i®  Form 
-^m+2  S^^  nicht  benutzt  wird. 

Bei  der  Bildung  von  i?^^2  wurde  aus  dem  System  F^  die 
Form  i^„j  +  2  ausgeschlossen;  genau  dieselbe  Entwicklung  kann 
für  das  Formensystem  F^  mit  Ausschluß  von  i^^^i  vorge- 
nommen werden,  und  das  Resultat  wird  sich  von  dem  früheren 
nur  insofern  unterscheiden,  als  die  Indices  7n  -\-  1  und  m  -|-  2, 
wenn  sie  sich  auf  Formen  beziehen,  miteinander  zu  ver- 
tauschen sind.  Dies  hat  demnach  in  den  Indices  von  w,  R 
und  Nj  femer  in  dem  ersten  Index  von  a^j  und  endlich  im 
oberen  Index  von  Ug^  zu  geschehen.  In  dieser  Weise  erhält 
man: 

_  (H) 

4-  f  a^"»+l'^  r^^m-^l,m  ^^7«  +  l,m+2  J ]  ^^m  +  1 

■^„,+1  («,  ^m  +  i)  -   0     (mod.  Fl,  .  .'  .,  F^^^), 

und  jedes  nicht  ausgeschriebene  Glied  in  B^_^_^  enthält  wieder 
eine  von 

verschiedene  Unbestimmte. 

Bildet  man  nun  die  Resultante  von  R„,^i  und  R^^2  i^ 
Bezug  auf  ;r^^i,  so  wird 

wo  jedes  weitere  Glied,  wie  aus  den  bisherigen  Erörterungen 
unmittelbar  folgt,  zumindest  eine  von  «n,  •••,  <^^+ 2,^+2  ^^^~ 
schiedene  Unbestimmte  enthält,  also  jenes  erste  Glied  gegen 
kein  anderes  gekürzt  werden  kann.  Das  entsprechende  Potenz- 
produkt muß  also  in  H(a)  mit  dem  Koeffizienten  Eins   auf- 
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treten.     Nun   ist  für  H{a)  nach   der  elementaren  Theorie  der 
Resultante  von  zwei  Formen  mit  einer  Unbestimmten 

H{a)  =  0     (mod.  B„^„  R^^,), 
also  auch 

H{a)  =  0     (mod.  F„  .  . .,  F^^,). 

Damit  ist  aber  nach  §  3  die  Existenz  der  Resultante  für 
das  allgemeine  System  von  m  -\-  2  Formen  mit  m  -\-  \  Un- 
bestimmten erwiesen,  und  diese  ist  als  irreduzibler  Teiler  von 
H{a)  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt.  Die  Behauptungen  (a) 
und  (b)  des  allgemeinen  Satzes  in  §  5  sind  somit  erledigt. 

§  8.  Die  hierin  enthaltene  Anweisung  zur  Bildung  der 
Resultante  ist  noch  insofern  unvollkommen,  als  sie  eine  an 
dem  irreduzibeln  Teiler  von  H{a)  anzustellende  Versuchsreihe 
erfordert.  An  ihre  Stelle  kann  aber  eine  Methode  gesetzt 
werden,  die  nur  die  Bildung  von  Resultanten  für  h  -\-  1 
Formen  mit  h  Unbestimmten  (h  ^  m)  und  die  Bestimmung 
größter  gemeinschaftlicher  Teiler  verlangt.  Diese  Methode  er- 
gibt zugleich  weitere  Eigenschaften  der  Resultanten. 

Wendet  man  die  Formeln  (X^)  des  §  6  auf  das  Formen- 
system 

Fi  (^1,  . . .,  a;„.^i)  +  2äfxl^  .  .  .  x^^^ 

(9) 

(^  =  1,  .  .  .  m  +  1) 
und  dessen  Resultante  Rm  +  2(ß')  ^^>  ^^  werden  diese: 

und  ergeben,  wie  dort,  wenn  für  E{x,a) 

i.9) 

gesetzt  wird: 

^  r(c^,  ^^+i)     (mod.  Fl,  .  .  .,  F^  +  i). 
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Dabei  ist  F  eine  lineare  Form  der  in  jP„j+2  auftretenden  un- 
bestimmten Koeffizienten,  da  i?„j^2  ^^^  dessen  Derivierte  von 
diesen  frei  sind.  Davon  ausgehend,  kann  man  zeigen,  daß 
der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  von  -R^+2  und  F  die 
Eins  ist.  Nennen  wir  ihn  D,  so  kann  er  als  Teiler  von 
R  ^,  keine  Unbestimmte  aT^^^  enthalten.  Es  muß  also,  wenn 
wir  T  als  lineare  Form  der  Unbestimmten  schreiben,  jeder 
Koeffizient,  also  auch  der  von  a„,+2,nj+2;  <i-  ^• 

durch  D  teilbar  sein.     Es  müßten  daher 

einen  von  1  verschiedenen  Teiler  haben.  Dieser  hätte  jeden- 
falls die  Gestalt 

A^  +  ^i^m+i  +  •  *  •? 

wo  Aq  nicht  0  ist,  weil  -^^„  +  2  uicht  durch  x^t^i  teilbar  ist. 
Es  muß  demnach  auch 

[iJ...®k+>  =  o    und    [^J±^] 

durch  Aq  teilbar  sein.  Nun  ist  die  erste  Form  nichts  anderes 
als  die  Resultante  des  allgemeinen  Formens jstems  [i^J^;^  =o 
(i  =  1,  . .  .,  m  +  1),  also  irreduzibel,  und  die  zweite  in 
den  ag^  von  niedrigerem  Grade  als  die  erste,  folglich  muß 
Aq  =  ^  1  sein. 

Weiter  ist  -R^+2(^)  homogen  in  den  Unbestimmten  a^^*; 
jeder  Teiler  von  B„^+2{'^)  l^esitzt  demnach  dieselbe  Eigen- 
schaft ;  es  müssen  also  auch  A-^,  .  .  .  rationale  und  ganze  Zahlen 
sein.  Der  supponierte  Teiler  muß  demnach  eine  rationale  und 
ganze  Form  der  einen  Unbestimmten  oo^^i  sein.  Einen  solchen 
Teiler,  der  nicht  ~  1  ist,  kann  aber  i^^^2  nicht  besitzen,  denn 
derselbe  Teiler  müßte  in  Iifn  +  2(ß')  enthalten  sein,  wenn  man 

»;;■'  =  <• 
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setzt,  indem  man  dies  jetzt  nicht  durch  die  Substitution 
^m  +  i  =  ^;  sondern  dadurch  erreicht,  daß  man  die  in  af  als 
Koeffizienten  von  oo^  +  i,  oc^+i,  -  •  •  auftretenden  Unbestimmten 
gleich  Null  setzt.     Dann  müßte  jener  Teiler  also  in 

enthalten   sein,   kann   daher   x^^^   überhaupt   nicht  enthalten, 
womit  die  Tatsache  (-R^+2>  r)  ^  1  erwiesen  ist. 
Bildet  man  nun 


\ 


V  X^..  ,  1  )' 


^m  +  2  =  I^eS 

80  ist  ^rn+2  jedenfalls  von  0  verschieden,  in  der  Koeffizienten- 
reihe ajf*"^^*  vom  Grade  N^^2>  ^^^  ^^^  ^^^  auch 

Indem  man  der  Reihe  nach  den  Formen  F^,  .  .  .,  -F^^i  jene 
Sonderstellung  anweist,  die  in  der  durchgeführten  Entwicklung 
der  Form  F^^^  zukommt,  erhält  man  eine  Reihe  ratio- 
naler und  ganzer  Formen 

^,(«)  (i=l,  ..,M  +  2) 

von  der  Beschaffenheit,   daß  ^.(a)   in  den  «J/*   von  der 
Dimension  N^  ist,  und  für  jede  dieser  Formen 

wird.     Die  Resultante  des  Formensystems  F.  ist  also 
jedenfalls  ein  gemeinsamer  Teiler  der  Formen  ji-. 


§  9.    Wir  unterbrechen  den  bisherigen  Gedankengang,  um 
den  folgenden  wichtigen  Hilfssatz*)  zu  beweisen. 
Ist  0(a)  nicht  Null  und 

@(a)EEO     (mod.F„...,  i^^^,), 


*)  F.  Hertens,  a.  a.  0. 
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so  ist  in  der  Entwicklung  von  ®  nach  'Potenzen 
von  a^j^: 

®{a)  =  #0  H f-  ^rdkk 

d"^  durch  JR^^  teilbar,  wo  M^k  die  Resultante  des  (all- 
gemeinen) Formensystems 

mit  Ausschluß  von  {F]c)x}^=q  bedeutet. 
Man  hat 

&{a)  =2B,F„ 

also,  wenn  man  für  i  =  1^  .  .  .,  m  -\-  1  mit  Ausschluß  von 
i  =  k  immer  a^  ^^^j,  —  F^  für  a^  ^^^  setzt  und  diese  Sub- 
stitution mit  [•  •  '\  bezeichnet, 

oder,  weim  man  die  Koeffizienten  a^j^  auf  beiden  Seiten  vergleicht : 
xmd 

w-l-l 

WO  ^^  nicht  Null  ist,  da  &  von  Null  verschieden.  Setzt 
man  in  der  zuletzt  erhaltenen  Identität  Xj^  =  0,  so  wird 

/  =  1 

also  ist  jedenfalls  d'^  durch  B^j^  teilbar. 

Wäre   nun   d'^  durch  B^l~^  teilbar,   (l>0),   aber  durch 
■^0*"'^^  nicht  teilbar,  demnach 

WO  7^^  wieder  eine  rationale  und  ganze  Form  der  a  ist,  so 
würde  hieraus 
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folgen.     Nun  ist 

rw+l 
1  =  1 

wo  (nach  §  2)  A.  nicht  Null  ist  und  R^j^  die  Unbestimmten  c^^ 
(den  unbestimmten  Koeffizienten  von  x^  in  J^.)  nicht  enthält, 
da  dieser  schon  aus  (jP^)^^=o  entfällt.     Man  kann  daher  auch 

7n-\-l  m  +  1 

schreiben  und  hat  demnach 

TO  +  l 

[■R«4  =  ,^**  [^J*  ((-P'Ox^^o  -  F,)  ■ 

Es  ist  demnach  mit  {F,)xj^=q  —  Fi  auch  [-Roa;]^  durch  5?^; 
teilbar,  dagegegen  kann  [jRo*]^  durch  Xk'  nicht  teilbar  sein- 
denn  hieraus  ergäbe  sich,  daß,  wenn  j  =^h  ist,  auch 


durch  Xj^,  also     ^ ^^      durch  a;^  teilbar  ist.  Demnach  hätte 


man  eine  Relation 


oder  schließlich,  indem  man  ^^  ==  0  setzt; 

g^j^  =  0   (mod.  (F0.,=«,  . . .,  (-F»+iK=*), 

wo  das  Modulsystem  {Fk)xj^^Q  nicht  enthält,  d.  h.  ^ ^^  wäre- 

durch  Bqj^  teilbar,  was  nicht  möglich  ist. 

Da  demnach  [jRoaIa  genau  durch  die  erste  Potenz  von  x^  teil- 
bar ist,  muß  [-Ro*]]^*"'  genau  durch  x\^~^  teilbar  sein,  und  es 
wäre  [lyj  durch  ii;[,  also  ri^  durch  Bq^  teilbar,  %'^  im  Wider- 
spruche zur  Annahme  nicht  bloß  durch  -Rq*"'?    sondern  auch 


4 
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durch  i?oi~'"*"'  teilbar.  Da  dieser  Schluß,  solange  l  >  0, 
wiederholt  werden  kann,  erhält  man  den  zu  Beginn  aus- 
gesprochenen Satz. 

Hieraus  erschließt  man  aber  unmittelbar,  daß,  wenn  das 
Formensystem  JP^,  .  .  .,  F^^^  überhaupt  eine  Resultante 
besitzt,  diese  als  Form  der  Koeffizienten  af  nicht 
von  niedrigerer  als  der  Nl^'^-  Dimension  sein  kann. 

Sie  enthält  die  Glieder  a\j^BllA,  wo  A  eine  von  Null 
verschiedene  Form  der  a.  Nun  ist,  da  die  Resultantensätze 
für  m  allgemeine  Formen  mit  m  —  1  Unbestimmten  als  be- 
wiesen vorausgesetzt  werden,  B^^  in  den  af  in  der  Tat  von 
der  Dimension  N^. 

§  10.  Auf  Grundlage  dieser  Hilfssätze  haben  wir  das 
folgende  Bildungsgesetz  der  Resultante: 

Die  Resultante  des  allgemeinen  Formensystems 
-^t(^i;  ••  •.  ^m+i)  (^=  1,  ...,  wi  +  2)  ist  der  größte  ge- 
meinschaftliche Teiler  der  Formen 

J,  ^<(i=l,...,  m  +  2). 
Mit  Ausnahme  des  elementaren  schon  früher  erledig- 
ten Falles  m  ==  0  erfordert  die  Bildung  der  Formen  A 
nur    die   Darstellung    der    Resultanten   für   h  -\-  1    all- 
gemeine Formen  mit  Ä;  Unbestimmten,  wo  Ä;<m  +  1  ist. 

Die  Fundamentaloperationen,  aus  denen  sich 
schließlich  jede  Resultantenbildung  zusammensetzt, 
sind  demnach  die  Aufstellung  S  ylvest  er  scher 
Determinanten  und  die  Bestimmung  des  größten  ge- 
meinschaftlichen Teilers  von  rationalen  und  ganzen 
Formen. 

Die  Resultante,  deren  Existenz  schon  in  §  7  bewiesen 
wurde,  ist  jedenfalls  ein  gemeinsamer  Teiler  der  Formen  A^. 
Da  A.  in  den  Koeffizienten  von  F^  vom  Grade  N.  ist, 
kann  die  Resultante  R  selbst  auch  nicht  von  höherem  Grade 
sein.  Da  sie,  wie  eben  bewiesen  wurde,  auch  nicht  von  nie- 
-drigerem  Grade  sein  kann,  wird,  wenn 

A,  =  a:r 
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gesetzt  wird,  A^  diese  Koeffizienten  nicht  mehr  enthalten. 
Der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  von  A^y  A^,  .  .  .  kann 
daher  nur  eine  rationale,  ganze  Zahl  h  sein.     Es  ist  demnach 


1 


Ferner  ist  die  unter  (III)  in  §  7  definierte  Form  H  jedenfalls 
primitiv,  mithin  hat  man 

R  ~  {E,  A„  . . .,  A^^,) 

und  damit  ist  die  Resultante  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt. 
Da  die  Resultante  jedenfalls  ein  Teiler  von 

H{a)  =  <^<^  .  .  .  <-+?,, 2  +  •  •  • 

ist,  muß  sie  Glieder  mit  Potenzprodukten  von  der  Gestalt 

«llt*22  •  •  •  **m  +  2,m  +  2 

enthalten;  femer  ist  diese  Resultante  eine  homogene  Form  Nf^^ 
Dimension  der  afy  es  muß  also  Ä;,-  =  N^  sein,  d.  h.  sie  besitzt 
nur  ein  Glied  der  angegebenen  Gestalt,  und  dieses  ist 

— l-  ß?-^!  ß'-^a  ft^in  +  2 

IT  t*ll**22    •  •  •  '*m  +  2,7n  +  2  J 

wäre  nämlich  der  Koeffizient  h  und  nicht  +  1,  so  würde  auch 
das  ausgeschriebene  Glied  in  H{a)  den  Koeffizienten  k  enthalten. 

Indem  man  für  jenes  Glied  das  obere  Vorzeichen  wählt, 
ist  die  Resultante  vollständig  bestimmt.  Sie  besitzt  neben 
(a)  und  (h)  auch  die  zu  Beginn  des  §  5  mit  (c)  bezeichnete 
Eigenschaft,  aus  denen  endlich,  wie  dort  erörtert  wurde,  auch 
[d)  und  (e)  folgen. 

Das  Vorzeichen  der  Resultante  ist  dadurch  bestimmt,  daß 
man  das  Vorzeichen  des  „Hauptgliedes"  af^  .  .  .  ci^"li]n^i  als 
positiv  fixiert.  (Wir  beziehen  uns  jetzt,  da  die  vollständige 
Induktion  die  Richtigkeit  der  Resultantensätze  gezeigt  hat, 
wieder  auf  das  Formensystem  F.(x^y  •  •  •,  x^  (i  =  1,  •  •  •,  m  +  !))• 
Schreibt  man  aber  die  Formen  in  irgend  einer  Reihenfolge 
F.  , . . .,  jP^  und  ändert  auch  die  Reihenfolge  der  Unbestimmten 
so,  daß  Xj^y  .  .  .,  Xj^  aufeinander  folgen,  so  wird  das  Hauptglied 
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a  '\  a  '?  .  .  .  a.'rn  a>m+i.       , 

«jJi     HH  ^mJm     »m  +  li^m  +  l 

und  das  Vorzeichen  dieses  Gliedes  ist  nun  positiv  zu  nehmen. 
Bezeichnet  man  diese  Resultante  mit  i?^^  so  ist  jedenfalls 

also  i?..  durch  R  und  ebenso  R  durch  2?..  teilbar.  Die 
Reihenfolge  der  Formen  F  und  der  Unbestimmten  x  kann  folg- 
lich nur  das  Vorzeichen  ändern.  Um  das  Gesetz  zu  bestimmen^ 
nach  welchem  diese  Änderung  des  Vorzeichens  geschieht^ 
werden  wir  irgend  welche  spezielle  Werte  der  af  wählen 
können,  wenn  nur  für  diese  die  Resultante  nicht  Null  wird. 
Vertauscht  man  zuerst 

F,  =  «„<■•  +  •  ■  •  +  a,,x;'  +  •  •  • 
mit 

und  dann  auch  x^  mit  x^  so  geht  a^^  in  a^^  und  a^^  in  a^^. 
über;  die  übrigen  Größen  des  Hauptgliedes  und  dieses  selbst 
bleiben  ungeändert.  Die  Vertauschung  von  x^  und  x^  gibt  daher 
dann  und  nur  dann  eine  Änderung  des  Vorzeichens,  wenn  dies 
bei  der  Vertauschung  von  F^  und  F^  der  Fall  ist. 

Wir  beweisen  leicht  das  folgende  Gesetz: 

Die  Vertauschung  zweier  Formen  F^  und  F^  (und 
auch  zweier  Unbestimmten  x^  und  x^  ändert  das  Vor- 
zeichen der  Resultante  dann  und  nur  dann,  wenn  alle 
Formen  des  Systems  ungerader  Dimension  sind. 

In  Zeichen  ausgedrückt 

Res.  ^■■>Fi'---'Fi,...\       ^_  j^^  ^^^  /. . .,  -F,.,  ...,F„...x 

\x^j  X2, ,  x^,  1/  \a.\,  X2, ,  x^j  1/ 

und 

Die  Richtigkeit  des  Satzes  für  m  =  1  erhellt  aus  dem 
Anblick  der  Sylvester  sehen  Determinante.     Diese  ist 

«s«?i  +  •••  +  (-  ir"^«ji«ri 
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und  wird,  wenn  man  die  Rolle  der  beiden  Formen  vertauscht: 

«2i«?i +  •••  +  (— ir^XÄs 

es  tritt  also  dem  Satze  entsprechend  der  Faktor  ( —  l)"i«2  hinzu. 

Um  im  allgemeinen  die  aus  der  Yertauschung  von  F^  und 

F^    sich    ergebende    Änderung    der  Resultante    zu    bestimmen, 

spezialisieren  wir  irgend  eine  dritte  Form  Fj^  in  folgender  Weise: 

j^* =«**«?  • 

Die  Resultante  von  F^,  .  .  .,  -F„+i  wird  dann 

WO  Bqj^  die  Resultante  von  (Fi)xj^=o,  .  .  .,  (Fm ^i)xk=o  mit  Aus- 
scliluß  von  (Fk)xk=o  ist.  Denn  diese  Resultante  ist  eine 
homogene  Form  Nl^""  Dimension  der  a^g\  es  kann  also  bei  der 
angegebenen  Spezialisation  nur  der  mit  af^  multiplizierte  Teil 
zurückbleiben,  und  dieser  hat  nach  §  9  und  10  die  angegebene 
Gestalt. 

Setzt  man  das  zu  beweisende  Gesetz  für  Systeme  von 
weniger  als  m  +  1  Formen  als  bewiesen  voraus,  so  wird  der 
Schluß  von  m  auf  m  -j-  1  wieder  dessen  allgemeine  Gültigkeit 
ergeben,  da  es  für  zwei  Formen  richtig  ist.  Die  Vertauschung 
von  F.  und  Fj  verlangt  für  die  jetzt  vorliegende  Resultante 
die  Yertauschung  von  {F,)xj^==q  und  {F^xj.^a''^  dabei  geht  B^^ 
in  ( —  l)^*jRQ;t  ^^^  ^i®  Resultante  selbst  in 

(-  ^Y<*^iK% 

über,  dem  zu  beweisenden  Satze  entsprechend. 

Der  Froduktsatz  der  Besultauteutheorie. 

§  11.  Es  seien  F'i  und  Fl'  zwei  allgemeine  Formen  wl*®' 
und  w-'*®'^  Dimension  der  Unbestimmten  x^,  .  .  .j  x^: 

Fl  =  ^W>  icf  . . .  x^ ,  Fl'  =  ^d'^x^^  •  •  •  ^S"  • 

(9)     ^  iff)     ^ 

Ersetzt  man  in  dem  allgemeinen  Formensysteme  i^^ , . . . ,  i^^  ^  ^ 
die  Form  F^  der  Reihe  nach  durch  die  Formen  Fl  Fl',  Fl  und 
Fl'  und  nennt  die  entsprechend  gebildeten  Resultanten  R,R',  R", 
so  ist 


Der  Produktsatz  der  Resultantentheorie.  289^ 

der  Produktsatz  der  Resultantentheorie. 

Um  den  Satz  zu  beweisen^  bedenke  man,  daß 

R  =  0{moA.F„...,F,_„F:F:',..), 
und  auch 

B  =  0  (mod.  F„  . . .,  F,_„  Ff,  F,^„  . . .) 
B  =  0  (mod.  F„  . . .,  F,_„  Fr,  F,^„  . . .) 

ist.  Demnach  wird,  da  das  Modulsystem  aus  „allgemeinen"' 
Formen  besteht,  R  durch  R'  und  R"  teilbar.  Nun  sind  R',  R'^^ 
nicht  nur  irreduzibel,  sondern  auch  nicht  äquivalente  Formen; 
denn  sie  enthalten  verschiedene  Reihen  von  Unbestimmten. 
Also  ist  R  auch  durch  R' R"  teilbar:  ^ 

R  =  AR'R'\ 

und  A  muß,  wie  aus  der  Dimension  von  i?,  R',  R"  sich  un- 
mittelbar ergibt,  eine  rationale  und  ganze  Zahl  sein.  Nun  hat 
man  endlich 

R'  =  a^[..-h^,'...aK.^i       H " 

11  ii  TO  +  l,m  +  l       '  ^j^ 

i?-=a5'--.c^"...Ä:+i        H 

11  ii  m  +  l,OT  +  l  ■ 

R   =  a^r+^i"  . . .  (5,,c,;)^'+^T  •  •  •  a^'m  +  l+N'm  +  1  -i-  . .  b 
11  ^  "  **^  TO  +  l,m  +  l  '  :'r 

und,  wegen  Nf  =  iV/',  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten. 
A=l.  n 

Wir  werden  insbesondere  den  Produktsatz  für  den  FalL 
anzuwenden  haben,  wo  sämtliche  Formen  F  Produkte  alh 
gemeiner  linearer  Formen  sind. 

Die  Resultante  von  m  -\-  1  allgemeinen  linearen  Formen: 

Li  =  O^fi^l  H h  (^im^m  +  (^i,m  +  l 

(^'  =  1;  •  •  •;  ^  +  1) 

ist  augenscheinlich  die  Determinante  |  ö^^y  | .     Daß  ;^ 

\aij\  =  0  (mod.  Zi,  ...,  X^+i), 

wird  in  den  Elementen  der  Determinantentheorie  bewiesen. 
Diese  Determinante    enthält    aber   auch  in  ihrer  Entwicklung^ 

König,  algebraische  Größen.  19 
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das  Haiiptglied  o^n  -  -  -Cirn+i  m+i  ^^^  ^^^  Koeffizienten  1  und 
ist  also  mit  der  Resultante  identisch,  wenn  sie  sich  als  irredu- 
zible  Form  der  Unbestimmten  a  erweist. 

Daß  la^jl  eine  irreduzible  Form  der  a  darstellt,  ist 
auch  unabhängig  von  der  Theorie  der  Resultanten  durch  den 
Schluß  von  m  —  1  auf  m  leicht  klarzustellen.  Diese  Deter- 
minante ist,  wie  ihre  Entwicklung  zeigt,  eine  primitive  Form 
und  eine  lineare  Form  jeder  Reihe  a.^,  a.^,  .  .  .,  a.^.  Jeder 
echte  Teiler  d  muß  demnach  wieder  primitiv  sein  und  wenig- 
stens eine  Reihe,  z.  B.  a^.^,  .  .  .,  a.^  nicht  enthalten;  denn  sonst 
wäre  der  komplementäre  Teiler  d'  (für  den  dd'  =  |  a^^  |  wird) 
eine  ganze  Zahl,  also  gleich  Eins,  und  d  kein  echter  Teiler. 
Dann  muß  aber  in 

m 

^4ii, .  .  .,  ^i,„  durch  d  teilbar  sein.  Ist  m  =  2,  also  ^ii  =  «22? 
Ä^2  =  —  <^2i7  so  ^^^  ^^^s  irreduzible  Größen  ohne  gemein- 
schaftlichen Teiler,  also  der  supponierte  Teiler  ~  1 .  Setzt 
man  nun  den  Satz  für  m  —  1  als  richtig  voraus,  so  sind 
^11,  .  .  .,  Ä^^  als  Determinanten  m  —  V^^  Grades,  in  denen 
die  Elemente  durchaus  verschiedene  Unbestimmte  sind,  jeden- 
falls irreduzible  Formen  und  auch  nicht  äquivalent,  da  z.  B. 
Ä^^  die  Unbestimmte  a.^y  die  in  allen  andern  Ä^^  auftritt,  gar 
nicht  enthält.  Es  haben  daher  Ä^^j  .  .  .,  A^^^  den  größten 
gemeinschaftlichen  Teiler  1 ;  demnach  ist  d  ^  1  und  der  Satz 
bewiesen. 

Es  sei  nun  jedes  F^  ein  Produkt  linearer  Formen: 

F,=n  {cfjx,  +  c%h,  +  . . .  +  c<:;':r„  +  c<fi,.), 

dann  wird  durch  wiederholte  Anwendung  des  Produkt- 
satzes: 

m  + 1  1 

Res.  {F„  . . .,  F„,^,)  =JJ  .  ■/7i«l^'M(w=......»+i)> 

eine  Formel,  die  das  Gesetz  der  Änderung  der  Resultante  bei 
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Vertauscliung  von  F^  mit  F^,  oder  x^  mit  x^  aufs  neue  in 
Evidenz  stellt,  da  hierbei  in  jeder  Determinante  zwei  Spalten 
oder  zwei  Zeilen  vertauscht  werden,  die  Resultante  selbst  also 
mit  ( —  1)'"^  multipliziert  wird. 


Resultante  eines  Systems  homogener  Formen. 
Invarianteneigenschaft. 

§  12.     Setzt  man  in  dem  allgemeinen  Formensysteme 

Fi{x^,  •••,  ^J         0*  =  1,  •••,  m  +  1) 

afx^j^^l    an  die  Stelle  von  af,  so  entsteht  das  System  der  ent- 
sprechenden allgemeinen  homogenen  Formen  (Kap.  IL  §  8): 

^i  i^l,'-  ',  ^m  +  l)  (^'  =  1;  •  •  •;  >^  +  1)  ; 

ist  ferner 

'F„  F, 


B 


=  Res.  (   "     "  ■  •  ■'     7+^) 

\Xi  j     X2  p    '    '    -y  l  / 


so  geht  durch  dieselbe  Substitution  die  Identität 

1  =  1 

da  jedes  Glied  von  R  das  Gewicht  N  hat,  in 

über.     Setzt  man 

SO  sind  die  F^^^  wieder  allgemeine  Formen  der  Unbestimmten  x 
mit  Ausschluß  von  Xj,  und  es  hat  dabei  nur  eine  gewisse 
gesetzmäßige  Vertauschung  der  Koeffizienten  ag^  stattgefunden. 
Die  auf  die  Resultante  bezügliche  Identität  wird  dabei 

m-f  1 

19* 
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und  aus  dieser  folgt  in  bekannter  Weise  (bei  Benutzung  der 
Kroneck  ersehen  Substitution): 

R  =  0{moi.FO\...,FUU). 

Nennt  man  Rj  die  Resultante  des  Systems  F}^^  nach  den 
Unbestimmten  x  mit  Ausschluß  von  Xj,  so  muß  nun  R  durch 
Rj,  und  da  die  angewandte  Schluß  weise  sich^  wie  unmittelbar 
zu  sehn,  umkehren  läßt,  auch  Rj  durch  R  teilbar  sein, 
d.  h.  es  ist 


I 


Rj  =  ±R. 

Von  den  Formen  FJ^'^  ausgehend,  erhält  man  endlich  für 
die  Resultante  auch 

und  nennt  dementsprechend  auch  R  die  Resultante  des  homo- 
genen Formensystems  0.,  genauer  in  Bezug  auf  das  Vorzeichen: 

B  =  Res.  f"^- •••'*'"-). 

Auch    bei    dieser   Definition    bleibt    die    Grundeigenschaft 
der  Resultante  erhalten,  indem  die  beiden  Behauptungen 

0(a).4-O(mod.0„..,O^^,) 
®{a)  =  0  (mod.R), 

wobei    @(a)     irgend    eine    rationale    und    ganze  Form 
der  a  bedeutet,  dieselbe  Tatsache  aussprechen. 
Ist  @  (a)  durch  R  teilbar,  so  ist 

während  aus  der  ersten  Behauptung 

0(a)  =  O(mod.Ff,  ...,  J-W^,), 

mithin  0  (a)  :^  0  (mod.  i?)  folgt.  Dabei  ist,  wie  man  sieht, 
V  eine  rationale  und  ganze  Zahl,  deren  kleinster  Wert  sich  aus 
der  gegebenen  Form  ®{a)  bestimmt.  Insbesondere  hat  man, 
wenn  beiderseits  die  Glieder  gleicher  Dimension  yerglichen 
werden,  eine  spezielle  Darstellung 
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m-f-l 

WO  Hi  eine  homogene  Form  v  —  ^/®^  Dimension  der  x  ist 
und,  wenn  0  (a)  von  0  verschieden,  auch  v  >  n.  wird,  da  sonst 
U.  gleich  Null  wäre  und  dann  auch  @  (a)  verschwinden  müßte. 
Dieser  Schluß  zeigt  noch,  daß  aus 

immer  auch 

@{a)x:^  =  0  (mod.  0,,  .  .  .,  O^^,)         (^  =  1,  •  •  .,  m  +  1) 

folgt. 

Es  mögen  nun  die  m  -\-  1  homogenen  Formen 

^ii^u  •  •  ;  ^m  +  l)  (i  =  1,  .  .  .,  m  +  1) 

durch  die  (homogene)  lineare  Transformation  mit  unbestimmten 
Koeffizienten 

Wl  +  l 

k  =  l 

m 

*,(-^u  •  •  •,  «™+i) =:^ä'j>xf . . .  Ä.i 

übergehn,  wo  demnach  die  ä^"  rationale  und  ganze  Formen 
der  Unbestimmten  aj,'*  und  Ujj^  sind,  und  es  sei 

\X^y  X^j       .      .      .,  ^„j^l/ 

Führt  man  in  der  entsprechenden  Identität 
die  inverse  Transformation 

m+l 

aus,  so  erhält  man,  da  in  den  H^  nur  eine  Potenz  von  J]  als 
Nenner  auftritt: 

Äö  =  0(mod.«,,..,*„.^,), 
WO  G  die  a  nicht  enthält.    Setzt  man  jetzt  ^^^.i  ==  1;  so  wird 
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H  bei  der  Kronecker  sehen  Substitution  verscb  winden,  und 
es  ist  demnach  M  durch  JR  teilbar.  Nun  ist  äf  eine  homogene 
lineare  Form  der  af ;  also  JR  und  R  homogen  und  von  gleicher 
Dimension  in  den  af.     Demnach  wird 

B  =  BV 
und  V  eine  rationale  und  ganze  Form  der  u^j,  zu  deren  Be- 
stimmung irgend  eine  Spezialisation  der  a^g  ausreicht.  Da 
für  die  Resultante  eines  Systems  linearer  Formen  V=  JJ 
wird,  kann  man  im  allgemeinen  Falle  für  F^  ein  Produkt 
linearer  Formen  wählen  (wie  in  §  11)  und  ersieht  aus  der 
dort  gegebenen  Darstellung  die  auch  allgemein  gültige  Formel: 

in  der  die  s.  g.  Invarianteneigenschaft  der  Resultante 
ihren  Ausdruck  findet. 


Systeme  homogener  G-leichungeu. 

§  13.     Die  durch 

ausgedrückte  Eigenschaft  der  Resultante  zeigt  unmittelbar, 
daß,  wenn  man  die  Größen  af  als  Veränderliche  auffaßt,  die 
Resultante  verschwindet,  sobald  man  den  Größen 
af  solche  Werte  beilegt,  für  die  wenigstens  eines 
der  Gleichungssysteme 

eine  Lösung  besitzt.  Daß  aber  die  Resultante  auch  nur 
in  diesem  Falle  verschwindet,  ist  ein  für  die  Theorie  der 
Gleichungssysteme  fundamentaler  Satz,  mit  dem  wir  uns  jetzt 
näher  beschäftigen. 

Man  kann  die  m-\-l  Systeme  von  irgend  welchen  Ti  Glei- 
chungen Fi^^  =  0  mit  m  Unbekannten  in  einfacher  und  für  die 
geometrische  Interpretation  wichtiger  Weise  durch  die  Betrach- 
tung des  Systems  von  homogenen  Gleichungen  mit 
m  +  1  Unbekannten 


% 
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zusammenfassen.  Dabei  soll  jene  Lösung,  in  der  sämt- 
liche Unbekannte  den  Wert  0  erhalten  und  die  immer 
unabhängig  von  den  Werten  der  Koeffizienten  auftritt,  ein 
für  allemal  ausgeschlossen  werden. 

Ist  nun  ii,  .  .  .,  ?,„  +  !  irgend  ein  anderes  Wurzelsystem, 
so  ist,  wenn  X  eine  ganz  l^eliebige  Größe  bedeutet,  auch 
/It^,  .  .  .,  Al^^i  ein  Wurzelsystem  von  ^^  =  0.  Diese  Wurzel- 
systeme wollen  wir  als  eine  „wirkliche"  Lösung 


X^:  X^'.  '  •  '  '.  ^„4^.1  §1  •  b2  '  '  *  *  b: 


m  +  1 


zusammenfassen,  und  demnach  eine  zweite  Lösung  iq^,  . 
von  der  ersten  als  nicht  verschieden  ansehn,  wenn 


im  +  l 


li'h'-'-'  ?„,  +  !  =  %  :  ^2  •  •  •  •  :  ^: 


m  +  1  • 


Da  mindestens  eine  der  Größen  J,  z.  B.  |^-  von  0 
verschieden,  gibt  es  einen  und  nur  einen  Wert  l^  für  X,  so 
daß  A^5_,  =  1  wird,  und  x^  =  A^^^  ist  ein  Wurzelsystem 
der  Gleichungen  F^J^  =  0.  Umgekehrt  ergibt  jedes  Wurzel- 
system von  F^^  =  0  eine  Lösung  von  ^^  =  0,  in  welcher 
l^  =  1  ist. 

Jene  Lösungen  von  0-  =  O,  in  denen  ^j  =  0  ist,  pflegt 
man  aus  einfachen  geometrischen  Gründen  als  „im  Unend- 
lichen liegende'^  Lösungen  von  Fp  :^  0  zu  bezeichnen; 
es  ist  dies  eine  Erweiterung  des  Begriffs  der  Lösung,  durch 
welche  die  Ausnahmefälle  in  der  Theorie  des  Systems  F^  =  0 
beseitigt  werden;  dies  geschieht  schon  in  den  Elementen,  wenn 
z.  B.  in  dieser  Weise  der  „unendlich  ferne"  Schnittpunkt  zweier 
Geraden  u.  s.  f.  definiert  wird  (Kollineation). 

Der  zu  beweisende  Satz  nimmt  jetzt  die  folgende  einfache 
Gestalt  an: 

Die  Resultante  des  Systems 

^ii^l,  '  ■  'y  ^m  +  l)  (^  =  1;  •  •  •;  >^  +  1) 

Terschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  das  Gleichungs- 
system O-  =  0  eine  wirkliche  Lösung  besitzt. 
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Daß  im  Falle  des  Vorhandenseins  einer  wirklichen  Lösung 
die  Resultante  verschwindet,  ist  aus  den  Identitäten 

W2  +  1 

unmittelbar  klar;  es  ist  also  nur  die  Umkehrung  zu  erörtern. 
Dabei  ist  vor  allem  zu  bemerken,  daß  die  Dimension  n^ 
der  einzelnen  Formen  Q^  mit  diesen  selbstverständlich  gegeben, 
daß  aber  diese  Formen,  da  für  die  af  spezielle  Werte  an- 
genommen wurden,  nicht  mehr  regulär  zu  sein  brauchen.  Wir 
wenden  deshalb  wieder  die  allgemeine  (homogene)  lineare 
Transformation 

m+l 
k  =  l 

an,  durch  welche  die  Formen  Q^  in  reguläre  Formen  0.,  die 
Resultante  R  in  R  =  R  U^  übergeht.  Einer  „wirklichen" 
Lösung  von  O.  =  0  entspricht  eine  „wirkliche"  Lösung  von 
0.  =  0  und  umgekehrt;  R  und  R  können  nur  zu  gleicher 
Zeit  verschwinden;  es  wird  also  genügen,  wenn  wir  den  Satz 
für  das  transformierte  System  beweisen. 

Bildet    man    mit    durchweg    neuen    unbestimmten  Koeffi- 
zienten die  homogenen  Formen  der  x: 

Vi,--;  K  +  i      ™d       W,,...,   TF„.  +  i, 

deren  Dimensionen  n  —  w^,  .  .  .,  ^  —  ^m+i  seien,  wo  n  eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  nur  so  zu  wählen 
ist,  daß  alle  n  —  '^i^O  sind,  so  werden 

m-\-l  m-\-l 

2yA    und    2w,^i 

homogene  Formen  n^^^  Dimension  in  den  X]  und  die  Gleichungen 

m+l  m+l 

«=i  1=1 

besitzen  dann  und  nur  dann  eine  wirkliche  Lösung,  wenn  dies 
für  O,.  =  0  der  Fall  ist.     Bildet  man  daher 
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/m-\-l  m-\-l 


.\X^y  1 

SO  wird  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Existenz  einer  wirklichen  Lösung  von  0^  =  0  sich  dahin  aus- 
sprechen lassen,  daß  ein  Wertsystem  Ig,  .  .  .,  f^^i,  das  nicht 
aus  lauter  Nullen  besteht,  vorhanden  sein  muß,  für  welches 
jene  Resultante  verschwindet.  Für  diese  Werte  gibt  es  jeden- 
falls (weil  die  Formen,  deren  Resultante  wir  bilden,  regulär 
sind)  einen  zugehörigen  Wert  ^i,  so  daß 

wird;  wäre  aber  f^.  =  0  (i  =  2,  •  •  •,  m  +  1),  so  müßte  aus 
dem  angeführten  Grunde  auch  |j  =  0  sein. 

Ordnet  man  jene  Resultante  nach  den  Potenzprodukten 
der  in  den  F^  und  TF^  auftretenden  Unbestimmten  und  nennt 
die  Koeffizienten  0\  (i^  =  1,  .  .  .,  Ä;^),  so  ist  endlich  jene  Be- 
dingung so  zu  fassen,  daß  das  System  homogener  Gleichungen 

eine  wirkliche  Lösung  besitzen  muß.  Dabei  haben  die  O'. 
nach  ihrer  Bildung  die  weitere  Eigenschaft,  daß 

O;.^  =  0  (mod.  01,  ...,  ^^+i), 

wie  dies  aus  der  entsprechenden  Eigenschaft  der  Resultante 
durch  Vergleichung  der  neben  den  einzehien  Potenzprodukten 
auftretenden  Koeffizienten  unmittelbar  hervorgeht. 

Bei  genauer  Wiederholung  dieser  Schlüsse  gelangt  man 
schließlich  dazu,  jene  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
so  auszusprechen,  daß  das  System  homogener  Gleichungen 

in  dem 

ist,  eine  wirkliche  Lösung  besitzen  muß.     Für  die  Gültigkeit 
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dieses  Schlusses  ist  nur  notwendig,  daß  das  Formensystem 
^f^  durchweg  aus  regulären  Formen  bestehe.  Dies  ist  aber 
schon  durch  die  erstmalige  Anwendung  der  allgemeinen  linearen 
Transformation  auf  die  Formen  Q.  gesichert.  Wäre  es  nicht 
der  Fall,  so  würde  eine  lineare  Transformation  zu  regulären 
Formen  führen;  das  durch  eine  solche  erstrebte  Ziel  muß  aber 
schon  in  jener  allgemeinen  Transfoimation  erreicht  sein,  da 
jene  spezielle  Folge  zweier  linearer  Transformationen  in  der 
allgemeinen  als  spezieller  Fall  enthalten  ist. 

Nun  ist  aber,  als  homogene  Form  einer  Unbestimmten: 

Wi        (p.      X   Im     , 

m  'w      m  +  1 

folglich  besitzt  ^^  =  0  dann  und  nur  dann  eine  wirkliche  Lösung, 
wenn  die  cp^i^^,  die  Formen  der  Unbestimmten  u..j  sind,  sämt- 
lich verschwinden,  und  dabei  ist 

Um  die  Struktur  der  Größen  cp('")  genauer  zu  erforschen, 
wiederholen  wir  dieselbe  Reihe  von  Operationen  an  den  For- 
men 0.,  indem  wir  die  Größen  a^'  als  Unbestimmte  auffassen. 
Weil  nun  für  jene  speziellen  Werte  der  a^^  die  Formen  regulär 
bleiben,  und,  da  sie  homogen  sind,  auch  keine  Erniedrigung 
der  Dimension  stattfindet,  erhält  man  die  früheren  Formen 
immer  dadurch,  daß  man  in  den  allgemeinen  0('")  die  Werte 
der  af  einsetzt.  Nur  der  Fall,  wo  eine  Form  0(^'^  bei  Ein- 
setzung jener  Werte  identisch  verschwindet,  ist  in  dieser 
Schlußfolgerung  nicht  inbegriffen;  aber  auch  in  diesem  Falle 
werden,  wie  unmittelbar  zu  sehn,  aus  den  allgemein  gebildeten 
Formen  jene  speziellen  hervorgehn,  und  dabei  nur  eine  Reihe 
weiterer  Formen  auftreten,  die  bei  jener  Spezialisation  ver- 
schwinden. 

Für  ein  beliebiges  Gleichungssystem  0^=0  erhält  man 
mithin  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Existenz  einer  wirklichen  Lösung  in  der  Gestalt: 

9't>  =  0  ii„=l,...,lcj, 


1 

:  I 
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wo  die  g)(/")  Formen  der  af  und  u^j  sind,  die  also  für  die  in 
Betracht  kommenden  speziellen  Werte  der  af  verschwinden 
müssen. 

Dabei  haben  aber  die  op^.^'^  als  Formen  der  Unbestimmten 

^  'rn 

dj'  die  Eigenschaft,  daß  / 

wo  in  dem  hingeschriebenen  Modulsysteme  die  Q^  wieder  die 
allgemeinen  Formen  mit  unbestimmten  a}g^  bedeuten.  Daraus 
folgt  wie  früher,  daß  jedes  cpf''>  durch  die  Resultante  B 
der  allgemeinen  Formen  O^  teilbar  ist.  Ist  also  11  =  0,  so 
wird  auch  jedes  gpj.'")  =  0,  und  es  existiert  eine  wirkliche 
Lösung.     Damit  ist  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 

Bestimmte  und  unbestimmte  gewöhnliche  Systeme. 

§  14.  Es  sollen  jetzt  Systeme  von  m  homogenen  Grlei- 
chungen  mit  m  +  1  Unbekannten 

^f  (^i;  •  •  •;  ^m  +  i)  ==  Ö  (i  =  1,  .  .  .,  m) 

näher  untersucht  werden,  deren  Theorie  nach  dem  vorher- 
gehenden mit  derjenigen  von  m  nicht  durchweg  homogenen 
Gleichungen  mit  rn  Unbekannten,  F^{x^j  .  .  .,  x^  =  0 ,  zu- 
sammenfällt. Diese  Systeme  sollen,  ohne  daß  wir  auf  die  Be- 
zeichnung gerade  Gewicht  legen,  als  „gewöhnliche^^  bezeichnet 
werden,  im  Gegensatze  zu  solchen,  in  denen  die  Anzahl  der 
Gleichungen  kleiner  oder  größer  als  m  ist. 

Die  wichtigste  Frage  bezieht  sich  auf  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Lösungen.  Ist  diese  endlich,  so  soll  das  System 
bestimmt  heißen,  im  entgegengesetzten  Falle  unbestimmt. 
Der  Fall,  daß  gar  keine  wirkliche  Lösung  vorhanden  ist,  kann, 
wie  sich  ergeben  wird,  überhaupt  nicht  vorkommen. 

Ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  wirklichen  Lösungen 
endlich,  z.  B.  n,  so  wird  das  durch  die  allgemeine  lineare 
Transformation 

m  -\- 1 
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erhaltene   System 

wie  unmittelbar  klar,  auch  n  verschiedene  wirkliche  Lösungen 
besitzen,  und  in  keiner  davon  wird  ein  Xj^  Null  sein,  da 
dies  wegen 

m-j-l 

üx,==^Uj,Xj 
j=l 

m+1 

nur  dann   der  Fall  sein  kann,  wenn  ^  ü'jj^Xj   für  das   durch 

eine  Lösung  gegebene  Wertsystem  verschwindet.  Seien  nun 
die  n  verschiedenen  Lösungen 

WO  die  in  einer  Zeile  stehenden  Größen  nicht  sämtlich  Null 
sind,  so  kann  man  beliebig  viele  Reihen  von  Größen  (auch 
rationalen  Zahlen)  so  bestimmen,  daß 

^^jkhr  (r  =  1,  •  .  •,  >i;  Ä:  =  1,  .  .  .,  m  +  1) 

nicht  Null  wird  und  auch  die  Determinante  |  a_^;t  lo',Jt=i,...,m  +  i) 
nicht  verschwindet. 

Aus  der  Auflösung  der  Gleichungen 

m  +  l 

\ajjc\lkr'=^<^jkijr  (Ä;=l,  ...,  m  +  1) 

j=l 

ergeben  sich  aber  in  den  Formeln 

m-\-l       _ 

bjr  =  ^  ^jk^kr 
k  =  l 

solche    Größen    hjj^    (die    mit    den    üjj^    auch  rationale    Zahlen 

m-j-l  m-\-l 

sind),  daß,  wenn  Ujj^==hjj^  gesetzt  wird,  ^  üjj^Xj  in  ^a^^x^ 
übergeht.     Es  wird  also  keine  der  Größen 
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verschvrinden,  da  dies  auch  dann  nicht  der  Fall  ist,  wenn  statt 
der  Unbestimmten  Ujj^  die  Größen  hj,^  gesetzt  werden. 

Das  transformierte  System  ^.  =  0  hat  demnach  keine 
wirkliche  Lösung,  in  der  irgend  ein  x^^  den  Wert  0  annimmt, 
und  daraus  folgt  unmittelbar,  daß  das  System 

überhaupt  keine  wirkliche  Lösung  besitzt  (selbstverständlich 
unter  der  Voraussetzung,  daß  für  das  vorgelegte  System  nur 
eine  endliche  Anzahl  wirklicher  Lösungen  vorhanden  ist). 
Aus  dieser  Tatsache  folgt  endlich  auch,  daß  in  diesem  Falle 
(nach  dem  in  §  13  bewiesenen  Satze) 

von  NuU  verschieden  sein  muß. 

Hat  andrerseits  das  vorgelegte  System  unendlich  viele 
verschiedene  wirkliche  Lösungen,  so  gibt  es  unter  diesen  auch 
unendlich  viele  wirkliche  Lösungen,  in  denen  x^_^_^  nicht  Null 
wird;  diese  verschiedenen  Lösungen  von  0.  =  O  entsprechen 
immer    auch    verschiedenen    Lösunoren    von    (^/)_  .  =0: 

und  die  Glieder  höchster  Dimension  in  (^^)_  ,    sind   ein- 

fach  die  Glieder  von  (o!)^ 

Bildet  man  die  Resultante  des  Formensystems 

-  Xj  +  0,  (CP,)_^_^^_,       (^  =  1,  .  .  .,  m), 

so  wird  diese  nach  ihren  Grundeigenschaften,  nach  Potenzen 
von  z  geordnet: 

wo  N=n^j  .  .  .,  w^,  und 

Ist  also  li,  .  .  .,  J  eine  Lösung  des  Systems  (^/)  _^  =  0, 
und  setzt  man  weiter  in  dem  Modulsystem 
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^3  ^^  ^jy  ^  "^  ^jy 


so  wird 


i?»+iIf+---  =  o, 


% 


und  es  kann,  wenn  i?^^.i  nicht  Null  ist,  \.  höclistens  N  ver- 
schiedene Werte  erhalten. 

Wir  haben  damit  folgenden  Satz  gewonnen: 

Das  System  hat  eine  endliche  oder  unendliche  An- 
zahl verschiedener  wirklicherLösungen,  je  nachdem  die 
Form  JR^_^^{u)  von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist. 

Dabei  ist  der  Satz  sogleich  in  der  schärferen  Fassung  zu 
verstehen,  daß  jene  endliche  Anzahl  niemals  Null,  also  zu- 
mindest eine  wirkliche  Lösung  vorhanden  ist,  wie  dies  aus  der 
in  §  16  zu  entwickelnden  Theorie  jener  Systeme,  für  welche 
^»i  +  iW  Glicht  Null  ist,  unmittelbar  hervorgehen  wird. 

Noch  sei  bemerkt,  daß  homogene  Gleichungen  mit  m  -f-  1 
Unbekannten  „im  allgemeinen"  eine  endliche  Anzahl  von  ver- 
schiedenen Lösungen  besitzen.  Schreibt  man  nämlich  i^^^^i  (w) 
ausführlich        _ 

WO  die  ü  Potenzprodukte  der  u^  bedeuten  und  die  A  ratio- 
nale und  ganze  Formen  der  af  sind,  so  ist  dies  dann  und  nur 
dann  nicht  der  Fall,  wenn  die  Koeffizienten  af  den  Gleichungen 

genügen*). 

§  15.  Jene  Festsetzungen,  die  im  vorhergehenden  Para- 
graphen für  das  homogene  System  ^i{x^,  -  -  .,  ^„i  +  i)  ="  ^.» 
(i=l,...,m)  erfolgten,  können  unmittelbar  auf  das  nicht 
homogene  System 


*)  Man  kann  leicht  die  Analogie  verfolgen,  die  zwischen  den  Ent- 
wicklungen des  vorigen  und  jetzigen  Kapitels  besteht.  Dabei  ist  aber 
auch  der  prinzipielle  Gegensatz  zu  beachten,  nach  dem  dort  die  Anzahl 
der  Gleichungen  nicht  durch  die  Anzahl  der  Unbekannten  beschränkt 
war,  während  jetzt  andrerseits  durch  die  Hinzunahme  der  „im  Unend- 
lichen" liegenden  Wurzeln  das  zu  behandelnde  Problem  wieder  eine  Er- 
weiterung erfuhr. 
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Fi{x„  ...,xj  =  0     (i=l,....m) 

überti-agen  werden. 

Aiicli  dieses  „gewöhnliclie"  System  (in  welchem  die  An- 
zahl der  Unbekannten  mit  der  Anzahl  der  Gleichungen  über- 
einstimmt) soll  bestimmt,  bez.  unbestimmt  heißen,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  verschiedenen  wirklichen  Lösungen  — 
Wurzelsysteme  und  „im  Unendlichen  liegende^'  Lösungen  — 
endlich,  bez.  unendlich  ist. 

Wir  kennen  nach  §  14  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  ein  solches  System  bestimmt  sei.  Es 
wird  aber  zweckmäßig  sein,  die  Fragestellung  nochmals  auf- 
zunehmen und  so  durchzuführen,  daß  wir  die  allgemeine  lineare 
Transformation  der  Formen  O.  (d.  h.  geometrisch  gesprochen, 
das  Prinzip  der  KoUineation)  nicht  benutzen.  Im  übrigen 
soll  auch  jetzt  nur  die  Theorie  der  Resultanten  —  und  nicht 
die  allgemeine  Theorie  der  Elimination  —  benutzt  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  fügen  wir  den  Formen  F^ix-^,  .  .  .,  x^ 
noch  die  weitere  Form 

m 
j  =  l 

hinzu    und    bezeichnen    die    Resultante    des    so    entstandenen 

Formensystems 

/ 

Xi .  .  ...     X^, ,  i 


als  Eliminante   des   Systems  F.  (in  Bezug  auf  z  =^t^x^. 
Diese  ist,  ausführlich  geschrieben:  ^^^ 

E{z;  h, . . .,  Q  =  B^^,^"  +  B:,,,,,"-^  +  ■■■■ 
Versteht    man    unter    g).   den    Komplex    der    Glieder   höchster 
(w^*®')  Dimension  in  F.^  also   eine  homogene  Form,  so  ist  in 
jener  Eliminante 

während    jR^^  +  j    u.  s.  w.    auch    die   Unbestimmten    t^,  .  .  .^  t^ 
enthalten. 
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Man  hat  dann  folgenden  Satz: 

Das  System  F.(x^y  .  .  .,  x^)  =  0,  {i=l,...,m)  ist 
bestimmt  oder  unbestimmt,  je  nachdem  die  als  Elimi- 
nante  bezeichnete  Form  E{z'^t^,  .  .  .,t^  von  Null  ver- 
schieden oder  gleich  Null  ist. 

Ist  nämlich  |^,  .  .  .,  |^  ein  Wurzelsystem  von  F.  =  0, 
imd  sind  Zy  t^,  .  .  .yt^  irgend  welche  Größen,  die  der  Gleichung 

m 

genügen,  so  wird  die  Form  E  —  ihrer  Bedeutung  als  Re- 
sultante gemäß  —  für  jedes  solche  Wertsystem  von  Zyt^y...yt^ 
verschwinden.  Daraus  folgt  aber  nach  den  in  Kap.  V.  §  7 
benutzten   Methoden    oder    auch    einfacher    nach    dem    in    der 

m 

Fußnote  gegebenen  Hilfssatze*),  daß  E  durch  z — ^  ^j^j 
teilbar  ist. 


*)  Statt  der  im  Text  citierten  Entwicklungen  der  allgemeinen  Eli- 
minationstheorie  genügt  der  folgende  einfache  Hilfssatz  (nicht  nur  an 
dieser  Stelle,  sondern  auch  bei  den  später  öfter  anzuwendenden  analogen 
Schlüssen) : 

Ist  P{2i,  z^,  .  .  .)  irgend  eine  in  dem  orthoiden  Bereiche  (A) 
irreduzible  Form,  und  die  von  0  verschiedene  Form  ^{z^^  s^^...) 
gleich  Null  für  jedes  aus  {A}  entnommene  Wertsystem 
^1,  ^2,  .  .  .,  das  P(^i,  ^2,  .  .  .)  =  0  gibt,  so  muß  $  durch  P  teil- 
bar sein. 

Jedenfalls  muß  eine  der  Unbestimmten,  z.  B.  0^ ,  in  $  und  P  wirk- 
lich enthalten  sein,  sonst  kann  man  unmittelbar  ein  Wertsjstem  ^^  , 
|;2,  ..  .  bilden,  für  das  P  Null  wird  und  $  nicht  verschwindet.  Dann 
muß  aber,  wenn  $  nicht  durch  P  teilbar  ist,  die  Resultante  von  $ 
und  P  nach  z^ ,  die  mit  Z  bezeichnet  werden  möge,  von  Null  verschieden 
sein,  und  man  hat  die  Relation 

Z=  Z,^  -\-  Z,P. 

Man  kann  aber  für  z^,  z^,  .  .  .  solche  Werte  wählen,  daß  Z  und 
der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  z^  in  P  von  Null  verschieden 
werden.  Diesen  Werten  ^g,  ^g ,  .  .  .  entspricht  aber  jedenfalls  ein 
Wert  z^  =  ^1 ,  für  den  P  =  0  wird ;  und  für  dieses  Wertsystem  wäre 
^1  $  =  Z,  also  im  Gegensatze  zur  Annahme  Z^  ^  und  demnach  auch  P 
von  Null  verschieden. 
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Ebenso  wird  die  Form  E  —  wieder  infolge  ihrer  Be- 
deutung als  Resultante  —  für  jedes  Wertsystem  t^^,  .  .  .,  t^^ 
verschwinden,  das  der  Gleichung 

m 

genügt,  wenn 

^1  •  *  ■  ■  •  ^m  "^^  ^1  •  ■  ■  ■  *  *?TO 

irgend    eine    im   Unendliclien   liegende    wirkliche  Lösung   von 

F.  =  0  ist.  In  diesem  Falle  muß  also  E  durch  ^  tj)]j 
teilbar  sein.  ^~ 

Den  verschiedenen  Lösungen  von  F.  =  0  entsprechen 
demnach  verschiedene,  auch  nicht  äquivalente  lineare  Teiler 
von  E.  Ist  aber  E  nicht  NuU,  so  besitzt  diese  Form  nur 
eine  endliche  Anzahl  linearer  Teiler,  und  es  muß  demnach  für 
den  Fall  eines  unbestimmten  Systems  jedenfalls  die  Eliminante 
identisch  verschwinden. 

Um  jetzt  den  Fall  eines  bestimmten  Systems  näher  zu 
untersuchen,  für  welches  sowohl  die  Anzahl  der  Wurzelsysteme, 
als  auch  diejenige  der  im  Unendlichen  liegenden  Lösungen 
endlich  ist,  seien  die  Wurzelsysteme  eines  solchen  Systems, 
soweit  solche  überhaupt  vorhanden  sind: 

fel/t;  ^2k>  •  •  •;  temJfc  ("-'  =  I?  •  •  •;  ^j 

und  seine  im  Unendlichen  liegenden  verschiedenen  wirklichen 
Lösungen  wieder,  soweit  solche  vorhanden  sind: 

Bildet  man  aus  diesen  die  Formen: 

m  r/i 

SO  gibt  es  jedenfalls  Wertsysteme  J,  t^,  .  .  .,  t^  von  der  Be- 
schaffenheit, daß  keine  dieser  Formen  verschwindet,  wenn  in 
ihnen  ^,  r^,  .  .  .,  t^  statt  z,  t^^  .  .  .,  t^^^  gesetzt  wird.  Demnach 
besitzt  das  Gleichungssystem 

König,  algebraische  Größen.  20 
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m 

-f;  =  o,  i-2^,x,  =  o 

keine  Lösung,  und  es  muß  demnacli  -E(f;  %, .  .  .,  t,J  von  Null 
verschieden  sein.  Es  kann  also  E{Zj  t^y  .  .  .,  t^  nicht  identisch 
verschwinden,  und  damit  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz 
vollständig  bewiesen. 

Auf  Grundlage  dieser  Betrachtungen  kann  noch  die  Ge- 
stalt der  Eliminante  eines  bestimmten  Systems  genauer 
präcisiert  werden: 

Gehören  zu  den  für  diesen  Fall  gebildeten  linearen 
Teilern  der  Eliminante  die  Exponenten  C;^»  ^®2-  ^v  ^^ 
wird  die  Eliminante: 

E{z, t„ . . , tj = Qnu-2M  n  (2rinh) , 

und  in  dieser  die  Größe  Q,  die  jedenfalls  von  Null  ver- 
schieden sein  muß,  weil  das  System  ein  bestimmtes 
ist,  ein  von  ^,  t^,  -  .  -,  t^  unabhängiger  Koeffizient. 

Wäre  nämlich  Q  eine  wirkliche  Form  von  ^,  ^^,  .  . .,  ^^, 
so  müßte  jedenfalls  einer  ihrer  irreduzibeln  Teiler  P  dieselbe 
Eigenschaft  besitzen.  Dann  gibt  es  aber  ein  Wertsystem 
^,  r^,  . . .,  r^,  für  welches  P  verschwindet,  während  jene  linearen 
Teiler  sämtlich  von  Null  verschiedene  Größen  sind.  Im  ent- 
gegengesetzten Falle  müßte  das  Produkt  jener  linearen  Teiler 
durch  P  teilbar  sein,  was  nach  der  für  die  c,^  und  c^  fest- 
gesetzten Bedeutung  nicht  möglich  ist.  Für  jenes  Wertsystem 
J,  Tj,  .  .  .,  T^  verschwindet  also  §,  während  die  linearen  Teiler 
von  Null  verschieden  sind.  Es  gäbe  also  eine  Lösung  des 
Systems 

m 

F,  =  0,    -^TjXj  +  i  =  0, 

der  ein  neuer  linearer  Teiler  von  Q  entsprechen  müßte.  Das 
ist  aber  nicht  möglich,  wenn  jene  Aufzählung  der  Lösungen, 
wie  vorausgesetzt  wurde,  eine  vollständige  ist. 
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Man  ersieht  hieraus  noch,  daß  ein  bestimmtes  System 
Ji".  =  0  dann  und  nur  dann  ein  Wurzelsystem  besitzt, 
wenn  die  Eliminante  die  Unbestimmte  0  wirklich 
enthält*). 

Die  Wurzelsysteme  können  in  diesem  Falle  durch  Zurück- 
fühiTing  auf  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  in  einfachster 
Weise  bestimmt  werden. 

Bildet  man  den  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  von  E 

und  ^—  und  entfernt  ihn  aus  E,  so  erhält  man 

dz  ^ 

m 

Q  (^;  h,  ■  ■  ■>  Ü  =  -^Hi^  -  2Jt,tj,), 

wo  A  von  den  t  unabhängig  ist  und  die  Discriminante 
von  Q  eine  von  0  verschiedene  Form  der  t  wird.  Man  kann 
ferner  t^  =  a^  so  bestimmen,  daß  z.  B.  die  a^  rationale  und 
ganze  Zahlen  sind,  und  Dscr.  p(^;  a^,  .  .  .,  a^)  von  Null  ver- 
schieden ist. 
Da  aber 


als  Fonn  der  t  Null  ist,  muß  auch  die  Derivierte  nach  tj  ver- 
schwinden, d.  h. 

sein. 

Setzt  man  daher 

was  durch  das  Zeichen  [.  .  .J^^  angedeutet  werden  soll,  so  be- 
stimmt die  Gleichung 

*)  Die  Anzahl  der  Wurzelsysteme  kann  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden sein,  auch  wenn  die  Eliminante  Null  ist;  dies  zeigt  schon  das 
einfache  Beispiel  des  Systems: 

X,  =  0,      x^  (X,  +  1)  =  0,       x^  {x,-\-  1)  =  0 . 

20* 
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geradezu  die  Größen  ^j^(k  =  1,  .  .  .,  v),  und  darauf 

die  Größen  1^^  durch  rationale  Operationen  aus  ^^,;  denn 

es  kann  Tk^        niemals  verschwinden :  sonst  wäre  nämlich  im 

Gegensatze  zur  Bildung  der  Gleichung  q{2'^  a^j  .  .  .,  a^)  =  0 
die  Größe  0  ==  ^,^  keine  einfache,  sondern  eine  mehrfache  Wurzel 
dieser  Gleichung. 

Diese  Darstellung  definiert  endlich  auch  die  Multi- 
plizität  des  Wurzelsystems  ^^^,  .  .  .,  |^^  durch  den  Ex- 
ponenten Cj^j  der  dem  linearen  Faktor  0  —  -^h^jk  i^  ^  '^^~ 
kommt;  diesem  entsprechend  bezeichnet  man  das  Wurzelsystem 
^lU  •  •  •;  imk  ^Is  C},-i2iQ,h.Q^'^  oder  sagt  auch,  daß  die  Größen 
5ijt?  •  •  •?  imk  i^  diesem  Falle  c^  zusammenfallende  Wurzel- 
systeme darstellen.  Ganz  ähnlich  ergeben  die  Exponenten 
Ci  die  Multiplizität  der  im  Unendlichen  liegenden  Lösungen. 

§  16.  Wir  knüpfen  wieder  an  die  Entwicklungen  des 
§  14  an  und  untersuchen  das  System 

unter  der  Voraussetzung,  daß  es  nur  eine  endliche  Anzahl  wirklicher 
Lösungen  besitzt,  also  die  Resultante  der  Formen  (^J^^^^^^^o, 
die  wie  früher  mit  R^^^{u)  bezeichnet  wird,  von  Null  ver- 
schieden ist*). 

Da  sich  bei  einer  homogenen  linearen  Transformation  an 
der  Fragestellung  nichts  ändert,  kann  man  wie  früher  auf  das 
System 

^ife;  •  •  ',  ^m  +  l)  =  0 

*)  Für  den  Fall  unendlich  vieler  wirklicher  Lösungen  tritt 
die  im  vorigen  Kapitel  entwickelte  allgemeine  Eliminationstheorie  ein. 
Dabei  ergeben  sich  insbesondere  wichtige  Gesichtspunkte,  wenn  man 
die  im  Unendlichen  liegenden  Lösungen  von  den  endlichen  sondert,  d.  h. 
einmal  x^^^  =  0 ,  das  andre  Mal  x.^^  + 1  =  1  setzt,  was  selbstverständlich 
alle  Lösungen  umfaßt. 
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übergehn  und  dabei  die  Größen  u^j  als  Unbestimmte  betrachten, 
oder  aber  auch  diesen  bestimmte  (auch  rationale  und  ganz- 
zahlige)  Werte  zuschreiben,  für  welche  \u.j\  und  R^_^^(;u) 
nicht  Null  sind. 

Da  nun  für  eine  wirkliche  Lösung  ^^+i  niemals  Null 
wird,  kann  man  ^„,^.i  gleich  Eins  setzen  (oder,  was  auf  das- 
selbe     hinauskommt,     den     Nenner     ^5+i     hinzufügen     und 


,  •  •  •  als  Unbekannte  ansehn). 
Das  Gleichimgssystem 

ordnet  sich  also  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  unter- 
suchten Falle  ein  und  gibt  mit  der  Eliminante  die  Gleichung. 

Ä„+x  (»)  ^^  +  ^L'Vi  W^*-'  +  ■  ■  •  +  Jijf+:  =  0 , 

aus  der  sich  sämtliche  Lösungen  bestimmen. 

Diese  drückt  das  s.  g.  Bezoutsche  Theorem  aus, 
nach  dem  m  homogene  Gleichungen  mit  m  +  1  Un- 
bekannten entweder  unendlich  viele  oder  genau 
N  ==  riy^  .  .  .  n^  wirkliche  Lösungen  besitzen,  wenn  jede 
solche  Lösung  so  oft  gezählt  wird,  als  es  ihre  in  §  15 
definierte  Multiplizität  angibt. 

Sind  die  u  so  gewählt,  daß  Ii^^^{u)  von  Null  verschieden, 
so  geben  sämtliche  wirkliche  Lösungen  auch  endliche  Wurzel- 
systeme; für  jene  algebraische  Mannigfaltigkeit  homogener 
linearer  Transformationen,  deren  Koeffizienten  ^i^j  so  gewählt 
sind,  daß  _ 

Jt™+iW  =  o,  ...,«*+!' =  0 

ist,  liegen  h  wirkliche  Lösungen  „im  Unendlichen",  d.  h.  für 
diese  ist  x^_^^=^  0.  Dies  kann  auch  für  sämtliche  Lösungen 
der  Fall  sein,  wenn  i?S^+\  allein  von  Null  verschieden  ist. 

Daß  sämtliche  Koeffizienten  der  Eliminante  verschwinden, 
ohne  daß  |  Ui^  \  =  0  ist,  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
das  System  unendlich  viele  verschiedene  wirkliche  Lösungen 
besitzt. 
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§  17.     Es  sollen  wieder  die  Formen 

ig) 
allgemeine  Formen  >^/®'■  Dimension  sein;  insbesondere  schreiben  wir 

■f;  =  9',  +  ---, 

wo  (p^  den  Komplex  der  Glieder  n^^^  Dimension  in  F^^  also  eine 
„allgemeine"  homogene  Form  n^^^  Dimension  bedeutet.   Dann  ist 


1 


■^■■— C:::::j 


von  Null  verschieden,  und  das  System  hat  N  wirkliche  Lösungen, 
von  denen  keine  im  Unendlichen  liegt,  also  auch  N  Wurzel- 
systeme. Daß  diese  auch  sämtlich  verschieden  sind,  kann  man 
in  einfachster  Weise  durch  irgend  ein  spezielles  Beispiel  er- 
härten, in  dem  die  Größen  af  so  gewählt  sind,  daß  die  Formen 
Fi  keine  Erniedrigung  der  Dimension  erfahren,  und  dabei  doch 
das  Gleichungssystem  jP-  =  0  genau  N  voneinander  ver- 
schiedene Wurzelsysteme  besitzt.  Ein  solches  Beispiel  bietet 
das  System 

Xl      =   X2  )    X2     X^  ,    •    •    •  ;    Xi       ^/  _[_  1  ,    .    .    .  ,    Xfti       —    1  , 

dem  wir  dann  und  nur  dann  genügen,  wenn  x^  gleich  irgend 
einer  N^°^  Einheitswurzel  gesetzt  wird,  und  für  x^,  .  .  .,  x^^  die 
aus  der  ersten,  zweiten,  .  .  .  Gleichung  resultierenden  Werte 
genommen  werden. 

Fügt  man  dem  Systeme 

die  weitere  Gleichung 

F„^t  +  ^  =  0 
hinzu  (in  der  -F^^i  eine  allgemeine  Form  von  der  Dimension 
*^m+i   bedeutet),  so  wird  die  Resultante    der   Formen  F^  und 
^«+1+^  (^ach  §  5  und  9): 
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da  keine  unendlichen  Lösungen  existieren,  dann  und  nur 
dann  Null,  wenn  für  ein  Wurzelsystem  von  F.  =  0  auch 
2  +  jP,^^!  =  0  wird. 

Bezeichnen  wir  also  die  N  Wurzelsysteme  von  F-  =  0  mit 

Si/fc7  fe2/fc7  •  •  ')  ^mkf  (A;  =  1,  . .  .,  N) 

wo  die  5  bestimmte  algebraische  Funktionen  der  a^^  sind, 
so  wird  jene  Resultante  dann  und  nur  dann  Null,  wenn  ^ 
einen  der  Werte 

—  K  +  i  (iik,  '  •  •;  Li)  (^  =  1,  .  .  .;  ^) 

annimmt.  Diese  Werte  sind,  da  die  Koeffizienten  von  -F^  +  i 
wieder  neue  Unbestimmte  sind,  untereinander  durchaus  ver- 
schieden; denn  aus 

würde  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  der  linearen  Glieder 

fel/t  "^^  ^IV   '  •  -7   ^mk  ""^  ^ml 

folgen,  was,  wie  eben  bewiesen  wurde,  nicht  stattfindet. 
Die  Gleichung 

hat  mithin  genau  die  N  voneinander  verschiedenen  Wurzeln 
—  -^m+iCIu;  •  •  -,  Lk)y  ^nd  es  ist  demnach 


N 

u 

k  =  l 


ij  =  ie+v./7i^„+x  du.  •••,!«*)• 


Andrerseits  geht  die  Resultante  der  Formen  i'^.,  i^^^^  +^, 
wenn  0  =  0  gesetzt  wird,  da  dies  mit  keiner  Erniedrigung 
der  Dimension  verbunden  ist,  in  die  Resultante  von  jPj,  ...,  jP^^^ 
über,  imd  diese  ist  demnach  B.     Man  erhält  also 

WO  noch 

B„,,  =  Res:  C^"  •  •  •'  ^"')  . 
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Es  ist  dies  die  von  Poisson*)  gegebene  Darstellung 
der  Resultante,  die  sich  unmittelbar  als  Verallgemeinerung 
der  für  die  Resultante  zweier  Formen  in  Kap.  III.  §  24  ge- 
gebenen Gestalt  erweist.  Dabei  sind  die  Größen  ^jj^  alge- 
braische Funktionen  der  in  den  allgemeinen  Gleichungen 
F.  =  0  auftretenden  unbestimmten  Koeffizienten  af.  Insofern 
es  sich  um  Gleichungen  mit  bestimmten  Koeffizienten  handelt, 
ist  diese  Gestalt  der  Resultante  wieder  eine  symbolische, 
da  zuerst  die  Umrechnung  in  die  frühere  Gestalt  voraus- 
gesetzt wird. 

Diese  Poissonsche  Darstellung  der  Resultante  führt  zu 
einer  Erweiterung  des  Begriffs  der  symmetrischen  Form,  mit 
welcher  wir  uns  nun  näher  beschäftigen  müssen,  da  sie  einen 
tieferen  Einblick  in  diese  Bildungen  gestattet  und  insbesondere 
die  Untersuchung  der  s.  g.  Discriminante  wesentlich  erleichtert. 

Symmetrische   Formen   von   mehreren  G-rößen- 
systemen**). 

§  18.     Es  seien 
mn  Unbestimmte,  von  denen  die  in  einer  Spalte  stehenden 

je  ein  „System",  insbesondere  die  soeben  hingeschriebenen  das 
System  (j)  bilden.  Eine  Yertauschung  der  Systeme  (j)  und 
(Je)  bedeutet  demnach  eine  solche  Yertauschung  der  Unbestimm- 
ten, bei  welcher  x.j  und  x^J^  für  jedes  i  zugleich  vertauscht 
werden.  Jede  mögliche  Vertauschung  der  gegebenen  n  Systeme 
wird  demnach  durch  ein  Symbol 


*)  „Sur  Felimination  dans  les  equations  algebriques."     Journal  de 
l'ecole  polytechnique,  Tome  IV.  Cah.  11.  pag.  199. 

**)  Die  Theorie  dieser  Formen,  die  bis  auf  War  in  g  zurück- 
zuführen ist,  wurde  zum  ersten  Male  von  Schläfli  genauer  dargelegt: 
„Über  die  Resultante  eines  Systems  mehrerer  algebraischer  Glei- 
chungen" (Denkschr.  d.  kais.  Akad.  d.  Wiss.  in  Wien.  Math.-nat.-wiss. 
Cl.  IV.  Bd.  2.  Abt.  1852). 
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(1),   (2),...,   (n) 


/(l),   (i^),  ..,   {n)\ 

\0l);  O2)?  •••.  O'J/ 


bezeichnet  werden  können,  wo  ji,  J2y  •  •  •?  i„  die  Zahlen  1,  . .  .^  n 
in  einer  beliebigen  Anordnung  bedeuten. 

Eine  symmetriscbe  Form  der  n  Systeme  x.j  ist 
eine  solche,  die  bei  jeder  Vertauschung  der  Systeme 
uncreändert  bleibt. 

Jede  solche  symmetrische  Form  besteht  der  Natur  der 
Sache  nach  aus  Gliedern  von  der  Gestalt  ÄX,  wo  ^  eine 
Größe  jenes  holoiden  Bereichs  ist,  dem  die  Form  entstammt, 
und  X  ein  Potenzprodukt  der  x^jy  also  ausführlich 

V  ^«^11  ^<*»il  /y.'»12  ^«m2  /y.«lA:  ^^mk 

^  —  X^.^   .  .  .  X^.^    X^.^   .  .  .  X^^.^    .  .  .  X^.^   .  .  .  X^.^ 

ist,  und  h^  n.  Wendet  man  auf  dieses  Fotenzprodukt  alle 
möglichen  Vertauschungen  der  n  Systeme  an  und  bildet  die 
Summe  aller  so  auftretenden  verschiedenen  Potenzprodukte,, 
so  ist  diese  Summe,  die  kurz  mit 

EX 

bezeichnet  werden  möge,  eine  symmetrische  Form  der  x^fy 
denn  zwei  verschiedene  Potenzprodukte  ergeben  bei  einer 
solchen  Vertauschung  wieder  verschiedene  Potenzprodukte;  die 
Summe  aller  verschiedenen  Potenzprodukte  bleibt  also  bis  auf 
die  Anordnung  ungeändert. 

Die  durch  ein  Potenzprodukt  X  in  dieser  Weise  definierte 
symmetrische  Form  UX  von  besonders  einfacher  Struktur 
wird  als  typische  symmetrische  Form  oder  auch  kurz  als 
„Type^'  bezeichnet;  und  es  ist  unmittelbar  klar,  daß  jede 
symmetrische  Form  sich  in  der  Gestalt 

Ä,T,-{-A^T,  +  ---  +  A,T, 

schreiben  läßt,  wo  Tq,  T^,  .  .  .,  T^  verschiedene  Typen,  T^  ins- 
besondere 1  bedeutet,  und  Aq,  A^,  ...  Koeffizienten  der  vor- 
gelegten Form  sind. 

Unter  den  Typen  erwähnen  wir  zuerst  die  elementaren 
symnietrischen  Formen,  die  in  Bezug  auf  jedes  Größen- 
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System  x^j,  .  .  .,  x^j  linear  sind,  also  ausführlich  geschrieben 
von  der  Gestalt 

sind,  wo  Ti  ^Uy  j^y  .  .  .,  j^.  voneinander  verschiedene  h  Zahlen 
aus  der  Reihe  1,  .  .  .,  w  bedeuten,  und  endlich  r^,  .  .  .,  r,^  irgend 
vrelche  gleiche  oder  verschiedene  Zahlen  aus  der  Reihe  1 ,  . . .,  w 
sind.  Die  Anzahl  der  elementaren  symmetrischen  Formen  ¥^^ 
Dimension  wird  durch  die  Anzahl  der  Glieder  in  dem  als 
Form  der  t  gefaßten  Ausdrucke 

gegeben,  indem  als  Koeffizient  eines  Potenzproduktes  t^  .  .  .  t^ 
ein  Ausdruck  von  der  Gestalt 

auftritt,  ferner  die  verschiedenen  Potenzprodukte  und  die  hin- 
geschriebenen ersten  Glieder  dieser  Ausdrücke,  und  dann  wieder 
diese  ersten  Glieder  und  die  verschiedenen  elementaren  sym- 
metrischen Formen  k^^^  Dimension  sich  gegenseitig  eindeutig 
entsprechen.  Es  ist  demnach  die  Anzahl  der  elementaren 
symmetrischen  Formen  h^^^  Dimension  (Kap.  II.  §  8) 


I 


/m  +  1:  —  1\ 


und  die  Anzahl  sämtlicher  elementaren  symmetrischen 
Formen 

ärryr:')-'- 

Ist  die  Anzahl  der  in  einem  Systeme  enthaltenen  Größen 
m  =  1,  so  erhält  man  die  elementaren  symmetrischen  Formen 
einer  Größenreihe  x^^,  ^'127  •  •  v  ^i«  i^  Sinne  der  Kap.  IL  §  10 
entwickelten  Theorie,  die  sich  als  spezieller  FaU  diesen  Er- 
örterungen einfügt.  Die  Anzahl  der  elementaren  symmetrischen 
Formen  ist  also  nur  dann  gleich  der  Anzahl  der  Unbestimmten, 
wenn    m  =  1,    in  jedem   anderen  Falle  aber  größer.     Daraus 
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folgt  aber  ein  wesentliclier  ünterscliied  zwischen  dem  früher 
behandelten  speziellen  Falle  und  den  jetzigen  allgemeinen  Er- 
örterungen. Die  elementaren  symmetrischen  Formen  einer 
Größenreibe  waren  von  einander  unabhängig  (Kap.  IL  §  15). 
Jetzt  sind  sie  durch  algebraische  Relationen  verknüpft,  und  die 
Anzahl  der  voneinander  unabhängigen  kann  nicht  größer 
als  mn  sein  (Kap.  V.  §  15  u.  18).  Sie  ist  sogar  gleich  mn) 
denn  es  gilt  der  Satz*): 

Unter  den  elementaren  symmetrischen  Formen 
gibt   es   genau   mn   voneinander   unabhängige   Formen. 

Der  Beweis  wird  am  einfachsten  so  geführt,  daß  wir  eine 
solche  Reihe  unabhängiger  Formen  wirklich  geben.  Es  sind 
dies  die  elementaren  symmetrischen  Formen  (im  früheren  ein- 
facheren Sinne  des  Wortes)  der  Reihen 

^tl;  ^i2>  '  '  •?  ^in  (^  =  1;  .  .  .j  m)  j 

die  mit 

bezeichnet  werden  mögen.  Dann  ist  die  Funktionaldeterminante 

geradezu  gleich  dem  Produkte  der  7n  Funktionaldeterminanten 

Dieses  ist  (nach  Kap.  IL  §  15)  nichts  anderes  als 

n{^ir  —  ^i.)      {r,s=l,...,n;r<s), 

r,  3 

und  demnach  in  der  Tat  von  Null  verschieden,  womit  der 
Satz  bewiesen. 

§  19.  Ohne  die  hier  anknüpfenden  allgemeinen  Theorien 
weiter  zu  entwickeln,  gehn  wir  unmittelbar  auf  den  folgenden, 
für  unsre  Anwendungen  wichtigen  Hauptsatz  über:  . 


*)  Fr.  Junker,  Math.  Annalen,  38.  Bd.,  pag.  91. 
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Jede  rationale,  in  Bezug  auf  die  n  Systeme 
x^^y  .  .  .,  x^^j  symmetrische  Form  ist  als  rationale 
Form  der  elementaren  symmetrischen  Formen  dar- 
stellbar. 

Man  sieht  unmittelbar,  daß  es  genügt,  den  Satz  für  Typen 
zu  beweisen.  Wir  unterscheiden  nun  die  Typen  nach  der 
Anzahl  der  in  den  einzelnen  Gliedern  auftretenden  verschie- 
denen Systeme  und  führen  den  Beweis  zuerst  für  solche 
(„einförmige")  Typen,  in  denen  jedes  einzelne  Glied  nur  Un- 
bestimmte eines  Systems  enthält. 

Setzt  man 

m 

2;=^<<%        (i  =  i,..,w), 

i  =  l 

WO  t^y  .  .  .,  t^  neue  Unbestimmte  bedeuten,  so  werden  die 
elementaren  symmetrischen  Formen  der  n  Größen  T^  ihrer 
direkten  Bildung  nach  homogene  Formen  der  t,  deren  Koeffi- 
zienten geradezu  elementare  symmetrische  Formen  der  Größen- 
systeme ^1^,  .  .  .,  x^j  sind,  und  es  ist  demnach  auch 

eine  homogene  Form  der  t,  deren  Koeffizienten  sich  rational 
und  ganz  aus  jenen  elementaren  symmetrischen  Formen  zu- 
sammensetzen.    Um  also  die  Type 


mj 


ZU  erhalten,  hat  man  nur  öt  =  a^  -]-•••  -j-  a^  zu  setzen  und 
in  der  Darstellung  von 

n  n 

^T]  =2{hx,,  +  tAi  +  ■  ■  •  +  t„.xj 

den  Koeffizienten  von  f^  .  .  .  f^  zu  bestimmen,  der  sich  einer- 
seits als  das  Produkt  aus  einem  Polynomialkoeffizienten  und  T(^), 
andrerseits  als  rationale  und  ganze  Form  jener  elementaren 
symmetrischen  Formen  ergibt. 
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Wenn  wir  annehmen^  daß  diese  Darstellungsmethode  für 
solche  Typen  schon  erledigt  ist,  deren  Glieder  sich  aus 
Jt  —  1  oder  weniger  verschiedenen  Systemen  zusammensetzen, 
so  können  wir  eine  ebensolche  auch  für  diejenigen  („Ä^-förmi- 
gen")  Typen  festsetzen,  deren  Glieder  Unbestimmte  von  k 
verschiedenen  Systemen  enthalten.     Ist  nämlich 

eine  solche  Type,  so  wird  das  Produkt  der  beiden  Typen 

'^^      1^1  m^i  >  -^^     1^2  mj^  Ijk  mJi; 

sich  gewiß  als  rationale  Form  der  elementaren  symmetrischen 
Formen  darstellen  lassen.  Andrerseits  gibt  die  Ausführung 
der  Multiplikation  die  Type  T^^^  multipliziert  mit  einer 
rationalen  und  ganzen  Zahl,  wenn  wir  alle  Glieder  nehmen,  in 
denen  j^  von  j^,  ---yjk  verschieden  ist.  Alle  andern  Glieder 
des  Produkts  enthalten  höchstens  h  —  1  Systemen  angehörige 
Unbestimmte  und  können  daher  in  höchstens  k — I-förmige 
Typen  zusammengefaßt  werden;  damit  ist  die  geforderte  Dar- 
stellung von  T(*")  wirklich  gefunden. 

§  20.     Es  sei 

F,{x,,...,xj  =  0         (^  =  1,  ...,  m)  (1) 

ein  „allgemeines^^  Gleichungssystem,  d.  h.  ein  solches,  in  dem 
Fi  eine  „allgemeine"  Form  n^^^  Dimension  bedeutet.  Dasselbe 
besitzt  demnach  N  =  n^  .  .  .  n^^  Wurzelsysteme    , 

WO  die  Größen  |  als  algebraische  Funktionen  der  Koeffizienten 
fl^'  zu  fassen  sind. 

Indem  man  die  Eliminante  nach  §  15  dieses  Kapitels  bildet, 
erhält  man  die  Gleichung 

Hm^^^"  +  m,^"-'  +  ■■■  +  RSt  =  0,  (2) 

deren  Wurzeln  die  N  linearen  Formen 
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m 

2h%,  iJ=l,...,N) 


sind.     Dabei  ist 


^"- »•■(:;: :;:;::) 


wo  9?^  die  Glieder  n^^^"^  Dimension  in  F^  bedeutet,  B^n+i  ^^^^ 
eine  rationale  und  ganze,  irreduzible  Form  der  Koeffizienten 
von  (Pi,  '  •  -,  g^m  bedeutet.  Ferner  siebt  man  aus  den  früber 
entwickelten  Eigenschaften  der  Resultante  unmittelbar,  daß 
R„^+i  eine  homogene  Form  p*"  Dimension  der  t  ist,  deren 
Koeffizienten  wieder  rationale  und  ganze,  homogene  Formen 
der  Koeffizienten  aj^'  werden,  und  zwar  von  der  Dimension  JV^. 

m 

in  Bezug  auf  afj  also  von  der  Dimension  ^N^  in  Bezug  auf 
alle  a.  *^^ 

Demgemäß  schreiben  wir 

WO  die  T  die  verschiedenen  Potenzprodukte  p^^^  Dimension 
der  t  sind.     Entsprechend  sei  auch 

Bildet   man  nun   die  elementaren  symmetrischen  Formen 
der  Wurzeln  (3),  die  in  gewohnter  Weise  mit 

fi?  f2;  •  •  •>  fiv 
bezeichnet  werden  mögen,  so  sieht  man  unmittelbar,  daß  diese 
homogene  Formen    der    t    sind,    deren  Koeffizienten   geradezu 
elementare  symmetrische  Formen  der  Größensysteme  l^^-,  . . .,  ^^j 
sind.     Diese  in  irgend  einer  Reihenfolge  mögen  mit 

bezeichnet  werden,  und  zwar  tritt  jedes  ^  als  Koeffizient  auf, 
so  z.  B. 

als  Koeffizient  von  t    t    .  .  .  L    in  f. .     Andrerseits  ist 

^1    ^2  ^k  "^ 
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Vergleicht  man  also  die  Koeffizienten  der  versclaiedenen  Potenz- 
produkte, so  erhält  man  die  gesamten  elementaren  sym- 
metrischen Formen  der  Größensysteme  |.^.,  .  .  .,  |^^.  ge- 
radezu gleich  den  Größen  ( — 1)* -*^  und  daraus  sofort 
den  allgemeinen  Satz: 

Jede  rationale  symmetrische  Form  der  Größen- 
systeme ^ijj '  '  -,  l^^j  ist  als  rationale  Form  der   Größen 

—  darstellbar,  wo  sämtliche  r  rationale  und  ganze  Formen 

der  a^p  sind. 

Die  für  irgend  eine  symmetrische  Form  sich  nach  diesem 
Satze  ergebende  Relation 

«^.,i„..)=^c,(^)T-?)' ■      («) 

ist  dabei  so  zu  verstehen,  daß,  wenn  rechts  für  jede  der  Größen 

r 

—  die   entsprechende   elementare  symmetrische  Form  gesetzt 

wird,    eine   Identität   entsteht,   die    auch    dann   richtig   bleibt, 

wenn  die  ^-j  beliebige  unbestimmte  Größen  bedeuten. 

Bei  dieser  Substitution  entsteht  aber  rechts  ein  Ausdruck, 

der  in   den   Größen   eines  Systems   l^^,  .  .  .,  ^^j  höchstens   zur 

Dimension  d'  ansteigt,  wenn  die  rechts  stehende  Form  in  den 
r 

—  von  der  fZ'*^""  Dimension  ist. 

Ist  demnach  die  symmetrische  Form  S  in  Bezug 
auf  irgend  ein  Größensystem  |^^-,  .  .  .,  |^^.  (also  auch  in 
Bezug  auf  jedes  solche  Größensystem)  von  der  Dimensionen, 
so  ist  VqS  als  rationale  homogene  Form  der  r^^i  und  r^ 
darstellbar. 

Denn  die  Dimension  der  rechts  stehenden  Form  in  (S) 
ist  für  irgend  ein  System  ^^j,  .  .  .,  J^^,  wie  wir  soeben  gesehn 
kleiner    oder   gleich    d\     Wäre   nun    in    der    Tat   d'  ^  dy    so 

V 

müßte,  wenn  man  in  S  rechts  für  die  -f^'    die  entsprechenden 

elementaren  symmetrischen  Formen  einsetzt,  die  Summe  aller 
jener  Glieder,  deren  Dimension  d  -\-  \,  d  -{-  2,  •  •  ■  ist,  für  sich 
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verschwinden,  was  wegen  der  nun  zwischen  den  ^  bestehenden 
algebraischen  Relationen  ganz  gut  der  Fall  sein  kann,  und  man 
erhält  also  die  zweite  Darstellung 

5(...,i,,...)=^o.(^-)'X^f..., 

wo  die  Form  rechts  nur  mehr  von  der  d^^^  Dimension  ist  und 
also  den  ausgesprochenen  Satz  ergibt. 

Dabei  kann  aber,  wenn  man  unter  den  ^.j  nicht  mehr 
Unbestimmte,  sondern  ausschließlich  Wurzeis jsteme  des 
Systems  (1)  versteht,  —  im  Gegensatze  zum  speziellen  Falle 
m  =  1  —  auch  für  eine  kleinere  Potenz  von  Tq  als  die  d^^ 
schon  TqS  eine  rationale  und  homogene  Form  der  Tj^^  und  r^ 
werden.  Für  zwei  Formen  S  und  S\  die  in  Bezug  auf  die 
einzelnen  Größensysteme  ^^j,  .  .  .,  ^^j  von  verschiedener  Dimen- 
sion sind,  kann  eben  wegen  der  zwischen  solchen  Wurzel- 
systemen bestehenden  algebraischen  Relationen*)  ganz  gut 
S  =  S'  sein. 

Als  sofort  zu  verwendendes  Beispiel  einer  symmetrischen 
Form  bilden  wir 

N 
WO 

dF. 
% 


dx.  , 

die  Funktionaldeterminante  des  Formensystems  jP^,  .  .  .,  F^  be- 
zeichnet.    J  ist  in  den  rr^,  .  .  .,  x^  von   der  Dimension 


1=1 
^Iso 

als  homogene  Form  der  Un.  —  m*®^  Dimension  in  den  r^^^  und 

*)  Solche  Relationen  sind  aus  der  Geometrie  bekannt;    z.  B.   der 
Schnittpunktsatz  für  zwei  Curven  dritter  Ordnung. 
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f-Q  darstellbar.  Da  aber  die  Tj^^  und  r^,  sowie  J  wieder  ratio- 
nale und  homogene  Formen  N-^^^,  resp.  erster  Dimension  in 
Bezug  auf  die  Koeffizientenreibe  dp  sind,  so  ist  die  so  defi- 
nierte Form  von  der  Dimension  Ni  Sn^  —  mj  +  iV  in  Bezug 
auf  die  Koeffizientenreibe  dj^  und  von  der  Dimension 


m  /      m.  \ 


in  Bezug  auf  sämtlicbe  Koeffizienten  a. 

Dementsprechend  bebält  aucb  allgemein  r%S{.  .  .^  ^.j,  .  .  .) 
für  jedes  spezielle  System  von  Formen  -Fi, . . .,  F^j  wenn  nur  deren 
Dimension  n^^,  .  .  .,  n^  sieb  nicbt  erniedrigt,  seine  Bedeutung 
als  symboliscbe  Definition  gewisser  aus  den  spe- 
ziellen Koeffizienten  der  i^  zu  bildender  Größen,  wenn 
nämlicb  festgesetzt  wird,  daß  zuerst  die  Umrecbnung  auf 
eine  Form  der  a  und  dann  die  Substitution  jener  speziellen  Werte 
stattfindet.  Es  ist  dies  augenscbeinlicb  eine  Verallgemeinerung 
der  in  Kap.  lU.  §  23  eingefübrten  symboliscben  Darstellungen. 

§  21.  Für  den  in  dem  vorstebenden  Beispiele  bebandelten 
Ausdruck  bat  man  nacb  §  17  unmittelbar 


2]ni  —  m 


N  /F  F     J\ 

/7J(i..,...,u= Res.  ;'•••'/' 3 


in  allen  Fällen,  wo  die  Definition  der  Resultante  nicht  ibren 
Sinn  verliert.  Da  durchweg  n^  ^  1  angenommen  ist,  kann 
dies  nur  dann  gescbebn,  wenn  die  Dimension  der  Funktional- 
determinante gleich  Null  wird.  Dies  geschieht  dann  und  nur 
dann,  wenn  sämtliche  Formen  linear  sind.  Sollte  dies  für 
allgemeine  Formen  auch  sonst  gescbebn,  so  müßte  dasselbe 
im  speziellen  Falle  F^  =  xl'i  stattfinden;  da  aber  die  Funktional- 
determinante 

1  m 

von  der  Dimension  2^n^  —  m  und  nicht  Null  wird,  ist  unsre 

König,  algebraische  Größen.  21 
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Behauptung  erwiesen.  Für  den  Ausnahmefall  eines  Systems 
linearer  Formen  wird,  wie  man  unmittelbar  sieht,  jene  sym- 
metrische Form  =  J=  Vq. 

Man  erkennt  aber  auch  leicht,  daß  jener  Ausdruck,  als 
rationale  Form  der  a^^  dargestellt,  durch  r^  teilbar 
ist.  Für  den  Ausnahmefall  linearer  Formen  ist  das  evident* 
hat  man  es  aber  mit  einer  wirklichen  Resultante  zu  tun,  so 
muß  diese  bei  solchen  Werten  der  a,  für  die  Tq  =  0  ist,  ver- 
schwinden. Ist  nämlich  wieder  (p^  der  Komplex  der  Glieder 
höchster  Dimension  in  F.,  so  haben  jetzt  —  dies  ist  eben  die 
Bedeutung    des    Verschwindens    von    r^    —    die    Grleichungen 

^^  ^  0    eine    wirkliche    Lösung.     Der    Komplex    der    Glieder 

dcp. 


höchster  Dimension  in  J  wird  durch 
die  (p  homogene  Formen  sind,  wird 
dcp. 


dxj 


gegeben.    Da  aber 


Xr, 


dxj 


Ah^i-\ h  A.A^P, 


wenn  man  die  /i*®  Spalte  der  Determinante  mit  Xj^  multipliziert 

und   die  mit  x^, .  .  .,  x^    multiplizierten    Elemente  der  ersten, 

.  .  .,  m*^^  Spalte  zu  dieser  addiert.     Jene  wirkliche  Lösung  der 

d(p. 


=  0; 


Gleichungen  ^^  ^  0  genügt  also  auch  der  Gleichung  ^ 
d.  h.  jP^  =  0,  .  .  .,  F^  =0,  J  =  0  haben  eine  im  Unendlichen 
liegende  wirkliche  Lösung,  und  die  Resultante  muß  Null 
sein  für  jedes  Wertsystem  der  a,  bei  dem  r^  =  0  ist.  Da 
nun  Tq  irreduzibel  und  also  r^  =  0  eine  irreduzible  Mannig- 
faltigkeit ist,  folgt  hieraus  nach  den  in  Kap.  Y  §  7  entwickelten 
Methoden,  oder  einfacher  aus  dem  in  der  Fußnote  zu  §  15  d.  Kap. 
gegebenen  Hilfssatze,  daß  jene  Resultante  durch  Tq  teilbar  ist. 
Es  ist  demnach 


WO  D  eine  rationale  Form  der  dp  ist,  denn  der  Schluß  auf 
die  Teilbarkeit  der  Resultante  durch  Tq  bezieht  sich  selbstver- 
ständlich auf  den  Bereich  der  rationalen  Zahlen  (1).  D  muß 
aber  eine  rationale  und  ganze  Form  sein.   Denn  es  ist  jeden- 
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falls,  wenn  D'  eine  primitive  rationale  und  ganze  Form, 
p  und  q  rationale  und  ganze  Zahlen  bedeuten, 

Da  aber  r^  eine  irreduzible  rationale  und  ganze  Form  ist, 
muß  in  der  Tat  p  durch  q  teilbar  sein. 

Man  hat  daher  das  auch  für  ein  System  linearer  Formen 
gültige  Resultat,  daß 

eine   rationale    und   ganze   Form    der   dp   ist,   die   man 

Discrimin  ante  des  Formensystems  F^^  F^y . . .,  F^  nennt, 

und    mit     Dscr.    (i^j,  .  .  .,  F^)    oder    notwendigen    Falls    mit 

/F    .  .  .    F  \ 
Dscr.  1     ^'       '     "*)  bezeichnet.    Wir  behalten  diese  Benennung 

auch  dann  bei,  wenn  die  Koeffizienten  a^^  irgend  welche 
Werte  annehmen,  was  so  zu  verstehen  ist,  daß  diese  speziellen 
Werte  erst  in  dem  fertigen  Ausdruck  der  Discriminante  als 
rationaler  und  ganzer  Form  der  a^  zu  substituieren  sind. 


Die  Irreduzibilität  der  Fuuktioualdetermiuaute. 

§  22.  Wir  schalten  hier  den  Beweis  eines  im  folgenden 
wichtigen  Hilfssatzes  ein: 

Die  Funktionaldeterminante  J  eines  allgemeinen 
Formensystems  F-(x.^,  .  .  .,  x^,  (i  =  1,  .  .  .,  m),  wo  n-  ^  1, 
ist,  als  rationale  und  ganze  Form  der  a  und  x  aufgefaßt, 
irreduzibel. 

Für  den  Fall  linearer  Formen: 

m 

ist  die  Funktionaldeterminante  ]  c^j  \  uj=i  .  ^);  sie  enthält  die  x 
überhaupt  nicht.  Daß  diese  Determinante  eine  irreduzible 
Form  der  c  darstellt,  wurde  schon  im  §  11  dieses  Kapitels 
bewiesen. 

21* 
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Indem  wir  auf  den  Fall  übergehen,  wo  nicht  alle  Formen 
linear  sind,  können  wir  den  Komplex  der  linearen  Glieder 
von  F^  mit  X,.  bezeichnen;  es  ist  dann  wieder 

m 

A-  =  ^^tÄ  (i  =  l;...,m) 

wo  Xi,  Xg,  .  .  .  von  1  verschiedene  Potenzprodukte  der  x  be- 
zeichnen. 

Jeder  echte  Teiler  von  J  muß,  wie  J  selbst,  homogen  in 
Bezug  auf  jede  Reihe  af  sein  und  wird  —  wieder  mit  J  — 
in  Bezug  auf  eine  solche  Reihe  entweder  linear  sein,  oder  diese 
gar  nicht  enthalten.    Es  muß  endlich  dieser  Teiler  die  Gestalt 

haben,  und  Aq,  das  von  den  x  freie  Glied,  von  0  verschieden 
sein ,  da  sonst  |  c^ ^.  |  =  0  folgen  würde.  Der  komplementäre 
Teiler  wäre  dann: 


und  demnach 


^0^  0 —  kt>l  5 


es  ist  also  entweder  A^  oder  A^  gleich  +  1;  und  da  d  und  d' 
in  jeder  Reihe  a^p  ^  die  sie  enthalten,  homogen  und  linear  sind, 
hat  einer  dieser  beiden  echten  Teiler,  neben  den  Potenzprodukten 
X,  Koeffizienten,  die  durchweg  rationale  und  ganze  Zahlen  sind. 

Ein  solcher  Teiler  von  J  müßte  demnach  auch  dann  ein 
Teiler  von  J  bleiben,  wenn  man  die  a^/)  irgendwie  als  ganze 
Zahlen  annimmt.  Man  kann  also  z.  B  wieder  F.  =  L.  setzen, 
und  es  müßte  als©  jener  echte  Teiler  auch  ein  Teiler  von  |  c^j  \ 
sein,  d.  h.  auch  die  x  nicht  enthalten;  demnach  hat  J  in  der 
Tat  nur  die  Teiler  +  1,  +  /. 

Mit  den  in  §  11  und  hier  dargelegten  Methoden  zeigt 
man  auch,  daß  die  Funktionaldeterminante  eines  allge- 
meinen Formensystems,  in  welchem  die  Dimension 
jeder  Form  ^  1  ist,  als  Form  der  a  und  x  aufgefaßt, 
im  Sinne  von  Kap.  IV  §  18  absolut  irreduzibel  ist. 
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Die  G-ruudeigeuschafteu  der  Discriminante. 

§  23.  Ist  wieder  -F^,  .  .  .,  F^  ein  allgemeines  Formen- 
system (n^  ^  1)  und  J  dessen  Funktionaldeterminante,  so  wird 
nach  §  17  und  21 

/F.  F       J\  S^i-m     N 

\Xl,       .      .      .,        X^y         1/  ]C=1 


\-  Dscr  ' 


und  daher,  wenn  wir  die  Discriminante  des  Formensystems  kurz 
mit  D  bezeichnen,  auch 

Res.  ''^''  •  ■  •'  ^""  ^^ 


Wir  schließen  von  nun  ab  den  Fall  eines  Systems 
von  durchweg  linearen  Formen  aus,  setzen  also  iV^>  1, 
und  beweisen  dann,  daß  die  in  den  vorhergehenden  Erörte- 
rungen als  rationale  und  ganze  Form  erkannte  Discriminante 
dem  durch  das  Modulsystem  (i^^,  . . .,  JP"^,  ?/)  definierten 
Kongruenzbereiche  angehört: 

i>  =  o(mod.j^,j;,..,j;„).  (I) 

Da  diese  Eigenschaft  für  die  Resultante  des  Formen- 
systems «7,  JP\,  .  .  .,  F^^  feststeht,  hat  man  jedenfalls 

m 

Wenn  man  weiter  in  dieser  Identität,  wo  Kq^  . . .,  K^  rationale 
und  ganze  Formen  der  a  und  x  bedeuten,  wieder 

a,-,m+i  —  Fi     statt     üi^m+i  (i  =  1,  .  .  .,  m) 

setzt,  erhält  man,   da  r^  und  J  die  Unbestimmten  a/,w+i  gar 
nicht  enthalten: 
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wo  das  Zeichen  [...],  wie  früher^  die  Ausführung  dieser  Sub- 
stitution andeutet.  Da  aber  Tq  die  x  nicht  enthält^  während 
J  irreduzibel  ist^  so  folgt  hieraus,  sobald  J  die  Unbestimmten 
X  enthält,  daß  [D]  durch  J  teilbar  sein  muß,  und  dies  ist  nur 
eine  andere  Ausdrucksweise  für  die  Kongruenz  (I). 

Damit  ist  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen;  denn  die 
Funktionaldeterminante  eines  nicht  durchweg  aus  linearen 
Formen  bestehenden  Systems  enthält  wenigstens  eine  der  Un- 
bestimmten. Um  dies  einzusehn,  bemerke  man  nur,  daß  es 
auch  dann  noch  der  Fall  ist,  wenn  man  die  Formen  bei  Er- 
haltung ihrer  Dimension  z.  B.  in  folgender  Weise  spezialisiert: 


Ist  hier  z.  B.  w^  >  1,  so  wird  die  Funktionaldeterminante 
N...x'!'-\,. 
die  Unbestimmte  x^  sicher  enthalten. 


§  24.  Für  die  weiteren  Entwicklungen  ist  es  von  Wich- 
tigkeit, die  Discriminante  eines  Systems  von  Formen, 
deren  jede  das  Produkt  allgemeiner  linearer  Formen 
ist,  genauer  zu  kennen. 

Dazu  muß  vor  allem  die  Gestalt  der  Funktionaldetermi- 
nante in  diesem  Falle  bestimmt  werden.  Man  sieht  unmittel- 
bar, daß,  wenn  eine  Form  als  Produkt  dargestellt  ist: 

für  die  Funktionaldeterminante 

a(i^/j-r,  j;,...,Fj_ 

folgt.     Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Identität   erhält 
man,  wenn  allgemein 

j;  =  i<,...i,„_....i,„_.         {i=\,...,m)     (I) 
gesetzt  wird: 
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g(F,,...,   Fm)    _    y     F,      ...    F^  ^(^l/uy  ••-.LmMm) 

WO  die  Summation  sich  auf  alle  Kombinationen  (l,fti), ...,  (m^^^J 
erstreckt^  in  denen  ^^^  .  .  .,  ^^  voneinander  unabhängig  be- 
liebige Zahlen  der  Reihen  (1,  .  .  .,  n^), .  .  .,  (1,  .  .  .,  w,J  bedeuten. 
Setzt  man  nun,  wie  früher  (§  11): 

so  wird  nach  dem  Produktsatz  für  Resultanten  jetzt 


m) 


und  für  diejenige  Wurzel  des  Systems  F.  =  Of  die  dem  linearen 
Systeme 

entspricht  und  die  mit  l^^^^,  .  .  .,  |^^     bezeichnet  werden  soll, 
der  Wert  der  Funktionaldeterminante 


I      i 
Um 


WO    der   Quotient    im    ersten  Faktor   nur    die  Bedeutung   hat, 
daß  aus  dem  Produkte  F^...  F^  der  Reihe  nach  L^    ,  . . .,  L^ 
zu  entfernen  ist,  und  endlich  für  die  Discriminante  des  in  (I) 
definierten  Formensystems : 


.  ^n.  —  m 


«m  ^^    /    F    .  .  .     F        \ 


Nun  sind  |i,,  ,  .  .  .,  1^//,^,  Quotienten  zweier  Formen,  deren 
Nenner  die  Determinante  cvN^  und  deren  Zähler  eine  ähnlich 
gebildete  Determinante  ist,  wo  nur  an  Stelle  der  Elemente  der 
j^^  Spalte  die  Elemente  —  ^Tm4-i  ^^^t^^-  ^^^  unter  dem 
Produktzeichen  stehende  allgemeine  Faktor,  der  Un^  —  m  lineare 
Faktoren  enthält,  wird  also  ganz,  wenn  man  aus  r^'^i~"^  gerade 
den  Faktor    c(^»)p"t~"*  zu   diesem  hinzunimmt.     Die   so   ent- 
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stehenden    Faktoren    des    Ausdrucks    für    Dscr.  (i^^,  .  .  .,  .F^^) 
haben  demnach  die  Gestalt 


1 


*1     II     tj      I  J  1     I  '        !cm    {{     ij      lim      ^ 


!("/fc).     Iri^i 


^k,m-j-l 


WO    I   c(^»^  1 1     diejenige  Determinante  bezeichnet,  die  aus  |  c^^'ß 
entsteht,    wenn    in    der    r*®"    Spalte    an    Stelle    der   Elemente 

«^^  •  •  ■>  €?>  d«  R«il»«  "^cli  -  4i+v  ■■■>-  i'^i+x  t'^eten, 
und  das  Zahlenpaar  ^,  Vj^  nicht  mit  den  Zahlenpaaren 
1,  /u-i*,  2,  /ig  •  •  •  ^^^^  ^;  /^m  übereinstimmen.  Diese  Faktoren, 
deren  Anzahl  N(Z!n.  —  m)  ist,  und  in  denen  c[^?)  durchweg 
verschiedene  Unbestimmte  bedeuten,  sind  demnach  in  Bezug 
auf  die  Unbestimmten  ci}\  ....  ci^  .^  immer  linear  und  zwei 
derselben  niemals  äquivalent.  Jeder  solche  Faktor  wird  durch 
die  Zahlenpaare  {k,  v^,  (1,  /i^),  .  .  .,  (m,  /a^)  vollständig  be- 
stimmt, und  zwei  verschiedene  Faktoren,  in  denen  diese  Zahlen- 
paare eben  nicht  sämtlich  übereinstimmen,  enthalten  auch 
verschiedene  Unbestimmte.  Es  ist  auch  jeder  solche  Faktor 
irreduzibel,  denn  die  Koeffizienten  der  linear  auftretenden  Un- 
bestimmten cvr,  ....  cl^*^ ,  , : 

haben  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler.  Daraus  folgt  endlich 
noch,  daß  keiner  dieser  Faktoren  durch  eine  Determinante 
c('"»)  teilbar  sein  kann,  denn  jener  irreduzible  Faktor  hat  die 
Dimension  m  +  1  und  demnach  überhaupt  keinen  Teiler  von 
der  Dimension  m. 

Es  ist  demnach  die  Discriminante  des  in  (I)  gegebenen 
Formensystems  nichts  anderes  als  ein  Resultantenprodukt*) 

T/Res.  (Xi^,^,  Zg^,^,  .  . .,  X^,^^,  X,  J ,  (II) 

wo   das  Produkt  über  alle  Resultanten  zu   erstrecken  ist,   die 

*)  Jede  einzelne  Determinante  ist  —  der  früheren  Darstellung 
gegenüber  —  mit  dem  Zeichen  ( —  Vf^  genommen.  Ihre  Anzahl  JV  (Zn^  —  w) 
ist  aber  immer  gerade. 
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man  erhält,  wenn  man  ^^.  =  1,  .  .  .,  w^.  setzt,  und  jeder  Kom- 
bination {[ii,  '  ■  ',  ^m)  ^®^  Reihe  nach  alle  X^^v  hinzufügt,  wo 
(Ä',  V  )  ein  von  (1,  /ij), .  .  .,  ("m,  ^)  verschiedenes  Zahlenpaar  ist. 
Die  Discriminante  eines  Formensystems,  deren 
jede  ein  Produkt  allgemeiner  linearer  Formen  ist,  ist 
daher  ein  Produkt  von  durchweg  verschiedenen  irre- 
duzibeln  Formen  und  durch  r^  nicht  teilbar.  (Dabei 
ist,  wie  mehrfach  festgestellt,  r^  die  Resultante  jenes  homo- 
genen Formensystems,  wo  jede  Form  nur  die  Glieder  höchster 
Dimension  der  ursprünglichen  Formen  enthält.) 

§  25.  Wir  gehn  nun  zu  dem  Beweise  des  fundamentalen 
Satzes  über,  daß  die  Discriminante  eines  allgemeinen 
Formensystems  eine  irreduzible  rationale  und  ganze 
Form  der  Koeffizienten  ag^  ist*). 

Diese  Discriminante  D  hat  als  rationale  und  ganze  Form 
der  ttg^  jedenfalls  die  Gestalt 

AJ  'o^l    '  '  •  -^k   • 

Daß  jedenfalls  c  =  0,  q  =  •  •  •  =  c^.  =  1  sein  muß,  folgt  aus 
dem  soeben  erörterten  speziellen  Fall.  Setzt  man  nämlich  an 
Stelle  der  af  die  für  F^  =  X^.^,  .  .  .,  Z^.„.  als  Koeffizienten 
resultierenden  homogenen  Formen  der  cf.^,  so  wird  D  nicht 
Null,  also  auch  r^,  Pj,  .  . .,  P^  von  Null  verschieden  sein; 
es  wäre  also,  wenn  die  c  nicht  die  erwähnten  Werte  annehmen, 
D  durch  r^  teilbar,  oder  es  würde  D  einen  mehrfachen  Faktor 
enthalten,  was  nach  dem  Vorstehenden  unmöglich  ist.  Es 
muß  also 

D  =  P, . . .  P, 

sein.  Man  hat  daher  —  anschließend  an  die  Erörterungen, 
des  §  23  — 

[AI  .  .  .  [i^J  -  0  (mod.  J) 

*)  Dieser  Satz  ist  in  der  Kronecker  sehen  „Festschrift"  (§  10)  bei- 
läufig erwähnt,  der  Beweis  für  eine  weitere,  leider  nie  erschienene  Ab- 
handlung versprochen. 
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und,  da  die  Funktionaldeterminante  J  irreduzibel  ist,  auch  für 
ßin  P,  es  sei  dies  P^: 

[PJ  =  0  (mod.  J) 

oder: 

P,-0(mod.F„..,F,,,  J). 

Es  mögen  nun  die  ag^  irgend  welche  Werte  annehmen, 
für  welche  P^  Null  wird.  Dann  wird  für  dieses  Wertsystem 
Tq  entweder  auch  verschwinden  oder  nicht.  Im  letzteren  Falle 
verschwindet  Res.  {F^,  .  .  .,  F^,  J),  ohne  daß  Tq  Null  ist;  die 
Gleichungen  i^.^  =  0,  .  .  .,  F^  =  0,  J=  0  besitzen  daher  eine 
gemeinschaftliche  endliche  Lösung.  Setzt  man  diese  für 
Xj^j  .  .  .,  Xj^  in  F^,  .  .  .,  F^,  J  ein,  so  folgt  aus  der  letzten 
Kongruenz,  daß  für  dasselbe  Wertsystem  der  a^'*  auch  P^ 
verschwindet.  Alles  zusammengenommen,  sieht  man  also,  daß 
für  jedes  Wertsystem  der  afj  für  welches  P^  verschwindet, 
entweder  r^  oder  P^  Null  sein  muß,  also  r^F^  auch  verschwindet; 
es  muß  also  nach  dem  in  der  Fußnote  zu  §  15  d.  Kap.  gegebenen 
einfachen  Hilfssatze,  r^Pj  durch  P^  teilbar  sein,  was  aber  nicht 
möglich  ist,  da  r^  und  Pj  der  Annahme  nach  von  P^  ver- 
schiedene irreduzible  Formen  bedeuten.  Folglich  kann  D  neben 
Pj  keinen  zweiten  irreduzibeln  Teiler  enthalten,  und  es  ist 
D  ^  Pj,  w.  z.  b.  w. 

§  2Q.  Es  seien  die  den  allgemeinen  Formen  P".  {x^^  . . .,  x^j 
wo  wieder  JV^>  1  angenommen  ist,  entsprechenden  homogenen 
Formen  wieder  ^^(^i,  .  .  .,  ^^+1)  und  wie  früher 

also  Ff'''^    =  P^,    ferner,   den  bisherigen  Bezeichnungen  ent- 
sprechend: 

Cpf={^^{X^^   ...,Xm^l)\=0 

und  noch 

9k  =  I^es.  (9)f^  . .  .,  qP^)  , 

also   %  jene    homogene    Form,    die    bisher    mit    (p^    be- 

zeichnet wurde,    und  ^^  +  1   das  bisherige  r^.     Man  sieht  un- 


I 
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mittelbar,  daß  q^,  .  .  .,  Q„^^l  durchweg  verschiedene  irreduzible 
Formen  sind. 

Bedeutet  D  die  im  Yorhergelienden  definierte  Discri- 
minante des  Formens jstems  F^,  .  .  .,  F^^  und  af  =  af  irgend 
ein  Wei-tsystem,  für  welches  B  verschwindet,  Q^y  .  .  .,  Q^^i 
aber  von  Null  verschieden  sind,  so  besitzen  bei  dieser 
Spezialisation  auch  die  Gleichungen  F.  =  0  ein  endliches 
Wurzelsystem,  das  der  Gleichung 

genügt;  und  zwar  wird,  wenn  man  dieses  Wurzelsystem  mit 
iiy  •  •  •?  ?m  bezeichnet,  infolge  der  Bedingung  ^^  =f=  0  keine 
der  Größen  |  gleich  Null  sein. 

Es  sei  jetzt  H^^^  die  Funktionaldeterminante  von  0^,  . . .,  0^ 
nach  x^,  .  .  .,  x^^^  mit  Ausschluß  von  Xj^-^  dann  ist  das 
Gleichungssystem 

®,  =  0,  ...,«„  =  0,  £■«  =  0  (27,) 

nichts  anderes,  als  das  durch  Einführung  der  Unbestimmten 
x,^  homogen  gewordene  System: 

i^f)  =  0,  .  .  .,  F^*^  =  0,  >)  =  0, 
wo 

T{k)  __  I   I^(*)  I 

Zwischen  den  Funktionaldeterminanten  H^^^  besteht  die 
Relation: 

a;„^,H«  =  +  ^,if("'  +  i)  (mod.  0„  . . .,  0J, 

wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  in  H^^\  (^  =(=  m  +  1)  die 
letzte  Spalte  mit  x^^^  multipliziert,  dann  die  der  Reihe  nach 
mit  x^y .  .  .yX^  (mit  Ausschluß  von  Xj)  multiplizierten  Elemente 
der  übrigen  Spalten  zu  den  Elementen  der  letzten  Spalte  ad- 
diert und  endlich  die  Identität 

m-f-l 

berücksichtigt. 
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Ist  demnach  a^*  ein  den  oben  angegebenen  Bedingungen 
gemäß  gewähltes  Koeffizientensystem,  so  wird,  wenn  |i,...,|„j 
die  früher  festgesetzten  Größen  sind  und  |^^^  =  1  ist,  das 
Größensystem  1^,  .  .  .,  |^^i  ein  wirkliches  Wurzelsystem  jedes 
Gleichungssystems  (27^)  sein,  und  es  ist  auch 

eine  wirkliche  Lösung  des  Gleichungssystems 

i?^(*)  =  0,  .  . .,  F^^^  =  0,  JW  =  0 . 

Es  ist  also  bei  diesen  Annahmen  auch  die  Discriminante 
des  Systems  i^f  ,  die  wir  mit  Z)(*)  bezeichnen  können,  gleich  Null. 

Für  jedes  Wertsystem  a^\  welches  D  =  0  nach  sich  zieht, 
wird  demgemäß  entweder  ein  q  Null,  oder  2)(*)  =  0,  also 
Qi92  '  '  '  Qm  +  i^'^^^  gewiß  gleich  Null.  Diese  Größe  wird  in- 
folgedessen (nach  dem  Hilfssatze  in  §  15)  durch  D  teilbar 
sein.  Nun  ist  D  irreduzibel,  und  kein  q  kann  durch  D  teilbar 
sein,  wie  dies  nach  der  Untersuchung  des  Falles,  wo  die  F 
Produkte  linearer  Formen  sind,  unmittelbar  klar  ist,  denn  die 
irreduzibeln  Faktoren  von  q  sind  dann  von  der  m*®^,  die  von 
D  von  der  m  -\-  V^^  Dimension;  es  muß  also  D^  durch  D 
teilbar  sein,  mithin  können  sich  diese  beiden  irreduzibeln 
Formen  nur  im  Vorzeichen  unterscheiden;  oder  allgemeiner 
ausgesprochen: 

Die  Discriminanten  D^  i)(2),...,  Z)("*+i)  =  i)  können 
sich  nur  im  Vorzeichen  unterscheiden. 

Das  Wurzelsystem  ^j,  .  .  .,  J^^^  entspricht  nun  auch  dem 
Systeme: 

©1  =  0,...,  «„=0,^4 JW=0, 

Jc  =  l 

WO  ^1,  .  .  .,  ]f^^^  neue  Unbestimmte  bedeuten,  und  die  Resul- 
tante dieses  Systems  verschwindet  für  jedes  wie  früher  charak- 
terisierte Wertsystem  a^p^  d.  h.  jene  Resultante  ist  eine  homo- 
gene Form  der  t,  ausführlicher  geschrieben: 
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WO  auch  jeder  einzelne  Koeffizient  diese  Eigenschaft  besitzt. 
Demnach  wird  ^^  .  .  .  (),„^j  J.^  durch  D  teilbar,  und  da  kein  q 
durch  D  teilbar  ist,  muß  jedes  Ä^  durch  D  teilbar  sein.  Man 
sieht  aber  leicht,  daß  D  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  der  Koeffizienten  Ä  ist.  Man  erhält  nämlich  den 
Koeffizienten  von  tk  wenn  man  jedes  ^,  mit  Ausschluß  von  tj^.f 
gleich  0  und  ^^  =  1  setzt ;  dann  wird  aber  jene  Resultante  die 
Resultante  von  ^j,  ^g?  •  •  •?  ^my  -^^^  ^^^^  auch  die  Resultante 
von 

Fr,  Fr, . . .,  F'^\  j^*), 

d.  h.  Qk^i  ^^  ^^®^*  9i7  •  •  •?  9m +  1  teilerfremd  sind,  ist  der  ge- 
meinschaftliche Teiler  D  auch  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  jener  Koeffizienten  Ä, 

Wir  wollen  —  ebenso  wie  bei  der  Resultante  —  unter 
der  Discriminante  der  m  homogenen  Formen  0j, . . .,  0^ 
geradezu  die  Discriminante  von  F^,  ...,  jP^  verstehn;  dabei  ist 
selbstverständlich  eine  bestimmte  Anordnung  der  Unbestimmten 
X  ins  Auge  gefaßt;  ist  eine  solche  ntcht  gegeben,  so  bleibt 
das  Vorzeichen  der  Discriminante  unbestimmt,  was  aber  ihrer 
jetzigen  Definition  als  größten  gemeinschaftlichen  Teilers 
naturgemäß  entspricht. 

Man  gelangt  damit  zu  folgender,  von  Kronecker*) 
herrührenden  Definition  der  Discriminante  eines  homogenen 
Formensystems,  die  zugleich  eine  wichtige  Eigenschaft  der 
Discriminante  ausdrückt: 

Sind  ^f(^i,  .  .  .,  ^m+i))  (^  =  1?  •  •  •;  ^)  allgemeine  ho- 
mogene Formen  der  Dimension  %,  . .  .,  n^,  (iV>  1)  und 
bedeutet  ^^^i  eine  allgemeine  homogene  lineare  Form 


*)  Festschrift,  §  10.  Der  an  dieser  Stelle  gegebene  allgemeinere 
Satz  für  eine  Form  ^m-{-i,  deren  Dimension  n,n-\-i  ist,  ist,  wie  die  wei- 
teren Ausführungen  des  Textes  zeigen,  dahin  richtig  zu  stellen,  daß  der 
von  den  Koeffizienten  der  Form  ^m-\- 1  unabhängige  Faktor  jener  Resul- 
tante nicht  Dscr.  ($i,  .  ,  .,  ^^i),  sondern  n^,j^  Dscr.  ($i ,  .  .  .,  ^m)  ist. 
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mit  neuen  unbestimmten  Koeffizienten,  so  hat  die  Re- 
sultante der  Formen 


^l,---,    <^m>    \^ijkj  =  l. 


,m  +  l) 


einen    von    den    Koeffizienten    der    Form    ^„,^i    unab- 
hängigen  Faktor,   und   dieser   ist   nichts   anderes,   als 
die  Discriminante  des  Formensystems  O^,  .  .  .,  0^^. 
Man  sieht  unmittelbar,  daß  für 

m-\-l  m-\-l 

«>„+i=^<A    nun     ^<,Äl*)=|a>,,|  ist. 

*=1  k=l 

Dieser  Satz  kann  noch  allgemeiner  und  genauer  gefaßt 
werden : 

Ist  ^m  +  i>  eine  allgemeine  homogene  Form  der 
Dimension  w^^i  mit  neuen  unbestimmten  Koeffizien- 
ten, so  wird  die  Resultante  der  Formen 

gleich 

<+i  Res.(^., .  .  .,  ®„^,)  Dscr.  {0„  . .  .,  OJ. 

Um  das  einzusehn,  berücksichtige  man,  daß 

Res.  (01, .  .  .,  0^,  a;^^i)  =  q^^,, 

und  benutze  den  für  die  Resultante  entwickelten  Produktsatz. 
Bezeichnet  man  die  zu  bestimmende  Resultante  mit  B,  so  wird: 

oder  also  nach  Umformung  von  ic^  +  i  \^ij\  ^^^^ 

TO  +  l 

k=l 

m  +  1 

=  Res.(F„...,F„,2n,F,J,), 

WO  JS'j,  bez.  Jj^  die  Funktionaldeterminante  der  0.^  bez.  F.^ 
(i  =  1,  .  . .,  m  +  1;  ^  =(=  yfc)  nach  x^,  .  .  .^  x^  bedeutet.  Weiter 
wird,  wenn  man  die  Poissonsche  Gestalt  der  Resultante  benutzt: 
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N 


und  dies  ist  niclits  anderes,  als  die  in  unserem  Satze  behauptete 
Gestalt  der  Resultante. 


Die  luvariauteueigeuschaft  der  Discriminante. 

§  27.  Die  soeben  erhaltene  neue  Definition  der  Discri- 
minante ergibt  auch  den  folgenden  Satz,  in  dem  sämtliche^ 
Bezeichnungen  des  vorigen  §  beibehalten  sind. 

Das  Verschwinden  der  Discriminante  des  Formen- 
systems 0^, .  .  .,  ^^,  WO  iV^>  1  ist,  ist  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  für  die  Existenz  einer 
solchen  wirklichen  Lösung  des  Gleichungssystems 

^,  =  0, . . ,  ®„  =  0,  ^H^"^  =  0 ;  (zy 

in  welcher  die  in  dem  Wurzelsysteme  auftretenden 
Größen  von  den  t  unabhängig  sind.  Dabei  sind 
^1?  •  •  •;  ^m+i  wieder  als  Unbestimmte,  x^^  .  .  .,  ^^^i  als 
Unbekannte  aufzufassen. 

Eine  wirkliche  Lösung  existiert,  wenn  die  Resultante 

verschwindet,  also,  da  die  t  Unbestimmte  sind,  wenn  jeder 
Koeffizient  Ä^  Null  ist,  d.  h.  wenn  für  die  Koeffizienten  a^p 
der  Formen  O  solche  Wertsysteme  gesetzt  werden,  die  dem 
Gleichungssysteme  A^==  0  genügen. 

Nun  ist  (§  26)  Ä^=  DÄ'g,  und  also  D  =  0  eine  jeden- 
falls hinreichende  Bedingung.  Ist  nun  umgekehrt  a^p  ein 
Koeffizientensystem,  das  für  die  Gleichungen  (U)  ein  von 
den    t  unabhängiges  Wurzelsystem    ergibt,    so    ist    in    diesem. 
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ein   X,   z.  B.   Xj^^    gewiß   nicht  Null.     Damit  ergibt  sich  aber 
auch  ein   (endliches)  Wurzelsystem  der  Gleichungen 


Nun  ist 


also,  wenn  man  statt  der  x  in  die  durch  diese  Kongruenz  an- 
gedeutete Identität  jenes  Wurzelsystem  einsetzt,  für  jenes 
Koeffizientensystem  auch  D  =  0,  womit  der  Satz  bewiesen. 

Dieser  Satz  enthält  dem  Wesen  nach  auch  schon  die  s.  g. 
Invarianteneigenschaft  der  Discriminante,  was  jetzt 
näher  dargelegt  werden  soll. 

Die  Formen 

^i;  •  •  •;  ^my  ^m  +  1  =^*A 


mögen  durch  die  lineare  Transformation 


Xj 


k=l 


(T) 


wieder  nach  der  schon  früher  angewandten  Bezeichnung  in 

y>j,  .  .  .,    yP^y   ^rn  +  l 

übergehn.     Man  hat  dann 


dx,  —  dx,  ^^j  "^ 


+ 


d^. 


a^^+i     -  +  ^'>' 


d^. 


wo  ö— ^  in  naturgemäßer  Fortführung  der  gebrauchten  Bezeich- 

nung  die  durch   Ausführung  der  Transformation  (T)  aus  ^— ^ 
erhaltene  Form  bedeutet.     Demnach  wird:  * 


dx, 

dxj 

% 

und  demnach  unterscheidet  sich  die  Resultante  des  Systems 


^i;  •  •  V   ^m  +  l> 


dx. 
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nur   durch   das   Hinzutreten  einer   Potenz    von   |  u^j  \    von   der 
Resultante  des  Systems 

-  -  ^i\ 

^ly  •  •  •?   ^m  +  17     "^^    5 

3  I 

diese  entsteht  aber  durch  die  Transformation  (T)  aus  der  Re- 
sultante von 


^i;  •  •  -y  <^m  +  iy 


d^. 


dx. 


es  findet  demnach  zwischen  diesen  Resultanten  ein  ebensolcher 
Zusammenhang  statt.     Es  ist  also: 

Res.(^^,,...,  0^,    ^|j  =  |t*.^.|^Res.(^^i,...,  O^,    ^j. 

Wenn  man  die  auf  beiden  Seiten  hier  auftretenden  Resul- 
tanten in  der  durch  den  letzten  Satz  in  §  26  gegebenen  Gestalt 
schreibt;  entsteht  hieraus: 

Res.  (öl, .  . .,  ö^^^)  Dscr.  (ö^,  .  .  .,  ^J  = 

=  |i.,,j^Res.(0,,..,  ^^^,)Dscr.(^,,..,  ^J. 

Nun  unterscheiden  sich 

Res.  (Ö,,  . . .,  ^^^,)  und  Res.  (0,, .  .  .,  Q^^^) 

im  Sinne  des  §  12  nur  durch  eine  als  Faktor  auftretende 
Potenz  von  |w,.,i.  Es  besteht  demnach  auch  zwischen  den 
beiden  Discriminanten  ein  ähnlicher  Zusammenhang,  d.  h. 
ebenso  wie  die  Resultante  besitzt  auch  die  Discriminante 
die  durch  folgendeldentität  ausgedrückte  Invarianten- 
eigenschaft: 

B  =  Dscr.  (Ö,,  .  .  .,  0J  =  I  u,^  |^(^«i-"^)D. 

Die  hier  gegebene  genaue  Bestimmung  des  Exponenten 
für  j  u^^  I  erhellt  daraus,  daß  für  Formen  gegebener  Dimension 
dieser  Exponent  sich  nicht  ändert,  wenn  die  dp  wie  immer 
gewählt    sind.     Nimmt    man    also    Produkte    linearer    Formen 

König,  algebraische  Größen.  22 
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und  benutzt  die  für  diesen  Fall  gegebene  Produktform  der 
Discriminante  (§  23)^  so  sieht  man,  daß  zu  jeder  als  Faktor 
auftretenden  Determinante  bei  der  Transformation  genau  |  u.j  \ 
hinzutritt,  und  erhält  demnach  in  der  Anzahl  jener  Faktoren 
N(2Jni  —  m)  den  gesuchten  Exponenten. 


Die  Multiplizität  der  Lösung^eu. 

§  28.  Die  für  das  Formensystem  ^^  dargelegten  Eigen- 
schaften der  Discriminante  sollen  nun  auf  das  Gleichungs- 
system ^^  =  0  übertragen  werden.  Es  empfiehlt*  sich,  dabei 
die  Fälle  eines  bestimmten  und  eines  unbestimmten  Systems 
zu  sondern. 

Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  dem  strengen  und  rein 
algebraischen  Beweise  des  Satzes: 

Die  Discriminante  eines  bestimmten  Systems 
^ii^i)  •  •  '7  ^m+i)  (^  =  1?  •  •  •?  ^)  wird  dann  und  nur  dann 
Null,  wenn  das  System  eine  mehrfache  Lösung  besitzt. 

Der  Annahme  eines  bestimmten  Systems  entsprechend, 
ist  (§  14)  jB^^i(w)  von  Null  verschieden,  und  wegen  der 
Invarianteneigenschaft  der  Resultante  genügt  es  andrerseits, 
für  die  Größen  u^j  irgend  ein  solches  Wertsystem  zu  setzen, 
für  welches  |  u^j  \  =4=  0  wird.  Wählt  man  die  u^j  ferner  noch 
so,  daß  i^m^.i(w)  von  Null  verschieden  wird,  so  ist  alles  auf 
die  Betrachtung  eines  Gleichungssystems 

zurückgeführt,  dessen  Eliminante  in  ^  =  2J  tjXj  die  Gleichung 

Ei,)  =  B^^, ,"  +  B:,,,"-'  +  •  •  ■  +  J?L*\  =  0 

liefert,  wo  i^^^+i  eine  homogene  Form  Ä;*^""  Dimension  der  t 
ist,  mit  Koeffizienten,  die  jenem  Rationalitätsbereiche  angehören, 
dem  die  Formen  F.  entstammen;  insbesondere  ist  l^^^i  eine 
von  Null  verschiedene  Größe  dieses  Rationalitätsbereichs. 

Nun  besitzt  das  vorgelegte  System  dann  und  nur  dann 
eine    mehrfache  Lösung,    wenn    die   Anzahl    der  Wurzeln    der 
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Gleichung  Eiz)  =  0  kleiner  als  N  wird,  also  diese  Glei- 
chung mehrfache  Wurzeln  besitzt,  oder  endlich  Dscr.  jEJ(^) 
verschwindet.  Dabei  ist  selbstverständlich  Dscr.  E  (z)  als  Form 
der  t  aufzufassen. 

Die  somit  im  Sinne  des  §  15  bestimmten  Wurzelsysteme 
der  Gleichungen  F-  =  0  seien 

ilkJ  iikJ  '  •  ')  ^mk  (^  =  1;   •  •  •;  ^)? 

wo     V  K  Ny     und     die    beiden     Fälle     v  -C  N,  v  =  N    zu 
sondern  sind. 
Wegen 

kann  man 

m 

F,{x„  . . .,  x„)  =^(^,  -  I,,)  Q,,{x,  I«)       {i  =l,...,m) 

schreiben,  wo  in  leicht  verständlicher  Abkürzung 

(^iji^y  5^'^)  =  ^tA^i>  •  •  '>  ^m7  kk>  •  •  •;  Lk) 

sein  soll. 

Die  G^j  können  in  mannigfacher  Weise  gewählt  werden, 
z.  B.  so,  daß  in  der  Entwicklung  von  F^  nach  Potenzprodukten 
der  Xj  —  ^jj^  zuerst  alle  Glieder,  die  x^  —  ^^j.  enthalten,  in  der 
Gestalt  (x^  —  ^^j^)  G^^  zusammengefaßt  werden,  von  den  zurück- 
bleibenden Gliedern  wieder  alle,  die  X2  —  I2Ä:  enthalten,  in  der 
Gestalt  (x2  —  ^2*)  ^i2  geschrieben  werden  u.  s.  w.  Wie  immer 
aber  diese  Wahl  der  G^j  erfolge,  ist  nach  Kap.  II.  §  5  jedenfalls 

Es  sei  noch  die  aus  den  G^j  gebildete  Determinante 
dann  wird  bei  entsprechender  Bezeichnung  der  Unterdeterminanten 

rii 

H{x,  |W)  {X,  -  %,,)  =  2h,,  (x,  I«)  F,  (x„  . .  ,  xJ 

/■=1 

und  da,  wenn  x^  =  1^,^  gesetzt  wird  und  li^^h  ist,   die  rechte 

22* 
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Seite  verschwindet,  während  die  Größen  1^,^  —  J^^  nicht  sämt- 
lich Null  sind,  muß  schließlich 

sein,  während  nach  dem  Vorhergehenden: 

Schreibt  man  jedes  Wurzelsystem  ^i^j  •  •  -y^mhy  seiner 
Multiplizität  c^  entsprechend,  Cf^-in'd].,  so  entsteht  ein  System 
von  mN  Größen 

und  eine  Determinante 

die  gewiß  verschwindet,  wenn  zwei  Wurzelsysteme  |(*)  und 
|W  nicht  verschieden  sind,  da  dann  die  h^^  und  k^  Zeile  gleich 
sind.  Für  den  Fall  N  verschiedener  Wurzelsysteme  sind  nur 
die  in  der  Hauptdiagonale  stehenden  Elemente  von  0  ver- 
schieden, und  der  Wert  der  Determinante: 

Daraus  folgt  aber,  daß  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle,  wo  es 
keine  mehrfachen  Wurzeln  gibt  und  R^  4.  i  =(=  0  ist,  immer 

k=i 
ist.  Es  ist  augenscheinlich  z/  eine  symmetrische  Form  der 
Wurzelsysteme  |('),  denn  wenn  |(^)  und  |(^')  vertauscht  werden, 
so  wechseln  in  z/  die  h^^  und  Ä;*®  Zeile  und  ebenso  die  h^^  und 
¥^  Spalte  zugleich  ihre  Plätze;  ebensowenig  ändert  sich  das 
rechts  stehende  Produkt. 

Es  ist  also  in  den  Bezeichnungen  des  §  20 


z/  = 


^(U,   ...^Tj^i,   ...) 


N 


ip{r,,  ...,rki,...) 


*  =  1  ^0 
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wo  (p  und  ip  homogene  Formen  bedeuten  und  Tq  =  i^,„^i  ist, 
und  nun  besteht  gewiß  die  Gleichung 

wenn  Dscr.  E  (0)  nicht  Null  ist. 

Führt  man  diese  Betrachtung  für  das  allgemeine 
Gleichungssystem  durch,  so  besteht  demnach  diese  Gleichung 
für  jedes  Koeffizientensystem  afy  für  welches  nicht  r^  und  die 
sämtlichen  Koeffizienten  der  Form  Dscr.  E  {£)  zugleich  Null 
sind,  also  gewiß  für  jedes  Koeffizientensystem,  für  welches 
r^A,  wo  A  irgend  einen  Koeffizienten  der  Form  Dscr. -E(^) 
bezeichnet,  von  0  verschieden  ist.  Dann  gilt  sie  aber  für 
jedes  Koeffizientensystem,  und  da  r^  als  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  ist,  hat  man  endlich  die  allgemein  gültige 
Bestimmimg 

rfi—'  J  =  rfi-'-'flF,,  m  =  Dscr.  {F„  . .  ,  FJ . 

A  =  l 

Die  Discriminante  verschwindet  also  unbedingt, 
wenn  i?^^^=)=0  und  zwei  Wurzelsysteme  ^^^^  und  |(*) 
nicht  verschieden  sind,  oder  also  eine  mehrfache  Lösung 
vorhanden  ist,  wie  dies  die  vorstehende  Gleichung  evident 
zeigt,  da  ja  in  diesem  Falle  z/  gleich  Null  ist. 

§  29.  Um  den  in  §  28  angezeigten  Satz  vollständig 
zu  beweisen,  ist  nun  noch  umgekehrt  zu  zeigen,  daß  aus  dem 
Verschwinden  der  Discriminante  immer  auch  die 
Existenz  einer  mehrfachen  Lösung  folgt  (wo  wir 
wieder  jR^+i  =  r^  =4=  ^  voraussetzen). 

Man  erschließt  diese  Tatsache  aus  dem  Umstände,  daß 
die  Eliminante  E(z)  nach  §  15  die  Resultante  des  Systems 

ist,  also  die  Kongruenz 

EU)  =  0  (mod.  F„  . . .,  F„,  z  -^t^x,) 
besteht,  aus  der  die  Identität 
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(m  \  m 


folgt.  Behält  man  ^  als  Abkürzung  iürStjXj,  so  ergibt  sich, 
indem  man  nach  Xj  deriviert: 

Ist  nun  |(*)  ein  Wurzelsystem,  für  welches  |  J^^.(|(*))  |  =  0  wird, 
so  seien  die  Unterdeterminanten  niedrigsten  Grrades,  die  noch 
sämtlich  verschwinden,  die  vom  r*®^  Grade. 

Wenn  r=l,    also   F..{1^^^)   immer    gleich    Null    ist,   so 

Q  TT' 

folgt  aus  der  letzten  Identität,  daß  auch  — -  =  0  die  Wurzel 

z  =Stjtj^  besitzt,  und  diese  Wurzel  also,  wie  behauptet,  eine 
mehrfache  Wurzel  von  E(z)  =  0  ist. 

Ist  r>  1,  so  erhält  man  durch  passende  Wahl  der  Unter- 
determinanten r  —  1*®^  Grades,  indem  man  mit  diesen,  darunter 
einer  nicht  verschwindenden,  multipliziert 


d_E 

dz 


ni 


und  wenn  man   wieder  x^  =  J^.^(j=  1,  .  .  .,  m)    setzt,  da    ein 

dj  gewiß   von  Null  verschieden  ist,  -^  =  0  für  z  =  Ztj^jj^-^ 

also  ergibt  sich  wieder  z=  ^tj^jj^  als  mehrfache  Wurzel  von 
E(z)  =  0. 

Damit  ist  aber  der  Satz  des  §  28  vollständig  bewiesen. 

§  30.  Die  bisher  durchgeführten  Entwicklungen  gelangen 
endlich  zum  Abschluß  durch  den  Nachweis,  daß  die  Dis- 
criminante  eines  unbestimmten  Systems  immer  ver- 
schwindet. 

Ein  unbestimmtes  System  ist  ein  solches,  das  unendlich 
viele  wirkliche  Lösungen  besitzt.  Es  muß  demnach  unendlich 
viele  Lösungen  geben,  in  denen  eine  und  dieselbe  Unbestimmte 
von  Null   verschiedene  Werte  hat.     Gäbe   es   immer  nur  eine 
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endliclie  Anzahl  von  Lösungen,  in  denen  der  Reihe  nach 
.(i\,  .  .  .,  ^,„  +  1  von  Null  verschieden  ist,  so  wäre  eben  die  Ge- 
samt-Anzahl  der  Lösungen  auch  endlich.  Wenn  wir  diese 
Unbestimmte  mit  ic^+i  bezeichnen,  so  involviert  dies  nur 
eine  Änderung  in  der  Benennung  der  Unbestimmten,  und  es 
kann  also  schließlich  angenommen  werden,  daß  das  Grlei- 
chungssjstem 

■^X^i;  •  •  •;  ^J  =  0 

unendlich  viele  (endliche)  Wurzelsjsteme  besitzt;  d.  h.  dem 
Systeme  F^  =  0  genügt  eine  Mannigfaltigkeit,  deren  Stufenzahl 
kleiner  als  m  ist. 

Wir  können  weiter  annehmen,  daß  das  System  F^  =  0 
durch  eine  an  den  x^,  .  .  .,  x^^  ausgeführte  homogene  lineare 
Transformation  mit  nicht  verschwindender  Determinante  im 
Sinne  des  Kap.  Y.  von  Zufälligkeiten  befreit  ist;  denn  die 
Discriminanten  des  ursprünglichen  und  des  transformierten 
Systems  sind  zugleich  Null,  oder  von  Null  verschieden. 

Bei  Benutzung  der  in  Kap.  Y.  §  9  benutzten  Bezeich- 
nungen*) ersieht  man,  daß  dem  Gleichungssystem  ^^F.==0 
genügt  wird,  wenn  man  ^^  +  1?  •  •  •?  ^m-i  ^^^  Unbestimmte  be- 
läßt, X  als  algebraische  Funktion  dieser  Unbestimmten  aus 

<p(x,  «1, .  .  .,  a^,  x,^^,  .  .  .,  x^_i)  =  0  (1) 

bestimmt  und  dann  x^,  .  .  .^  x^^  aus 

[IS/'  +  [-9'J»=*^         0-=l,...,Ä)  (2) 

bestimmt,  während  sich  x^  aus 

X  =2a,x,  oder  [||]  «„  +  \_<p^\  =  0  (3) 


*)  Daß  hier  die  Ausführungen  der  allgemeinen  Eliminationstheorie 
eintreten,  ist  naturgemäß  und  nicht  vielleicht  die  Folge  der  „künst- 
lichen'' Vermeidung  von  Stetigkeitsbetrachtungen.  Die  „Stetigkeit" 
der  in  einer  Mannigfaltigkeit  von  niedrigerer  als  w*®""  Stufe  vereinigten 
Wurzel  Systeme  kann  ja  eben  nur  aus  jener  Darstellung  der  Mannig- 
faltigkeit gefolgert  werden. 
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bestimmt.  (Dabei  ist  li  <^m  —  1,  also  die  so  definierte  Mannig« 
faltigkeit   F(*  +  ^)  von  höchstens  m—  1*«^  Stufe). 

Es  ist  ferner  cp{Xjt^,  .  .  .,  t^,  ^a  +  i;  •  •  •?  ^m-i)  ^^  i^^®" 
duzibel  vorauszusetzen,  und  die  für  t^  einzusetzenden  Werte  «^ 
sind  so  gewählt,  daß  die  Discriminante  z/^  von 

eine   von   0   verschiedene  Form  von  ^r^^j,  .  .  .,  ^^_i   ist. 
Dann  hat  man  für  z/^  auch  die  Relation 

^»=A90  +  f.[||]j 
also 

sowie  ^^F.=  Oy  wenn  jene  Werte  von  x^^  .  .  .,  x^y  x^  ein- 
gesetzt werden,  und  x  die  in  (1)  definierte  algebraische  Funk- 
tion bedeutet,  während 

m 

^a.x.  =  X 
/=i 

zu  setzen  ist.  Das  letztere  bedeutet  aber  wieder  nur  eine 
homogene  lineare  Transformation  der  Unbestimmten  in  i^^; 
geht  durch  diese  F^  in  G^{x,  x^^  .  .  .,  x^_^  über,  so  ist 
Dscr.  {G^, .  .  .,  Gj^  und  Dscr.  (J^^,  .  . .,  F^  wieder  zugleich 
Null  oder  von  Null  verschieden. 

Multipliziert  man  mit  einer  genügend  hohen  Potenz  von 
jd^,  sodaß  ^aGi  die  Größen  x^y  .  .  .,  Xj^  nur  mehr  in  den  Pro- 
dukten ^a^iy  .  •  .,  ^a^h  enthält,  so  wird 

^"a^i  =  ^iipy  ^h+u  •  •  ->  ^m-i)(niod.  .  .  .,  ^^x,  +  ^[qp,]^,  .  .  .) 
und  H^  gleich  Null,  wenn  x  jene  durch  (1)  definierte  algebrai- 
sche Funktion  ist,  also  auch  H.  durch  cp  teilbar.    Hieraus  folgt 
endlich  die  Kongruenz 

^JG,  =  0  (mod.  ^„  .  . .,  ^„  ^,^,),  (C) 

wenn  zur  Abkürzung 

^Ä  +  1  =  ^ 
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gesetzt  wird;  und  die  Anzahl  der  Elemente  des  in  (C)  auf- 
tretenden Modulsystems  ist  h  -\-  1  <,  in.  Wir  schreiben  (C) 
noch  in  der  Gestalt 

tn 

wo  ipf^+2f  '  •  'f  '^m  einfach  gleich  Null  anzunehmen  sind,  und 
erhalten  hieraus         ' 


also  für  die  Elemente  der  in  (1),  (2)  definierten  Mannigfaltig- 
keit, wo  i^j  ^  0  ist, 

«  dx^       ^  ^^^-  dx^ 

r         j=i  r 

und  endlich  für  dieselben  Elemente 


=  ia. 


d% 


dx. 


dx,^ 


dG, 


da  aber  rechts  wenigstens  ein  ip.  identisch  Null  ist,  und  daher  für 

dii> .  I 

-7^    dasselbe  stattfindet,  ferner  z/^  eine  von  Null  verschiedene 

cx^\  y  a 

i^orm  der  Unbestimmten  ist,  hat  man  endlich  für  alle  Elemente 
jener  Mannigfaltigkeit 
Nun  ist  aber 
Dscr.  (G„  . .  ,  GJ  =1  0  (mod.  G„  .  .  ,  (?„, 

und  wenn  man  irgend  ein  Element  jener  Mannigfaltigkeit 
rechts  für  ^?  ^i,  •  •  -,  a;^_i  einsetzt,  Xj^_^^,  .  .  .,  x^_^  immer  als 
Unbestimmte  aufgefaßt,  so  wird  jedes  Element  des  Modul- 
systems, also  auch  die  Discriminante  der  G  und  damit  endlich 
noch  die  Discriminante  des  Systems  i^^,  .  .  .,  F^  gleich  NuU^ 
was  zu  beweisen  war. 

Wir  können  nun  leicht  die  Entwicklung  der  §§  28  und  30 
in  Folgendem  zusammenfassen: 


dx^ 


)■ 
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Das  System  0,  =  0,  (i  =  1,  .  .  .,  m)  hat  „im  allgemeinen" 
N  verschiedene  Lösungen;  dem  gegenüber  nennen  wir  das 
System  singulär,  wenn  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lösungen 
entweder  kleiner  als  N  ist,  also  ,,mehrfache"  Lösungen 
existieren,  oder  aber  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lösungen 
größer  als  iV,  also  unendlich  groß  wird.  Dann  haben  wir 
den  Satz: 

Das  Verschwinden  der  Discriminante  der  Formen 
^^{i  =1,  .  .  ,y  m)  ist  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  das  Gleichungssystem  ^.  =  0 
ein  singuläres  sei. 

Der  durchweg  ausgeschlossene  Fall  eines  Systems  linearer 
Formen  läßt  sich,  wie  unmittelbar  klar,  elementar  erledigen. 
Ein  solches  Gleichungssystem,  dessen  Koeffizienten  eine  Matrix 
von  m  Zeilen  und  m  -\-  1  Spalten  ergeben,  ist  dann  und  nur 
dann  singulär,  wenn  jede  daraus  sich  ergebende  Determinante 
M*®"^  Grades  verschwindet. 


I 


Siebentes  Kapitel. 
Lineare  diophantische  Probleme. 

(AUgemeine  Sätze  und  die  algebraische  Theorie.) 


Aufstellung  des  Problems. 

§  1.  Es  sei  A  irgend  ein  holoider  Bereich,  der  ebenso- 
wohl ein  echter  holoider  Bereich,  wie  auch  ein  orthoider  Be- 
reich sein  kann,  und  [A,  ^^, .  .  .,  x^]  ein  diesem  entstammender 
Formenbereich.     Sind 

diesem  Bereiche  angehörige  gegebene  Formen,  so  sollen  dem- 
selben Bereiche  angehörige  Formen 

X^,  . .  .,  Xj 

bestimmt  werden,  die  dem  Gleichungssysteme 

F,,  =  F,,  X,  +  F,,X,  +  ---  +  F,,X„  (I) 

genügen.  In  dieser  Auffassung  ist  (I)  ein  System  linearer 
diophantischer  Gleichungen,  wo  also  im  Gegensatze  zur 
bisherigen  Fragestellung  nur  jene  Größen  als  Lösungen  in 
Betracht  kommen,  die  dem  Formenbereiche  [A,  x^^  .  .  .,  a?^] 
angehören. 

Es  werden  im  Folgenden  insbesondere  zwei  Fälle  in  Be- 
tracht zu  ziehen  sein,  erstens,  wenn  A  ein  orthoider  Bereich, 
zweitens,  wenn  A  der  Bereich  der  rationalen  und  ganzen  Zahlen 
ist.     Im    ersten   Falle    gehört   das    Problem    der    Algebra,    im 
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zweiten  Falle  der  Arithmetik  an,  wenn  wir  diese  Disziplinen, 
im  Sinne  der  Auseinandersetzungen  des  Kap.  IV.  §  8  sondern. 
Auf  diese  beiden  fundamentalen  Fälle  gehen  alle  hierher  ge- 
hörigen Probleme  zurück,  die  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Größen  auftreten. 

Das  Problem  der  Auflösung  eines  linearen  diophantischen 
Gleichungssystems  reduziert  sich  in  diesen  Fällen  auf  zwei 
einfachere  Fundamentalprobleme,  und  diese  Reduktion  soll  — 
um  Wiederholungen  zu  vermeiden  —  hier  sogleich  in  etwas 
allgemeinerer  Form  dargelegt  werden. 

Ist  r  irgend  ein  holoider  Bereich,  so  verstehn  wir  unter 
der  „Auflösung  des  Systems  linearer  diophantischer  Gleichungen 

injh  =  rio     (i  =  ^,--;K),    (11) 

in  JT",  wo  die  y  dem  Bereiche  JT  angehören,  die  Bestimmung 
aller  demselben  Bereiche  angehörigen  Größensysteme  |j^,  .  .  .,  |j, 
die  dem  Gleichungssysteme  genügen.  An  Stelle  der  „Bestimmung" 
tritt,  wenn  unendlich  viele  solche  Systeme  existieren,  die 
Forderung,  dieselben  in  bestimmter  Weise  vollständig  zu 
beschreiben. 

Der  Bereich  F  soll  kurzweg  als  diophantischer 
Bereich  bezeichnet  werden,  wenn  für  jede  homogene  lineare 
diophantische  Gleichung 

rJi  +  y.l2  +  ---  +  nl.  =  o  (1) 

eine  endliche  Anzahl  von  dem  Bereiche  angehörigen  Größen- 
systemen 

llA,?«,    •••,!«,  (Ä=l,  ...,»•)        (2) 

bestimmt  werden  kann,   so  daß   nicht  nur: 

wenn  für  /i^,  .  .  .,  ^^  beliebige  Größen  aus  F  gesetzt  werden, 
eine  Lösung  jener  diophantischen  Gleichung  gibt,  sondern  um- 
gekehrt auch  jede  Lösung  |^,  .  .  .,  |^  auf  diese  Gestalt  gebracht 
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werden  kann.  Diese  Eigenschaft  drücken  wir  in  folgenden 
Worten  aus:  In  einem  diophantischen  Bereiche  bilden 
die  Lösungen  jeder  homogenen  diophantischen  Glei- 
chung eine  endliche  Schar.  Die  Schar  heißt  im  Anschluß 
an  frühere  Bezeichnungen  (Kap.  V.  §  13)  eine  r-gliedrige. 
Mit  den  Größensystemen  (2)  sind  selbstverständlich  die 
Systeme  (3)  bei  beliebiger  Wahl  der  ^^  auch  Lösungen,  aber 
es  ist,  wenn  für  F  keine  weitere  Festsetzung  vorliegt,  die 
Möglichkeit  durchaus  nicht  ausgeschlossen,  daß  jene  r  Systeme, 
wie  groß  man  auch  r  wähle,  niemals  genügen,  um  in  (3) 
sämtliche  Lösungen  zu  geben.  Für  einen  „diophantischen" 
Bereich  tritt  eben  dieser  Fall  nicht  auf.  In  diesem  Sinne 
wird  später  noch  zu  zeigen  sein,  daß  jeder  Formenbereich,  der 
einem  orthoiden  Bereiche  oder  dem  Bereiche  [1]  entstammt, 
ein  diophantischer  Bereich  ist. 

Für  einen  diophantischen  Bereich  reduziert  sich 
die  vollständige  Auflösung  eines  Systems  linearer 
diophantischer  Gleichungen  (II)  auf  die  zwei  folgenden 
Fundamental  Probleme: 

1)  Bestimmung  der  endlichen  Schar,  die  einer 
einzelnen  homogenen  linearen  diophantischen  Glei- 
chung (1)  genügt. 

2)  Entscheidung  der  Lösbarkeit  für  eine  lineare 
diophantische  Gleichung  von  der  Gestalt: 

nii  +  --- +  7,1  =  1  (4) 

und  Bestimmung  einer  Lösung,  wenn  eine  solche  vor- 
handen ist. 

Wie  nach  Erledigung  dieser  beiden  Aufgaben  die  voll- 
ständige Lösung  eines  jeden  linearen  diophantischen  Systems 
in  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  erfolgt,  soll  nun  dar- 
gelegt werden. 

Vor  allem  ist  es  klar,  daß  nach  Kenntnis  einer  Lösung 
von  (4)  die  Gesamtheit  dieser  Lösungen  vollständig  beschrieben 
werden  kann.     Ist  diese  Lösung 
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SO  genügt  jede  andere  Lösung  der  homogenen  Gleichung 

und  es  ist  demnach  die  Gesamtheit  der  Lösungen  in  der  Gestalt 

ij  ==  ho  +  ^J>1   H h  ^'rhr  0  =  1;    .  •  •.   0         (5) 

darstellbar,  wo  die  ^  beliebige  Größen  aus  F  sind. 
Ist  zweitens  die  Gleichung 

rJiH h  71^1  =  r 

vorgelegt  und  y  von  1  verschieden,  so  sind  die  Lösungen 
dieser  Gleichung  unter  denen  der  Gleichung 

Tik  H }rrA  —  rv  =  ^ 

enthalten,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  jede  Lösung  der  letzten 
Gleichung,  in  der  tj  =  1  ist,  eine  Lösung  der  vorgelegten 
Gleichung  ergibt  und  umgekehrt.  Nun  hat  aber  in  der  all- 
gemeinen Lösung  der  letzteren  Gleichung  t]  die  Gestalt 

und  es  sind  also  nur  noch  die  Größen  ^  der  Bedingung 

/^l^l  H h  ^rVr=  1 

gemäß  zu  bestimmen.  Dies  gibt  für  die  ^  ähnlich  wie  (4) 
gebaute  Ausdrücke,  und  als  allgemeine  Lösung  der  Gleichung 

h  =  ijO  +  '^lijl  -i h  ^sijs  (j  =  1  ,   •  •  •;   0  ?        (6) 

wo  die  V  wieder  beliebige  Größen  aus  F  sind. 

Daß  nun  auch  die  allgemeine  Lösung  des  diophanti sehen 
Systems  (11)  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  auf- 
gestellt werden  kann,  erschließt  man  in  einfacher  Weise  durch 
den  Übergang  von  h  zu  k  —  1.  Hat  man  nämlich  für  die 
erste  der  Gleichungen  in  (11): 

i 

die  allgemeine  Lösung  in  der  Gestalt  von  (6)  gefunden,  so 
ergeben  sich,  wenn  man  diese  Darstellung  der  |^.  in  die  übrigen 
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Gleichungen  einsetzt^  notwendige  und  hinreicliende  Bedingungs- 
gleichungen  für  die  Größen  v,  die  geradezu  ein  System  von 
Je  —  1  linearen  diophantischen  Gleichungen  für  diese  Größen 
geben.  In  dieser  Weise  fortfahrend,  gelangt  man  schließlich 
zu  einer  Gleichung  und  zu  einer  definitiven  Darstellung  der 
Gesamtheit  der  Lösungen  von  (II),  die  wieder  die  in  (6) 
charakterisierte  Gestalt  hat. 


Modul-  oder  Divisoreusysteme. 

§  2.  Bevor  wir  die  Lösung  des  aufgestellten  Problems 
weiter  verfolgen,  muß  noch  eine  weitere  sich  daran  knüpfende 
Begriffsbildung  vorgetragen  werden,  die  für  die  Theorie  der 
algebraischen  Größen  von  fundamentaler  Bedeutung  ist  und 
deshalb  am  besten  von  vornherein  in  der  Fassung  der  hierher 
gehörigen  Resultate  verwendet  wird. 

Die  Tatsache,  daß  die  lineare  diophantische  Gleichung 

F=F,X,  +  ---  +  F,X, 

in  dem  Formenbereiche  [A,  x^,  .  .  .,  rcj  eine  Lösung  besitzt^ 
wird,  wenn  man  von  der  Bestimmung  der  Größen  X^,  .  .  .,  X^ 
absieht,  auch  durch  die  Kongruenz 

Fe^O  (mod.i^i,  ...,  F;) 

ausgedrückt,  wo  selbstverständlich  wieder  der  Formenbereich, 
in  dem  diese  Tatsache  statuiert  wird,  ein  für  allemal  fest- 
gesetzt ist*). 

Für  l  =  1  sagt  diese  Behauptung  nichts  anderes,  als  daß 
F  im  Formen bereiche  [A,  ic^,  .  .  .,  x^]  durch  F^  teilbar  ist; 
wir  haben  es  demnach  im  allgemeinen  Falle  mit  einer  Er- 
weiterung des  Teilbarkeitsbegriffs  zu  tun,  wo  an  Stelle 


*)  Daß    die    Richtigkeit    dieser   Aussage    von    der  Wahl    des  Be- 
reichs abhängig  ist,  zeigt  ein  einfaches  Beispiel.     Es  ist  z.  B. 

1  —  0,  (mod.  x-{-2,  x-\-4:) 

im  Bereiche  der  rationalen  Formen ;  dieselbe  Behauptung  ist  aber  falsch 
im  Bereiche  der  rationalen  und  ganzen  Formen. 
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des  Teilers  oder  eingliedrigen  Moduls  F^  das  ?-gliedrige 
Modulsystem  {F^,  .  .  .^  F^  tritt,  das  in  dieser  Auffassung 
nun  auch  —  nach  Kronecker  —  als  Divisorensystem*) 
bezeichnet  wird. 

In  Verfolgung  dieser  Analogie  drücken  wir  endlich  die 
<iurch  die  Kongruenz 

F~0  (mod.  i^i,  •  .  -,  Fj) 

gegebene  Eigenschaft  von  F  auch  so  aus,  daß  F  das  Modul- 
system  (oder   Divisorensystem)  (F^,  .  .  .,  F^   enthält**). 

Die  naturgemäße  Erweiterung  dieser  Ausdrucksweise  führt 
zu  folgenden  Definitionen: 

L  Das  Modulsystem  (Divisorensystem)  (M^,  ...,  M^ 
enthält  das  Modulsystem  (JVj^,  .  .  .,  N^)y  wenn  dies  für 
jedes  Element  des  ersten  Modulsystems  der  Fall  ist, 
also,  wenn  in  der  Kongruenzbezeichnung 

M,~0  (mod.  N„  .  . .,  N;)         {i  =  1,  .  .  .,  h) . 

IL  Zwei  Modulsysteme  (Divisorensysteme)  heißen 
äquivalent,  wenn  jedes  von  ihnen  das  andere  enthält. 
In  Zeichen  soll  dies  durch 

iM„...,M,)^(N„...,N^) 

ausgedrückt  werden;  für  den  Fall  7^=1,  ^=1  hat  das 
Zeichen  ~  dann  genau  die  Bedeutung  des  früher  gebrauchten 
Zeichens  ^^. 

Man  erhält  hieraus  unmittelbar  den  einfachen  Satz: 
Wenn  M  das  Modulsystem  (iüfi,  .  .  .,  JfJ  enthält,  so  ist 

Ein  echtes  Modulsystem  ist  ein  solches,  das  in  der  ab- 
soluten Einheit  nicht  enthalten  ist,  für  welches  also  die  Aqui- 


*)  Kronecker,  Festschrift,  §  20. 

**)  Das  in  Kap.  I  behandelte  Beispiel  des  Bereichs  [|/ — ö],  ins- 
besondere §  9  zeigt,  daß  diese  Begriflfsbildung  auch  schon  dann  für  den 
Ausdruck  gewisser  Tatsachen  notwendig  sein  kann,  wenn  man  im  Be- 
reiche [A]  verbleibt,  ohne  weitere  Unbestimmte  hinzuzufügen,  wenn 
also  F,  Fj^,  . .  .^  Fj  durchweg  Größen  des  Bereichs  [A]  sind. 
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valenz  (M^,  .  .  .,  JtfJ  :^  1  nicht  besteht.  Jedes  in  der  ab- 
soluten Einheit  nicht  enthaltene  oder  echte  Modulsystem 
bestimmt  demnach  (Kap.  I.  §  10)  einen  echten  Kongruenz- 
bereich. 

Auch  der  Begriff  des  größten  gemeinschaftlichen  Teilers 
läßt  sich  unmittelbar  auf  die  Modul-  oder  Divisorensysteme 
übertragen.  (Wir  benutzen  nun,  wo  die  Beziehung  zum 
Kongruenzbereich  zurücktritt  und  wir  es  mit  den  Eigen- 
schaften dieser  Größensysteme  an  sich  zu  tun  haben,  vorzugs- 
weise die  letztere  Benennung.)  Dies  geschieht  durch  folgende 
Festsetzung: 

III.  Das  Divisorensystem  (M^,  .  .  .,  M^^^  ]S\,  .  .  .,  N^) 
heißt  der  größte  gemeinschaftliche  Inhalt  der  Divi- 
sorensysteme (M^,  .  .  .,  Mf)  und  (iVi,  .  .  .,  N^)  und  wird 
durch  die  Eigenschaft  charakterisiert,  daß  jedes  Divisoren- 
system, das  in  dem  ersten  enthalten  ist,  auch  in  dem  zweiten 
und  dritten  Divisorensystem  enthalten  ist  und  auch  umgekehrt. 
Diese  Behauptung  ist  aus  den  betreffenden  Definitionen  un- 
mittelbar klar.  Jedes  Divisorensystem,  das  die  soeben  aus- 
gesprochene Eigenschaft  besitzt,  muß  ^  (^^i?  •  •  •,  -3^ä>  ^i7  "•>  ^k) 
sein,  denn  es  enthält  dieses  Divisprensystem  und  ist  auch  in 
diesem  enthalten.  Der  größte  gemeinsame  Inhalt  zweier  Divi- 
sorensysteme ist  also  im  Sinne  der  jetzt  gegebenen  Äquivalenz- 
bestimmung  eindeutig  gegeben. 

IV.  Die  beiden  Divisorensysteme  (M^,  .  .  .,  ilfj  und 
{Nj^f  ...fN)  sollen  relativ  prim  heißen,  wenn  ihr  größter 
gemeinschaftlicher  Inhalt  (itf^, .  . .,  ilif^,  N^, . . .,  N^)  od  1  ist. 

Für  die  schärfere  Sonderung  der  Begriffe  —  insbesondere 
in  unsem  Formeln  —  ist  die  Einführung  des  Zeichens  ^^  von 
Vorteil.  Es  bedeutet  eine  engere  Äquivalenz  als  das  früher 
gebrauchte  Zeichen  ^^.  In  folgerichtigem  Anschluß  an  die 
bisherige  Anwendung  dieses  Zeichens  soll 

iM„...,M,)^{N„...,N;) 

besagen,  daß  jeder  gemeinschaftliche  Teiler  von  ifef^,  .  .  .,  M^ 
auch    ein    gemeinschaftlicher   Teiler   von   N^,  .  .  .^  N^    ist   und 
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umgekehrt,  und  dies  kann  ganz  gut  der  Fall  sein,  oline  daß 
zugleich 

ist.  So  hat  man  z.  B.  im  Bereiche  der  rationalen  und  ganzen 
Formen 

ohne  daß 

ist,  da  es  keine  Formen  A  und  B  gibt,  für  die 

A(x  +  2)  +  B{x  +  4)  =  1 

wird.  Dies  hat  seinen  einfachen  Grund  darin,  daß  x  -\-  2  und 
X  -\-  4  das  zweigliedrige  Divisorensystem  (x^  2)  enthalten,  was 
für  1  nicht  der  Fall  ist. 

Das  Zeichen  ~  besagt,  wie  man  unmittelbar  sieht,  daß 
jedes  in  Jf^,  .  .  .,  M^^  enthaltene  Divisorensystem  auch  in 
N^,  .  .  .j  N^  enthalten  ist  und  umgekehrt;  bei  Anwendung  des 
Zeichens  ^  gilt  dies  nur  für  gewöhnliche  Teiler  (eingliedrige 
Divisorensysteme). 

Würde  man  die  Anwendung  des  Zeichens  ^^  auf  einzelne 
Größen  beschränken,  so  fiele  dieser  Unterschied  weg,  denn  aus 
M  <^  N  folgt  immer  auch  M  ::^  N. 

Es  ist  aber  nicht  ohne  Wichtigkeit,  diese  engere  und 
weitere  Äquivalenz  in  unseren  Zeichen  auch  fernerhin  unter- 
scheiden zu  können;  wir  würden  auch  sonst  mit  der  früher 
gebrauchten  einfachen  Bezeichnung  des  größten  gemeinschaft- 
lichen Teilers  in  Widerspruch  geraten. 

Wo  im  folgenden  einfach  von  äquivalenten  Divi- 
sorensystemen die  Rede  ist,  soll  immer  die  durch 
das  Zeichen  :^  bestimmte  engere  Äquivalenz  ver- 
standen sein. 

§  3.  Die  Gesamtheit  der  Divisorensysteme,  die  wir  aus 
den  Größen  des  Bereichs  [A,  ^j, .  .  .,  x^  bilden  können,  werden 
abermals  in  einem  „Bereiche",  dem  Divisorenbereiche  von 
[A,  a^i,  .  .  .,  a?J,  zusammengefaßt,  wenn  wir  für  diese  Divisoren- 
systeme   eine    gewisse    gesetzmäßige    Verknüpfung    festsetzen. 
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Das  Gesetz  dieser  Verknüpfung,  der  s.  g.  Komposition,  lautet 
einfach  dahin,  daß  aus  den  Divisorensystemen 

(.  .  .,  M„  .  .  .-),  (»•=  1, .  .  .,  h)  und  (. .  .,  N^, .  .  .) ,  (i  =  1, .  . .,  9) 

ein  drittes  durch 

{.  .  .,  M,N„  .  .  .)         {i=l,...,h;j:=l,...,g) 

gegebenes  Divisorensystem  zu  bilden  ist. 

Wir  nennen  letzteres  System  aus  den  beiden  ersten 
zusammengesetzt  oder  komponiert;  jene  Systeme  heißen 
dabei  die  Kompositionsfaktoren  oder  (wegen  der  augen- 
fälligen Analogie  mit  der  Multiplikation  eingliedriger  Systeme) 
auch  kurz  die  Faktoren  des  letzten  Systems,  das  demgemäß 
auch  als  Produkt  der  beiden  ersten  Systeme  bezeichnet  wird. 

Die  Definition  der  Komposition  kann  nun  auch  als  Äqui- 
valenz: 

(i  =  l,  ...,h-j=  1,  ...,g) 

geschrieben  werden,  wenn  wir  die  zu  komponierenden  Systeme 
einfach  nebeneinander  schreiben. 

Die  Berechtigung  dieser  Schreibweise  folgt  aus  der  Tat- 
sache, daß  bei  der  Komposition  äquivalente  Systeme  einander 
vollständig  vertreten  können.  Es  drückt  sich  dies  in  dem  un- 
mittelbar ersichtlichen  Satze  aus,  daß  aus 

{M„'...,M,)^(M'^,...,M,:) 
immer  auch 

(^  =  1,  .  .  .  h-  r  =  1,  .  .  .,  /^';  i  =  1, .  .  .  ^) 
folgt. 

Nach  ihrer  Definition  ist  für  die  Komposition  das  kommu- 
tative  Prinzip  richtig,  ebenso  wie  für  die  Multiplikation,  in 
die  diese  neue  Verknüpfung  für  h  =  1   und  g  =  1    übergeht. 

Diese  Bestimmungen  führen  zu  dem  trotz  seiner  Einfach- 
heit sehr  wichtigen  Satze: 

Wenn  ein  Divisorensystem  die  beiden  Systeme 
(ilfi,  .  .  .,  M^)  und  (iVj,  .  .  ..  N^)  enthält,  und  diese  beiden 

23* 
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relativ  prim  sind,  so  enthält  es  auch  das  Produkt  der 
beiden  Systeme. 

Offenbar  braucht  man  den  Satz  nur  für  eine  einzelne 
Grröße  F  zu  beweisen.  Daß  jene  Systeme  relativ  prim  sind, 
d.  h.  daß 

ist,   bedeutet,   ausführlich  geschrieben,  daß   es  Größen  U^y  Vj 
des  Bereichs  [A,  a?i,  .  .  .,  x^l  gibt,  für  welche 

wird.     Andrerseits  ist  auch,  wenn  G-,  Hj  abermals  Größen  des 
Bereichs  [AiiC^,  .  . .,  x^]  sind: 


und  daher: 


J=i- 


N,F=2G>M,N„         ij=l,...,g) 


9 


m,f=2h,m,n„        (»  =  1,  ..,ä) 

also  auch,  wenn  man  der  Reihe  nach  mit  F^.,  U^  multipliziert 
und  addiert: 

F^O(mod.  ...,ilf,iV;.,...). 

Insbesondere  folgt  noch  hieraus  der  folgende  spezielle  Satz: 
Ist  {M^y  N^)  ^  1,  so  hat  man  auch 

Daß  das  links  stehende  Divisorensystem  das  Produkt  auf 
der  rechten  Seite  enthält,  ist  eine  Folge  des  eben  bewiesenen 
Satzes,  denn  es  enthält  augenscheinlich  die  beiden  Faktoren, 
und  diese  sind  mit  M^  und  N^  auch  relativ  prim.  Daß  aber 
umgekehrt  das  Produkt  rechts  jenes  Divisorensystem  enthält, 
ist  ebenso  einfach  einzusehn.  Die  Elemente  des  als  Produkt 
gegebenen  Divisorensystems  sind  M^N^  und  weiter  nur  durch 
M^,  ilfg,  ...  oder  Jf^  teilbare  Größen. 
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In  weiterer  Verfolgung  der  Analogie  mit  den  gewöhn- 
lichen Teilbarkeitssätzen  gelangt  man  noch  zu  folgendem  Satze: 

Ist  in  dem  Divisorensysteme  (iV^,  .  .  .,  N^)  nicht 
jedes  Element  0,  und 

(. . .,  jf,, . . .)(. . .  N,, . .  .)^(. . .,  M^, . . .)(. . .,  iv;, .  .  .), 

so     enthält     das     Divisorensystem     (.  .  .,  Mf,  .  .  .)     das 
System   (.  .  .,  Jf/ , . .  .)   und  (...,  JfT,. ..)  auch  (...,  Jf.,  ...). 
Der  Annahme  nach  ist 

M,N=:kLrjNj,         {s^l,...,g) 

WO  die  Ufj  lineare  Formen  der  M'  sind;  also  wird  auch 

WO,  wie  schon  häufig,  d^j  =  1,  wenn  s  =  j^  und  d^j  =  0,  wenn 
s  =^j  ist.     Da  nun  die  Nj  nicht  sämtlich  0  sind,  hat  man 

_  i£"-<J,,i^,L=,....,„=o, 

also  in  der  Tat 

M^  =  0{mod....,M-. ,...), 

und  genau  ebenso 

Jf;f  =  0(mod....,  Jlf,,...,). 
Insbesondere  muß  noch  der  folgende  spezielle  Fall  hervor- 
gehoben werden: 

Ist  in  dem  Divisorensysteme  (N^^  .  .  .,  N)  nicht 
jedes  Element  0,  und 

(...,M„...){...,N„..:)^i...,N„...), 
so  ist  auch 

(...,jf„...)^i. 

Nach  dem  soeben  bewiesenen  allgemeinen  Satze  enthält  1 
das  Divisorensystem  (.  .  .,  iif^,  .  .  .),   und  dieses  selbstverständ- 
lich auch  das  „Divisorensystem^^  1;  es  ist  also  in  der  Tat 
(. . .,  M„  . . .)  ^  1. 
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Daß  aus  den  im  allgemeinen  Satze  festgesetzten  Bedingungen 

(.  ..,M„...)^i... ,  jf;.„ . . .) 

durchaus  nicht  folgt,  ist  eine  merkwürdige  Tatsache,  die 
es  wohl  verdient,  durch  ein  einfaches  Beispiel  illustriert  zu 
werden. 

In  dem  Formenbereiche  [A,  x,  y'] ,  der  einem  beliebigen 
holoiden  Bereiche  A  entstammt,  ist 

(a;2,  y^)(x,  y)  ^  {x^,  x^y,  xy%  y^), 
(x^,  xy,  y^){x,  y)  f^  {x^,  x^y,  xy\  y^)] 
trotzdem  sind  die  Divisorensysteme 

(x^,  y^)  und  (x^,  xy,  y^) 
nicht  äquivalent,  denn  die  Kongruenz 
xy  ^0  (mod.  x^^  y^) 
ist  augenscheinlich  unmöglich.     Wohl  ist  aber   (x^^  xy,  y^)   in 
{x^,  y^)y  und  {x^^  y^)  in  (ic*,  x^y"^,  y^)  enthalten. 

§  4.  Daß  die  Analogie  für  die  Theorie  der  Divisoren- 
systeme mit  derjenigen  der  gewöhnlichen  Teiler  (eingliedriger 
Divisorensysteme)  in  dieser  Weise  abbricht,  beruht  im  wesent- 
lichen auf  einer  Eigenschaft  dieser  Systeme,  die  in  dem  soeben 
erwähnten  einfachsten  Falle  noch  nicht  auftritt. 

Es  kann  nämlich  (Jf^,  .  .  .,  iüfj  ein  zweites  Divi- 
sorensystem (JVi,  .  .  .,  N^)  enthalten  und  doch  nicht 
als  Produkt  dieses  Divisorensystems  mit  einem  dritten 
{N\^  .  .  .,  N'g)  darstellbar  sein.  Der  Begriff  des  „Enthaltens" 
ist  also  um  vieles  weiter  als  der  der  „Teilbarkeit".  Wir  zeigen 
dies  an  einem  einfachen  Beispiele:  Es  enthält  —  wie  un- 
mittelbar ersichtlich  —  (x^,  y^)  das  Divisorensystem  (x^  y). 
Trotzdem  können  keine  Formen  X^^  .  .  .,  Xj^  existieren,  so  da'^) 

wird. 

Das  Divisorensystem  (x^,  y^)  gestattet,  um  das  Resultat 
sogleich  allgemeiner  zu  fassen,  überhaupt  keine  „echte"  Zer- 
legung.    Ist  nämlich 
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(x^y')^iX„...,X,){Y„...,Y,), 
SO  kann  bewiesen  werden,  daß  der   eine  Faktor   mit   der  Ein- 
heit, der  andere  mit  dem  Systeme  (x^,  y^)  äquivalent  ist.    Man 
kann  jedenfalls 

X.  =  ai  +  h,x  +  Citj+  d,xy,  (mod.  x\y^) 
Yj  =  Pj  +  <ljOc  +  Tß  +  s^xy,  (mod.  x^,  y') 
schreiben.     Soll  nun  der  Annahme  nach 

X.  Yj  —  0  (mod.  x^,  y') 
sein,  so  muß  auch 

^iPj  =  0,  (i  =  1,  .  .  .,  h-  j  =  1,  .  .  .,  l\ 
sein,  d.  h.  entweder  sämtliche  a^^  .  .  .,  a^  oder  aber  sämtliche 
Pi>  •  '  '}  Pi  verschwinden.  Sind  nun  z.  B.  die  Grrößen  p  nicht 
sämtlich  Null,  so  müssen  wieder  die  &,  c  und  d  sämtlich  Null 
sein,  d.  h.  das  Divisorensystem  (X^,  .  .  .,  X;;.)  enthält  (x^y  y^) 
und,  da  auch  das  Umgekehrte  der  Fall  ist,  hat  man 

und  also 

(r„ . . .,  r,)  ~  1. 

Ein  Divisorensystem  heißt  unzerlegbar  oder  irre- 
duz i  bei,  wenn  es  keine  „echte"  Zerlegung  gestattet,  d.  h.  wenn 
es  nur  in  der  Weise  als  Produkt  zweier  Faktoren  darstellbar 
ist,  daß  der  eine  Faktor  dem  vorgelegten  Systeme,  der  andere 
Faktor  also  —  gemäß  dem  früher  Bewiesenen  —  der  Einheit 
äquivalent  ist.  Das  gegebene  Beispiel  zeigt  aber,  daß  ein 
unzerlegbares  Divisorensystem  trotzdem  solche  Divi- 
sorensysteme enthalten  kann,  die  weder  der  Einheit 
noch  dem  gegebenen  Systeme  selbst  äquivalent  sind. 

Ein  Divisorensystem  heißt  ein  Primsystem*)  (Prim- 
divisorensystem,    Primmodulsystem),    wenn     für    jedes 


*)  In  der  „Festschrift"  gebraucht  Kronecker  die  Ausdrücke  irre- 
duzibel  und  prim  noch  unterschiedslos  für  unzerlegbare  Systeme.  Die 
hiermit  verbundenen  Unzukömmlichkeiten  führten  jedoch  dahin,  auch 
hier  eine  schärfere  Unterscheidung  zu  treffen.  (Kronecker,  Über 
einige    Anwendungen    der    Modulsysteme    auf    elementare    algebraische 
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dieses  System  enthaltende  Produkt  auch  schon  einer  der  Fak- 
toren das  System  enthält. 

In  diesem  Sinne  ist  jede  Primgröße,  als  eingliedriges 
Divisorensystem  aufgefaßt,  auch  ein  Primsystem ;  ebenso  z.  B. 
das  Divisorensystem  (x^  y).  Nicht  aber  trotz  seiner  Unzerleg- 
barkeit (po^y'iß),  das  in  (x^,y){x^jy)  enthalten  ist,  obwohl  die 
Faktoren  (x^^  y\  wie  unmittelbar  zu  sehen,  das  Divisorensystem 
{x^j  y^)  nicht  enthalten. 

Jedes  Primsystem  ist  irreduzibel,  denn  die  Zer- 
legung gäbe  ein  Produkt,  in  welchem  der  eine  Faktor  jenes 
Primsystem  und  selbstverständlich  das  Primsystem  auch  jenen 
Faktor  enthält;  dieser  Faktor  ist  also  dem  Primsysteme,  und 
also  der  andere  der  Einheit  äquivalent.  Die  ümkehrung  des 
Satzes  ist,  wie  dies  schon  das  Beispiel  {x^y  y^)  zeigt,  nicht  richtig. 

Ein  absolutes  Primsystem  ist  endlich  ein  solches 
System,  das  nur  der  Einheit  oder  dem  vorgelegten 
Systeme  selbst  äquivalente  Divisorensysteme  ent- 
hält*). 

Fragen,  Journ.  f.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  99.  pag.  337  =  Werke,  Bd.  III.  1.  pag.  158). 
Die  im  Texte  gegebene  Definition  des  Primsystems  stimmt  inhaltlich 
mit  der  Krön  eck  er  sehen  überein,  ist  aber  formell  einfacher,  da  sie 
den  Begriff  der  „Stufe"  nicht  benutzt. 

*)  Daß  ein  so  definiertes  System  (Pj ,  P2 ,  .  .  .)  immer  auch  ein 
Primsystem  in  der  früher  definierten  Bedeutung  des  Wortes  ist,  ist  wohl 
einfach  zu  erschließen,  muß  aber  doch  besonders  bewiesen  werden 

Wäre  nämlich  {I\^  P^,  .  .  .)  in  dem  Produkte 

enthalten,  so  müßte  es  auch  in  dem  Divisorensysteme 

enthalten  sein.  Nun  ist  aber  der  erste  dieser  Faktoren  jedenfalls  in 
(Pj ,  Pg ,  .  .  .)  enthalten,  also  nach  der  für  dieses  System  nun  statuierten 
Annahme  entweder 

(1^,,  j;,...,p,,p,  ...)-(p,,p,,...), 

und  dann  enthält  auch  schon  ( JPj ,  F^,  .  .  .)  das  System  (Pj ,  Pg ,  .  .  .) , 
oder  aber  es  wäre 

(F,,JP,,...,P,,P,,...)-1, 

und  dann  würde  eben  der  andere  Faktor  {G^,  G^,  .  .  .)  das  System 
(Pi,  Pg,     .  .)  enthalten. 


% 
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Im  Bereiche  der  rationalen  und  ganzen  Formen  gibt  eine 
Primform  F{x^,  .  .  .,  x^)  wohl,  wie  schon  bemerkt,  ein  (ein- 
gliedriges) Primsystem;  dieses  ist  aber  kein  absolutes  Prim- 
system, wenn  F  zumindest  eine  Unbestimmte  x  wirklich  ent- 
hält. Dann  kann  man  nämlich  immer  rationale  und  ganze 
Zahlen  a^, .  .  .,  a^  so  bestimmen,  daß  F(a^j  .  .  .,  a^  weder  0 
noch  +1  wird,  also  durch  eine  Primzahl  p  teilbar  wird. 
Daraus  folgt  aber: 

m 

F(x^y   .  .  .,   Xj  =2  ^ii^i  —  ^i)   +  P^y 

also  enthält  F  das  Divisorensystem 

(x^  —  «1,  ...,x.^  —  a^,p), 

das  gewiß  nicht  c^  1  und  auch  nicht  c^  F  ist.  In  diesem 
Falle  müßte  nämlich  p  durch  F  teilbar  sein,  und  das  ist  un- 
möglich. Im  jenem  Falle  müßten  Formen  H^,  H^,  .  .  .j  H^ 
existieren,  für  die 

m 
t=l 

ist,  und  diese  Identität  bliebe  auch  für  x.==ai  richtig  und 
ergäbe  dann  1  durch  p  teilbar,  so  daß  auch  diese  Annahme 
sich  als  absurd  erweist. 

Dagegen  ist  (x^ —  a^y  .  . .,  a?^ —  a^  in  jedem  einem 
orthoiden  Bereiche  (A)  entstammenden  Formenbereiche 

L(A),  x^j  . . .,  x^j 

ein  absolutes  Primsystem,  wenn  a^, .  . .,  a^  Größen  des  Be- 
reichs (A)  bedeuten.  Sind  nämlich  X^,  .  .  .,  X^  jenem  Bereiche 
entstammende  Formen,  so  kann  man  jedenfalls 

X.  =  c:  (mod.  x^  —  a^, .  .  .,  ^^  —  aj 

schreiben.  Ist  dann  (X^, . .  .,  X^^  in  dem  vorgelegten  Systeme 
enthalten,  aber  diesem  nicht  äquivalent,  so  muß  mindestens 
ein  c^  von  0  verschieden  sein,  sonst  wäre  ja  jedes 

X^  ^  0  (mod.  x^  —  «!,.. .,  x^  —  O 
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lind  es  wären  die  zwei  Systeme  in  der  Tat  ineinander  ent- 
halten, also: 

(Xj,  . . .,  X,)  -  (x^  —  a^, .  . .,  x^  —  aj. 

Ist  aber  c^  von  Null  verschieden,  so  ist  weiter 

c,  :  -  0  (mod.  X.,  x^  —  a,, .  .  .,  x^  —  aJ, 
also  auch 

c,  =  0(mod.X„..,X,) 

und,  da  man  in  dem  orthoiden  Bereiche  mit  c^  dividieren  kann, 

1^0  (mod.  X^,...,X^), 
das  heißt: 

(X,, . . .,  X,)  ^  1. 

Endliche  Divisoreuketten. 

§  5.  Daß  die  in  der  Theorie  der  algebraischen  Größen 
auftretenden  Bereiche  diophantische  Bereiche  sind,  wird  ganz 
allgemein  durch  eine  ihnen  zukommende  Eigenschaft  erschlossen, 
die  ausführlich  dargelegt  werden  muß. 

Sei  A  irgend  ein  (echter  oder  unechter)  holoider  Bereich, 

is,),(s,),...,is;), 

eine  unbegrenzte  Reihe  von  Divisorensystemen,  deren  Ele- 
mente Größen  des  Bereichs  A  sind,  und  die  wir  noch  der  Be- 
dingung unterwerfen,  daß  jedes  Divisorensystem  (iS^^.)  im  vorher 
gehenden  Systeme  (Sj^_i)  enthalten  sei. 

Eine  solche  Reihe  von  Divisorensystemen  soll  kurz  eine 
Divisorenkette  heißen;  und  es  soll  schließlich  die  Divisoren- 
kette (5i),  (Sg),  .  .  .,  (/S^),  ...  endlich  genannt  werden,  wenn 
man  eine  positive  ganze  Zahl  r  von  der  Beschaffenheit  angeben 
kann,  daß,  wenn  a  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 
jedes  System  {S^_^_Jc^(S^)  ist.     .     . 

Ist  (S^)  £^  (ö^i,  .  .  .,  (tJ,  so  kann  man,  da  {S,^^i)  der  An- 
nahme nach  in  (S,^  enthalten  ist,  (/S^^^J  jedenfalls  in  der  Gestalt 

((ti,  . . .,  G^,  G^.^i,  . . .,  G^) 
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schreiben  und  dann  zwischen  (^J  und  (Sf._^^)  die  weiteren 
Systeme 

^^interpolieren".  Geschieht  dies  durchwegs  so  erhält  man,  da 
man  vor  (S^)  stets  Sq  =  0  setzen  kann,  eine  Divisorenkette  von 
der  speziellen  Gestalt 

-^1;  (^u  F2),  (F^,  F^,  F^,  . . . 

die  selbstverständlich  dann  und  nur  dann  endlich  ist,  wenn 
dies  für  die  ursprünglich  vorgelegte  Divisorenkette  der  Fall  ist. 

Es  gibt  Bereiche,  in  denen  jede  Divisorenkette  endlich  ist. 
Dies  ist  gewiß  der  Fall,  wenn  A  ein  orthoider  Bereich,  da  ja 
in  diesem  jede  von  0  verschiedene  Größe  mit  der  Einheit 
äquivalent  ist. 

Dieselbe  Eigenschaft  besitzt  auch  der  Bereich  [1].  In 
diesem  Falle  ist  jedes  Divisorensystem  (/S'J  r:^  dj^^  einer  be- 
stimmten positiven  ganzen  Zahl,  und,  da  (S^)  in  {Sj^_i)  ent- 
halten ist,  dj.^dj^_^.  Man  hat  also  eine  Reihe  von  niemals 
zunehmenden  positiven  ganzen  Zahlen 

d^,  d^y  «3,  •  .  • ; 
ist  daher  dj^  die  kleinste  von  ihnen,  so  wird  jedenfalls 

Man  hat  nun  den  fundamentalen  Satz: 

Ist  jede  aus  den  Größen  des  Bereichs  A  gebildete 
Divisorenkette  endlich,  so  ist  dasselbe  in  dem  Bereiche 
der  aus  A  entstammenden  Formen  von  m  Unbestimm- 
ten [A,  x^,  x^y  .  .  .,  ^J  der  Fall. 

Da  der  Satz  eben  der  Annahme  nach  für  m  =  0  richtig 
ist,  wird  der  allgemeine  Beweis  durch  den  Schluß  von  m  —  1 
auf  m  erbracht  werden  können. 

Andrerseits  können  wir  uns  im  Sinne  der  vorhergehenden 
Erörterungen  auf  jene  speziellen  Divisorenketten  beschränken, 
in  denen 
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ist,  und  endlicli  die  Formenreihe  F^^,  F^,  .  .  .  auf  eine  gewisse 
„einfachste'^  Gestalt  bringen.  Es  ist  nämlicli  unmittelbar  klar, 
daß  man  an  Stelle  von  F^  jede  Form  i^/  setzen  kann,  für 
welche 

J';  =  J',  (moi.F„...,F,_,) 

ist.     Dementsprechend  soll  an  Stelle  von  F^  jene 

mod.  (F„  .  .  .,  F,_,) 

mit  F^  kongruente  Form  G^.  gesetzt  werden,  die  in  x^  von 
möglichst  niedrigem  Grade  ist.  Ist  F^  e^  0,  (mod.  i^j, . . .,  jP^_j), 
so  kann  F^  bei  der  Bildung  der  Divisorenkette  ganz  aus- 
gelassen werden.  Die  demgemäß  in  ihrer  einfachsten  Gestalt 
geschriebene  Divisorenkette 

. .  ,  (G,,  G„  . .  ,  G,),  ...  (^-  =  1,  2,  3,  . . .) 

muß  aber  im  Endlichen  vollständig  abbrechen,  d.  h.  es  wird 
von  einem  bestimmten  h  ab  (r;^^^  ^  0,  G^^^^^  =  0,  .  .  .  sein. 
Wenn  wir  diese  soeben  behauptete  Tatsache  beweisen,  ist  damit 
der  zu  erschließende  Satz  in  unmittelbare  Evidenz  gebracht. 
Wir  zeigen  zuerst,  daß  in  der  Formenreihe  (r^,  G2,  ... 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Formen  enthalten  ist,  die  in 
x^  von  einem  bestimmten,  z.  B.  n^^^  Grade  sind.  Es  sei 
nämlich 

eine  unbegrenzte  Reihe  solcher  Formen,  und  demgemäß 

»;  =  «.<  +  •■•, 

wo    a^    eine  aus    A    entstammende    Form    der    Unbestimmten 

^17  •  •  •>  ^m-i  ^^^*      ^^   unser   Satz   für   aus  A    entstammende 

Formen  von  m  —  1  Unbestimmten  richtig  ist,  wird  für  die 
Reihe 

eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl  existieren,  so  daß 

«r  +  a  ^  ö,    (mod.  «1,    «2,   •  •  •,   C^r); 
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wenn  a  irgend  welche  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Ist  ins- 
besondere 

SO  wird 

(mod.  Gi,  .  .  .,  Gr) 

und,  da  die  rechts  stehende  Form  in  x^  den  Grad  n  nicht 
erreicht,  wäre  eben  G'r^a  nicht  auf  die  supponierte  „einfachste" 
Gestalt  gebracht.  Ist  dies  geschehn,  so  muß  mithin  die  An- 
zahl der  in  der  Reihe  G^,  G^y  ...  vorkommenden  Formen,  die 
in  x^  vom  n^^  Grade  sind,  endlich  sein. 

Unter  denselben  Voraussetzungen  kann  aber  der  Grad 
der  Formen  G^y  G^j  .  .  .  in  x^^  eine  bestimmte  positive  ganze 
Zahl  iV  nicht  überschreiten.  Wenn  dies  nicht  stattfände, 
könnte  man  eine  unendliche  Reihe  von  Formen 

G„  ,  G„  .  G„  .... 

aus  Gy,  G^j  ...  wählen,  so  daß  G'n^  in  x^  vom  Grade  n^  ist, 
und  %,  Wg,  W3,  .  .  .  eine  unendliche  Reihe  von  wachsenden 
positiven  Zahlen  wäre.     Dabei  hätte  G'n^  die  spezielle  Gestalt 

WO  wieder 

aus  A  entstammende  Formen  der  m  —  1  Unbestimmten 
x^,  X2,  .  .  .,  i^m_i  sind,  und  es  gibt  also  wieder  jedenfalls  eine 
bestimmte  positive  ganze  Zahl  r  von  der  Beschaffenheit,  daß 

^r  +  a  =  ^    (mod.  0^1,   «2,  .  .  .,  0^,), 

wenn  a  irgend  welche  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Ist  ins- 
besondere 

<^r  +  a  =  ßla^l  +  A««2  H h  ßra^rf 

SO  wird 

(mod.  G'n„  ..  .y  Gn^y 
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und,  da  die  rechts  stehende  Form  den  Grad  w^+„  in  x^  nicht 
erreicht,  wäre  wieder  (r«^  +  ^  im  Gegensatz  zur  Annahme  nicht 
auf  die  „einfachste"  Gestalt  gebracht.  Ist  dies  geschehn,  so 
gibt  es  für  die  Formen  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Graden 
und  für  jeden  Grad  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Formen, 
demnach  überhaupt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  0  verschie- 
dener Formen  (x,  und  damit  ist  eben  der  aufgestellte  Satz 
bewiesen. 

Insbesondere  ist  also  jede  Divisorenkette  in  ir- 
gend einem  orthoiden  Formenbereiche,  sowie  im  Be- 
reiche der  rationalen  und  ganzen  Formen  von  beliebig 
vielen  Unbestimmten  endlich. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  der  folgende  —  mit  der  ganz 
unwesentlichen  Beschränkung  auf  homogene  Formen  —  zuerst 
von  Hilbert*)  aufgestellte  Satz: 

Aus  einer  beliebigen  Menge  von  orthoiden  oder 
auch  rationalen  und  ganzen  Formen  kann  man  immer 
eine  endliche  Anzahl  von  Formen  F^^  F^y  .  .  •,  F^  so 
wählen,   daß  jede   andere  Form  der  Menge  sich  in  der 

k 

Gestalt    ^  H.F.  darstellen  läßt,  wo  H^,  H^^  . . .,  H^^  wie- 

1=1 

der  orthoide,  bez.  rationale  und  ganze  Formen  sind. 

Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  so  müßte  eine  un- 
begrenzte Reihe  von  Formen 

FF  F 

existieren,  so  daß  niemals  -F^  ^  0  (mod.  F^,  .  .  .,  F^_^)  wird, 
und  dies  ist  eben  nach  dem  früher  bewiesenen  Satze  unmöglich. 


*)  „Über  die  Theorie  der  algebraischen  Formen."  (Math.  Annalen, 
XXXVI.  Bd.  1890.  pag.  473).  —  Für  rationale  Formen  hat  Gor d an  einen 
neuen  Beweis  gegeben.  (Göttinger  Nachrichten,  1899,  pag.  240.)  —  Die 
Theorie  der  Divisorensysteme  liefert  für  den  Inhalt  des  Satzes  die  obige 
einfache  Fassung  und  damit  auch  den  hier  gegebenen  wesentlich 
kürzeren,  durchsichtigen  Beweis. 
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§  6.  Der  Satz  von  der  Endliclikeit  jeder  Divisorenkette 
in  [(A),  x^,  ,  .  .j  x^]  und  [[1],  x^^,  .  .  .,  x^\  ist,  wie  besonders 
betont  werden  soll,  zwar  nur  durch  einen  Existenzbeweis  be- 
gründet, trotzdem  aber  für  unsre  Zwecke  von  fundamentaler 
Bedeutung. 

Aus  ihm  folgt  unmittelbar,  daß  die  Bereiche 
•[(A),  a?!,  . . .,  xj  und  [[1],  x^, .  . .,  xj 
in  der  Tat  diophantische  Bereiche  sind. 

Aus  irgend  einer  Lösung  1^,  Jg?  •  •  •?  J«  ^^^  diophantischen 
Gleichung 

^F.X,  =  0 

bilden  wir  die  Form 

i  =  ^1%  +  h^2-\ h  ^i^h  y 

wo  ^1,^2,...,  Ui  neue  Unbestimmte  sind.  Wenden  wir  auf 
diese  Formenmenge  den  soeben  hergeleiteten  Satz  an,  so  gibt 
es  eine  endliche  Anzahl  von  Formen  in  dieser  Menge 

von  der  Beschaffenheit,  daß  jede  Form  der  Menge  |  sich  in 
der  Gestalt 

$  =  «,!«  + •••  +  «,|w 

darstellen  läßt,  wo  a-^j  .  .  .j  aj^  wieder  dem  orthoiden  Be- 
reiche (A),  bez.  dem  Bereiche  [1]  entstammende  Formen 
von  x^,  .  .  .,  x^y  u^,  .  .  .y  Uj  sind.  Da  aber  die  J  homogene, 
lineare  Formen  der  u  sind,  muß  auch  schon,  wenn  Ujq  das 
von  den  u  freie  Glied  der  Form  ccj  bedeutet: 

|  =  «,o|(')  +  .  ■■  +  «,„!« 

und 

ii  =  «loi-i  H \-  f^kola        (^  =  1>  •  •  •;  0 

sein,  w.  z.  b.  w. 

Anschließend  sei  sogleich  bemerkt,  daß  dieselbe  Schluß- 
weise wörtlich  auch  dann  gilt,  wenn  wir  es  mit  der  Kongruenz 

2;J',Z,EsO,  (mod.(?i,  (?,,•■•) 
zu    tun   haben,    also    auch    die    Lösungen    einer    solchen 
Kongruenz  eine  endliche  Schar  bilden. 
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Auch  hier  haben  wir  es  —  wenigstens  vorläufig  —  nur 
mit  einem  Existenzbeweise  zu  tun;  und  die  eigentliche  Auf- 
gabe, jene  Schar  durch  eine  endliche  Anzahl  von  algebraischen, 
resp.  arithmetischen  Operationen  wirklich  darzustellen,  ist  da- 
mit noch  nicht  gelöst.  Gerade  für  dieses  Problem  ist  noch 
<las  folgende  CoroUar  unsres  Hauptsatzes  von  Wichtigkeit. 

§  7.     Es  seien 

Formen  von  x^,  x^j  .  .  .,  x^^  deren  Koeffizienten  dem 
Bereiche  [(A),  0^^  .  .  .,  ^J,  resp.  [[1],  0^,  .  .  .,  ^J  angehören. 
Es  sei  nun  eine  beliebige  Menge  von  Formen  G  des 
Bereichs 

[(A),  Xj^, .  .  .,  Xj^j  z^,  .  .  .,  0^\,  resp.  [[1],  x^,  .  .  .,  x^,  z^,  .  .  .,  z^\ 
gegeben,    die   sämtlich  die  Eigenschaft  besitzen,    daß 
man    zu   jedem    G    eine    entsprechende,    dem    Bereiche 
[(A);  ^i,  .  •  .,  -^J?    resp.   [[1],  ^1,  . .  .,  ^J    angehörende,    mit 
G  sich  ändernde  Form  H  bestimmen  kann,  für  welche 

HG-^0  (mod.  jF;,  . .  .,  F^ 

wird.  Dann  gibt  es  auch  eine  solche  Form  K  in 
[(A),  ^1,  .  .  .,  ^J,  resp.  [[1],  z^y  .  .  .,  ^J,  daß  für  jede  Form 
G  jener  Menge 

KG  =  0  (mod.i^i,  ...,  i^,) 
wird. 

Wendet    man    wieder   den    Schlußsatz    des    §  5    auf   die 

Formen  G  dieser  Menge  an,   so   gibt  es   in  ihr  eine  endliche 

Anzahl  von  Formen  G^,  G^y  .  .  .,  G^,  so  daß  für  jedes  G 

wird.     Sind  also  H^,  .  .  .,  ff^  jene  Formen,  für  welche 
so  wird,  wenn  man 
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setzt,  jedenfalls  diese  Form  K  die  Eigenschaft  besitzen,  daß 
für  jede  Form  G  der  vorgelegten  Menge 

KG  =  0  (mod.  F^,  . .  .,  F^) 

wird. 

Insbesondere  sei  nun  F-  eine  Form,  die  x^,  . .  .yXi_^ 

nicht    enthält,    und    wenn    man    nach  Potenzen   von  o?. 

ordnet,  die  Gestalt  Z-x^'  +  •  •  •  besitzt,  wo  Z^.  keine  der 

(F    .  . .    F\ 
Unbestimmten  x  enthält;  ferner  sei  Dscr.  (     ^'        '     *j 

von  Null  verschieden.  Dann  ist  die  Bestimmung  jener 
Form  K  zugleich  mit  der  Auflösung  der  linearen  dio- 
phantischen  Gleichungen  des  entsprechenden  Bereichs 
in  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  gegeben. 

Unter    der  Voraussetzung,    daß  es   eine   die  x  nicht   ent- 
haltende Form  H  gibt,  für  die 

HG  =  0  (mod.  F,,  .  .  .,  F,) 

wird,  muß  nämlich  G  für  jedes  Wertsystem  von  x^,  .  .  .,  Xf^, 
das  den  Gleichungen  i^^  =  0,  . .  .^  Fj^  =  0  genügt,^  verschwinden. 
Bei  Anwendung  des  gewöhnlichen  Divisionsverfahrens  erhält 
man  nun 

^  =  ^^101  +  ^^1 

^1  ==  ^2  §2  +  ^2 


und  schließlich 

G:^F,Q,  +  F,Q,  +  ---  +  F,Q,  +  B,^„ 

WO  aber  -R^^.!  identisch  Null  sein  muß,  da  es  in  x^  den  Grad 
n^  nicht  erreicht,  und  doch  für  die  n^  .  .  .  n^.  verschiedenen 
Wertsysteme,  die  den  Gleichungen  jPj  ==  0,  .  .  .,  i^^^  =  0  ge- 
nügen, verschwindet.  Bei  dieser  Darstellung  von  G  treten  als 
Nenner  in  Q^  -  -  -,  Qk  nur  Potenzprodukte  der  Z^  auf.  Setzt 
man  also  Z  =  Z^  ...  Z^,  so  muß  es  eine  bestimmte  positive 
ganze  Zahl  r  geben,  so  daß  auch  schon 

Z-GeeeO  (mod.i^,,  ...,  F,) 

wird,  also   Z^   den  für  K.  festgestellten  Bedingungen   genügt. 

König,  algebraische  Oroßen.  24 
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Es  kommt  also  weiter  nur  auf  die  Bestimmung  dieser  Zahl  r 
an,  die  bei  jeder  Wahl  der  Form  G  genügt.  Für  diese  ergibt 
sich  nun  eine  notwendige  Bedingung,  die  sodann  auch  als  hin- 
reichend erkannt  wird.     Wäre  nämlich  für  irgend  ein  G' : 

Z'-^'G'^O  {mod.F„...,F,), 

so  muß  auch  schon  die  Kongruenz 

Z'G'e^O  (mod.F^,  ...,  F,). 

gelten.  Da  aber  auch  das  Umgekehrte  stattfindet,  müssen 
sich  aus  den  diophantischen  Gleichungen 

Z'G  =  ^l^i^i 

e  =  l 

und 

dieselben  Lösungen  für  G,  resp.  G'  ergeben.  Ist  für  die  Auf- 
lösung dieser  Gleichungen  nun  ein  endliches  bestimmtes  Ver- 
fahren bekannt,  also 

G  =^GjUj 

g'  =  :2g;.v, 

gegeben,  so  bedeutet  diese  Bedingung,  daß  jedes  Gj  das  Divi- 
sorensystem (.  .  .,  Gliy  .  .  .)  und  jedes  Gh  das  Divisorensystem 
(.  .  .,  Gj,  .  .  .)  enthält,  oder  also 

(...,(?,,. ..)^(... ,«,...) 

sein  muß. 

Man  erhält  also,  den  Zahlen  r  ==  0,  1,  2,  .  .  .  entsprechend, 
eine  Reihe  von  Divisorensystemen  (Sq),  (S^),  (^Sg),  .  .  .,  deren 
Äquivalenz  wieder  nach  unserer  Annahme  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Schritten  entschieden  werden  kann.  Nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Versuchen  muß  man  aber  zu  einer 
Zahl  r  gelangen,  für  die  (S^)  c-^.  (S^^j)  ist,  und  die  so  be- 
stimmte  Zahl   genügt   den   aufgestellten  Forderungen. 

Würde  es  nämlich  eine  Form  F  geben,  für  die  zuerst 
Z^+TeeO  (mod.  i^i,  ...,  JP,) 
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wird^  wo  Ic  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  hätte  man  jedenfalls 

Zr^^{Z''--r)^~0{moA.F„...,F,), 
also,  wie  eben  bewiesen  wurde,  auch 

Z-+*-ir:-0  {moA.F„...,F,). 
Ist  nun  k  —  1   nicht  Null,   so   braucht  man   dieses  Verfahren 
nur  genügend  oft  zu  wiederholen,  um  schließlich 

ZT^O  (mod.  i^i,  .  ..,  Fj) 
zu  erhalten  und  demnach  die  Annahme  einer  solchen  Form  V 
als  unstatthaft  zu  erweisen. 


Sonderuug  der  algebraischen  und  arithmetischen 
Probleme. 

§  8.  Um  für  die  Theorie  der  Divisorensysteme  und 
ihre  Anwendungen  eine  feste  Grundlage  zu  schaffen,  ist  es- 
vor  allem  notwendig,  in  jedem  gegebenen  Falle  entscheiden 
zu  können,  ob  von  zwei  gegebenen  Systemen  eines  das  andere 
enthält  oder  nicht.  Die  Entscheidung  der  Frage,  ob  zwei 
Divisorensysteme  äquivalent  sind,  ist  hierin  als  spezieller  Fall 
enthalten.  Nun  ist  jene  Fragestellung  unmittelbar  auf  die 
Entscheidung  zurückzuführen,  ob  eine  gegebene  Form  F  des 
Bereichs  das  Divisorensystem  {F^,  .  .  .,  Fj)  enthält,  d.  h.  ob 
eine  Lösung  der  diophantischen  Gleichung: 

F=F,X,^---  +  F,X, 

existiert,  und  die  vollständige  Lösung  der  zu  Beginn  dieses 
Kapitels  aufgestellten  linearen  diophantischen  Probleme  ergibt 
daher  auch  eine  vollständige  Beantwortung  dieser  auf  die 
Divisorensysteme  bezüglichen  Frage. 

In  der  weiteren  Darstellung  werden  die  beiden  FäUe, 
wo  der  zu  Grunde  liegende  Bereich  A  ein  orthoider  oder  aber 
ein  echter  holoider  Bereich  ist,  voneinander  zu  trennen  sein, 
da  sie  nicht  nur  in  den  anzuwendenden  Methoden,  sondern 
auch  in  der  Bedeutung  und  Interpretation  der  darzulegenden 
Tatsachen  wesentlich  verschiedene  Gesichtspunkte  bieten. 

24* 
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Insofern  der  vorgelegte  Bereich  ein  orthoider  ist,  oder  aber, 
wenn  er  ein  echter  holoider  Bereich  [A]  war,  wir  in  der 
weiteren  Behandlung  auch  die  Größen  des  zugeordneten 
orthoiden  Bereichs  (A)  zulassen,  —  was  ja  darauf  hinaus- 
kommt, von  vornherein  den  Bereich  (A)  zu  Grunde  zu 
legen  —  haben  wir  es  mit  einer  Entwicklung  zu  tim,  die 
in  dem  mehrfach  erörterten  Sinne  ausschließlich  der  Algebra 
angehört,  und  bezeichnen  daher  die  Theorie  in  diesem  Falle 
als  algebraische  Theorie  der  linearen  diophantischen 
Systeme. 

Im  Gegensatze  hierzu  soll  als  arithmetische  Theorie 
der  linearen  diophantischen  Systeme  der  Fall  bezeichnet 
werden,  wo  wir  uns  ausschließlich  im  Bereiche  der  rationalen 
und  ganzen  Formen  bewegen.  Zu  dieser  Beschränkung  bewegt 
uns  vor  allem  der  Umstand,  daß,  soweit  es  sich  um  die  Theorie 
der  algebraischen  Größen  handelt,  und  nicht  jener  einfachere 
Fall  der  „algebraischen"  Theorie  auftritt,  wir  es  ausschließlich 
mit  Problemen  zu  tun  haben,  die  durch  diese  „arithmetische" 
Theorie  vollständig  gelöst  werden*). 

Unter  einer  Lösung  der  auftretenden  Probleme  verstehn 


*)  Es  mag  jedoch  sogleich  bemerkt  werden,  daß  die  hierher 
gehörigen  Ausführungen  in  Kap.  VIII  viel  weiter  reichende  Methoden 
ergeben.  Um  nur  den  einfachsten  Fall  zu  erwähnen,  übertragen  sie 
sich  beinahe  wörtlich  auf  solche  vollständige  holoide  Bereiche,  in  denen 
für  jede  Größe  ein  endliches  Restsystem  existiert.  Darunter  ist  Fol- 
gendes zu  verstehn: 

Ist  A  irgend  eine  Größe  des  Bereichs  [A],  so  gibt  es  immer  eine 
endliche  Anzahl  von  Größen  des  Bereichs: 


wo  die  Zahl  k  durch  A  vollständig  bestimmt  ist,  so  daß  jede  Größe  B 
des  Bereichs  [A]  mit  einer  und  nur  einer  der  Größen  A^  nach  dem 
Modul  A  kongruent  ist. 

Eine  allgemeine  Theorie  der  holoiden  Bereiche  kann  übrigens  im 
Sinne  einer  Theorie  der  algebraischen  Größen  nicht  existieren.  Man 
bedenke,  daß  z.  B.  die  Gesamtheit  der  analytischen  Funktionen,  die 
durch  beständig  konvergente  Potenzreihen  gegeben  sind,  auch  einen 
vollständigen  holoiden  Bereich  definiert. 
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wir  immer  eine  solche,  die  von  den  gegebenen  Größen  aus- 
gehend nur  eine  endliche  Anzahl  von  Operationen  erheischt, 
wobei  diese  Operationen  wieder  nur  die  Anwendung  der  vier 
Species  und  die  Bestimmung  des  größten  gemeinschaftlichen 
Teilers  gegebener  Größen  verlangen.  In  diesem  Sinne  wird  die 
vollständige  Lösung  der  auseinandergesetzten  linearen  diophan- 
tischen Probleme  und  der  sich  daran  knüpfenden  Fundamental- 
aufgaben der  allgemeinen  Arithmetik  (siehe  Kap.  IX)  in  diesem 
Buche  meines  Wissens  zum  ersten  Male  gegeben*). 


Algebraische  Theorie  der  linearen  diophantischen 

Systeme. 

§  9.  Ist  (A)  ein  orthoider  Bereich,  so  haben  wir 
nach  den  Auseinandersetzungen  in  §  1  d.  Kap.  zuerst  die 
Schar  der  Lösungen  einer  einzelnen  homogenen 
linearen  Gleichung 

zu   bestimmen;  damit  ist  dann  die  Schar  der  Lösungen  auch 
für  ein  System  solcher  Gleichungen  gegeben. 

Dabei  kann  der  Schluß  von  m  —  1  auf  m,  d.  h.  der 
Schluß    von    [(A),  a^^,  . .  .,  ^„,_  J     auf    [(A),  x^,  .  .  ,,  xj    an- 

*)  An  Vorarbeiten  sind  für  die  „algebraische"  Theorie  die  sämt- 
lichen auf  den  Noeth  er  sehen  Satz  (siehe  §  12  d.  K.)  bezüglichen 
Untersuchungen  zu  betrachten,  die  dem  Falle  von  Formen  zweier  Un- 
bestimmten entsprechen. 

Für  die  „arithmetische"  Theorie  sind  zwei  Abhandlungen  von 
Heusei  zu  nennen:  „Über  die  Zurückführung  der  Divisorensysteme  auf 
eine  reduzierte  Fonn"  (Journal  f.  d.  r.  u.  a. Math.  Bd.  118.  1897.  u.  119.  1898). 
In  diesen  Arbeiten  wird  für  Divisorensysteme,  deren  Elemente  rationale 
und  ganze  Formen  einer  Unbestimmten  sind,  eine  reduzierte  Form  be- 
stimmt und  das  speziellere  Problem  der  Äquivalenz  zweier  solcher 
Divisorensysteme  dahin  erledigt,  daß  eine  Äquivalenz  dann  und  nur 
dann  statthat,  wenn  die  entsprechenden  reduzierten  Systeme  die- 
selben sind. 

Mit  derselben  Frage  hat  sich  auch  Hancock  beschäftigt  (Journal 
f  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  119.  1898.  u.  Bd.  122.  1900). 
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gewendet  werden.  Für  den  Bereicli  (A)  selbst  liegt  die  Sache 
sehr  einfach.     Die  vollständige  Lösung  der  Gleichung 

71^1  +  72^2  H \-rA  =  ^, 

in  der  wenigstens  einer  der  Koeffizienten,  z.  B.  y^ ,  von  Null 
verschieden  ist,  ergibt  sich  unmittelbar  als  ^  —  1  -  gliedrige 
Schar  in  der  Gestalt 

?,  =  -;>. ^v. 

I,  =  ft  (i  =  2,  ..,fc). 

Da  ferner  eine  Lösung  der  Gleichung 

n^i  +  72^2  -\ h  ykik=  1. 

in  welcher  z.  B.  y^  von  0  verschieden  sein  soll,  unmittelbar 
hingeschrieben  werden  kann: 

sind   die  beiden  Fundamentalprobleme  in  (A)   gelöst,   also  die 
Theorie  der  linearen  Systeme  für  diesen  Fall  vollständig  erledigt. 
Wir  wollen   nun  annehmen,   daß  die  vollständige  Lösung 
des  homogenen  linearen  diophantischen  Systems  in 

durch  ein  wohldefiniertes  Verfahren  erlangt  werden  kann,  wie 
dies  für  (A)  in  der  Tat  der  Fall  ist,  und  unter  dieser  An- 
nahme ein  ebensolches  Verfahren  für  den  Bereich 

,    .  ,   ,  [(A),  ^1,  ...,  ^J 

entwickeln. 

Dabei  kann  vor  allem,  da  eine  lineare  Transformation  an 
dem  Problem  nichts  ändert,  vorausgesetzt  werden,  daß  die 
Formen  F^,  .  .  .,  Fj.  durchaus  regulär  sind.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung gestaltet  sich  die  Auflösung  der  Gleichung 

F,X,+F,X,  +  --.  +  F,X,  =  0,  (1) 

mit  welcher  auch  die  Auflösung  homogener  Systeme  erledigt 
ist,  folgendermaßen. 
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Die  unbekannten  Formen  X^,  . . .,  X^  können,  da  F^  regulär 
ist,  jedenfalls  in  der  Gestalt 

geschrieben  werden,  wo  B^  vom  höchstens  n^  —  V^^  Grade  in 
a;,„,  wenn  n^  die  Dimension  von  F^  ist.  Die  Gleichung  selbst 
erhält  dann  die  Gestalt 

F,{X,+F,Y,+  --  +  F,Y,)+F,IL  +  ---  +  F,B,===0.     (2) 

Der  Grad  von  F^B^  -\-  ■  ■  -  -{-  Fj^Bj^  in  x^  ist  höchstens  gleich 
der  größten  der  Zahlen  n^ -\-  n^  —  1,  (i  =  2,  .  .  .,  ^),  wo  n. 
die  Dimension  von  F.  bedeutet,  und  daher  der  Grad  von 
X^  -{-  F2Y2  -\-  ■■■-{-  Ff^  Yj,  in  x^  nicht  größer  als  s,  die  größte 
der  Zahlen  n.  —  1 .     Setzt  man  also 

■B<  =  u,o^:s-'  +  ünKr'  +  ■■■+  V,^„,-i 

(i  =  2,...,  k) 
x^  +  ^F,  Y,  =  r„x:,,  +  F,^„-'  +  ■  •  •  +  F., 


wo  die  U  und  V  vorläufig  unbekannte  Formen  des  Bereichs 
[(A),  iCi, . . .,  ^^_i]  bedeuten,  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so 
erhält  man,  wenn  man  die  Koeffizienten  der  einzelnen  Potenzen 
von  iP,„  gleich  Null  setzt,  ein  System  von  hinreichenden  und 
notwendigen  Bedingungen  für  die  U  und  V,  die  geradezu  ein 
System  homogener  linearer  diophantischer  Gleichungen  in 
[(A),  x^j  .  .  .,  ^^_i]  darstellen,  und  deren  vollständige  Lösung 
wir  der  Annahme  nach  schon  bewerkstelligen  können.  Man 
erhält  mithin  die  allgemeine  Lösung  unsres  Systems  (2)  in 
der  Gestalt 


X^-\-:^F,Y,=^H,W, 


J  =  l 


und  also  auch  die#  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (1): 
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WO  Hjj  Gji  gegebene,   Y.,  Wj  beliebige  Formen  bedeuten,  dem- 
nach in  der  Gestalt  einer  höchstens  k-\-l — 1-gliedrigen  Schar. 
Das    zweite   Fundamentalproblem,    zu    entscheiden,    ob 
die  diophantische  Grieichung 

Überhaupt  Lösungen  besitzt,  und  wenn  dies  der  Fall 
ist,  eine  solche  zu  bestimmen,  kann  (auch  dann,  wenn 
rechts  statt  der  Eins  eine  beliebige  Form  F  steht)  nach  der 
soeben  auseinandergesetzten  Methode  wieder  auf  den  Bereich 
[(A),  x^f  .  .  .,  oo^n-i\  J^eduziert  werden,  ist  aber  auch  durch 
die  Auseinandersetzungen  der  allgemeinen  Eliminationstheorie 
(Kap.  V.  §  4,  5)  schon  vollständig  erledigt.  Diese  wohl  nicht 
elementare,  aber  gerade,  weil  sie  tiefer  liegt,  an  sich  wichtige 
Methode  kann  in  einigen  Zeilen  auseinandergesetzt  werden. 

Ist  die  Gesamtresolvente  des  Gleichungs Systems 

F,  =  0  ii=l,...,k) 

im  Sinne  der  Äquivalenz  von  1  verschieden,  so  existiert  ein 
Wurzelsystem  der  Gleichungen  F.  =  0.  Dann  ist  eine  Lösung 
jener  diophantischen  Gleichung  unmöglich;  denn  für  solche 
Formen  X^-,  die  jener  diophantischen  Gleichung  genügen, 
würde  diese  eine  Identität,  welche  auch  dann  gültig  bleiben 
müßte,  wenn  für  die  x^  jenes  Wurzelsystem  gesetzt  wird; 
dies  ergäbe  aber  0  =  1. 

Ist  die  Gesamtresolvente  des  Gleichungssystems  der 
Einheit  äquivalent,  so  ergibt  sich  für  die  Resolventenform 
nach  den  in  Kap.  III.  §  18  beschriebenen  Operationen  geradezu 
eine  Identität. 

i  =  l 

d.  h.  eine  Lö'sung  der  vorgelegten  diophantischen  Gleichung, 


1 
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Die  Divisoreusysteme  der  Hauptklasse 

(deren  Elemente  einem  orthoiden  Bereiche  entstammende  Formen  sind). 

§  10.  Für  solche  Divisorensysteme  {F^,  F^y  .  .  .,  Ff^)^ 
deren  Elemente  einem  orthoiden  Bereiche  entstammende  Formen 
sind,  soll  die  Stufenzahl  des  Gleichungssystems  Fj  =  0  oder 
der  durch  diese  Gleichungen  definierten  Mannigfaltigkeit  auch 
als  Stufenzahl  des  Divisorensystems  bezeichnet  werden. 
Äquivalente  Divisorensysteme  sind  demnach  von  derselben 
Stufe,  und  die  Stufenzahl  ändert  sich  auch  dann  nicht,  wenn 
das  Divisorensystem  durch  irgend  eine  (homogene)  lineare 
Transformation  der  Unbestimmten  x  in  ein  Divisorensystem 
übergeführt  wird,  dessen  Elemente  nun  Formen  der  Un- 
bestimmten z  sind. 

Für  die  in  Betracht  gezogenen  diophantischen  Probleme 
wird  durch  eine  solche  lineare  Transformation  an  der  Frage- 
stellung nichts  geändert,  und  wir  wollen  demnach  von 
vornherein  auf  das  Divisorensystem,  d.  h.  auf  sämt- 
liche Elemente  desselben,  wo  dies  notwendig  erscheint, 
eine  „allgemeine'^  Transformation  ausgeübt  denken. 
Darunter  ist  eine  solche  zu  verstehn,  für  welche  die  Koeffi- 
zienten der  Transformation  gewissen  bestimmten  algebraischen 
Gleichungen  nicht  genügen. 

Ein  Divisorensystem  soll  als  der  Hauptklasse  an- 
gehörig bezeichnet  werden*),  wenn  es  einem  solchen 
Systeme  (jF\,  F^^  .  .  .,  F^^)  äquivalent  ist,  für  welches 
(F.,  .  .  .,  FJ  genau  von  der  k  ~  i  -}-  1*«^  Stufe  ist.  Wir 
wollen  von  jetzt  an  ein  Divisorensystem  der  Hauptklasse 
schon  als  in  dieser  Gestalt  gegeben  annehmen.  Dabei 
kann  h  <,  m  angenommen  werden;  der  Stufenzahl  m  -f-  1  ent- 
sprechen nämlich  nur  der  Einheit  äquivalente  Divisoren - 
Systeme,  deren  Eigenschaften  mit  der  soeben  ausgesprochenen 
erschöpft  sind. 


*)    Man    zeigt  übrigens  leicht,    daß  jedes  Ä-gliedrige  Divisoren- 
system k**'  Stufe  im  angegebenen  Sinne  der  Hauptklasse  angehört. 
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Eine  Fundamentaleigenschaft  eines  solchen  Ä;-gliedrigen 
Divisorensystems  Ä*®'"  Stufe  kann  dahin  ausgesprochen  werden, 
daß  das  Grleichungssystem 

F,  =  Ü  (i=],..,A-), 

in  dem  man  x^,  .  .  .j  x^.  als  Unbekannte  zu  betrachten  hat, 
während  die  Koeffizienten  dem  orthoiden  Bereiche  (A)  ent- 
stammende Formen  Xj^,^^,  .  .  .,  ä;,,^  sind,  eine  endliche  (von  0 
verschiedene)  Anzahl  von  Wurzelsystemen  besitzt.  (Ist  h  =  m , 
so  enthalten  die  Koeffizienten  keine  Unbestimmte.) 

Wie  aus  der  Definition  der  Hauptklasse  unmittelbar  er- 
sichtlich, gehört  mit  (F^,  F^,  .  .  .,  i<\.)  auch  (jP-,  .  .  .,  jP^.) 
immer  der  Hauptklasse  an.  Es  wird  damit  die  Tatsache 
ausgesprochen,  daß  das  Gleichungssystem  F.  =  0,...,F^  =  0 
eine  endliche  und  von  0  verschiedene  Anzahl  von  Wurzel- 
systemen besitzt,  wenn  k  —  ?  +  1  der  Größen  x  als  Un- 
bekannte, und  m  —  h  -\-  i  —  1  davon  als  in  den  Koeffizienten 
auftretende  Unbestimmte  aufgefaßt  werden.  Wegen  der  auf 
die  F  ausgeübten  allgemeinen  linearen  Transformation  ist  es 
dabei  völlig  gleichgültig,  wie  diese  Trennung  der  x  vor- 
genommen wird. 

Bildet  man  jetzt  die  Gesamtresolvente  des  Systems 
i^i  =  0,  .  .  .,  F^=  0,  indem  man  zu  diesem  Zweck  die  neue 
Unbekannte 

einführt,  so  wird  diese  B^{z^,  ^k+u  •  •  •?  ^r«)  =  ö;  ^^^  ^s  ist 

\i  =  l  /  ,7=1 

Dabei  ist  nach  den  Entwicklungen  der  allgemeinen  Elimi- 
nationstheorie der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von 
0^  in  B^  eine  von  den  x  unabhängige  Größe,  und  es 
muß  B^  eine  wirkliche  Form  von  ^^  sein.  Zum  Vergleiche 
mit  Kap.  V.  §  2.  3  sei  noch  bemerkt,  daß  jetzt  der  bessern 
Übersicht  wegen  die  Bedeutung  von  x,^  und  x.^^  vertauscht  wurde. 
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Wir  wissen  weiter^  daß,  wenn  man  i?^^  =  0  als  Komplex 
von  Gleichungen  auffaßt,  d.  h.  die  Koeffizienten,  die  neben 
den  verschiedenen  Potenzprodukten  der  t^^  auftreten,  gesondert 
gleich  Null  setzt,  die  Systeme  J^^  =  0  und  Fj  =  0  dieselben 
Wurzelsysteme  besitzen. 

Diese  Tatsache  kann  auch  so  interpretiert  werden,  daß 
die  Gleichungssysteme 

F,=0,F,  =  0,.. .,  F,  =  0 
und 

^1  y2hi^i,Xk^u  •  •  •;  ^m)  =  0,  t\  —  0, . . .,  F,  =  0, 

insofern  man  sich  auf  von  den  t  unabhängige  Größen 
beschränkt,  dieselben  Wurzelsysteme  besitzen. 

Wendet  man  nun  auf  dieses  letztere  Gleichungssystem 
dieselben  Operationen  an  und  bildet  insbesondere  die  Gesamt- 
resolvente,  indem  man  die  neue  Unbekannte 

einführt,  so  erhält  man 

wo  i?2  (^2;  ^A+i?  •  •  •?  ^w);  ^^  ^^^  jetzt  betrachtete  System,  wie 
nachträglich  bewiesen  werden  soll,  wieder  von  der  /c*®^  Stufe 
ist,  in  Bezug  auf  z,^  genau  dieselben  Eigenschaften  besitzt,  wie 
JB^  in  Bezug  auf  z^.  Die  Gleichung  jR^  =  0,  ähnlich  wie  früher 
aufgefaßt,  ergibt  wieder  die  Wurzelsysteme  von  J^^  =  0,  ..  .^  Fj, 
=  0,  und  nur  diese,  wenn  man  sich  auf  von  den  t  unab- 
hängige Größen  beschränkt. 

In  dieser  Weise  fortfahrend,  bilden  wir  die  Formenreihe 

I    m  X  ^i  —  \  k 

(m  \  k  —  1 
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Wir  können  und  wollen  für  die  Größen  t^  solche  speziell« 
(auch  rationale  und  ganze)  Werte  setzen,  für  welche  den 
angeführten  Eigenschaften  der  B^,  R^j  .  .  .j  ü^.  kein  Abbruch 
geschieht,  und  auch  die  Determinante  |  ^^, 1(^,^=1,..., ;t)  ^^^  ^ 
verschieden  ist.     Faßt  man  nun 

in 

als  lineare  Transformation  auf  und  schreibt  schließlich  wieder 
X  statt  ^,  so  hat  man  nach  einer  passenden  linearen  Trans- 
formation des  vorgelegten  Divisorensystems  die  Formenreihe 

,u  —  1  k 

(^  =  1,  .  .  .,  k) 

bestimmt,  wo  die  jR  durchweg  wirkliche  Formen  von 
x^^  sind,  in  denen  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz 
von  X  eine  von  den  übrigen  x  unabhängige  Größe  ist. 
Die  Fj  können  als  regulär  angenommen  werden,  da  mau 
zuerst  eine  dies  bewerkstelligende  Transformation  anwenden 
und  die  weiteren  dann  immer  so  wählen  kann,  daß  diese 
Eigenschaft  erhalten  bleibt. 

Die  Existenz  der  Formenreihe  R  hängt  aber  noch  von 
der  bisher  nicht  bewiesenen  Annahme  ab,  daß  jedes  Gleichungs- 
system 

E,=  0,...,  R,_,  =  0,  F,  ==  0,  . .  ,  I\=  0, 

das  man  jetzt  als  aus  h  Gleichungen  bestehendes  System  mit 
von  den  t  abhängigen  Koeffizienten  aufzufassen  hat,  von  der 
Aj*«^  Stufe  ist.  Die  Stufenzahl  des  Systems  F.=  0,  .  .  .,  i^^=  0 
ist  der  Annahme  nach  h  —  i  -f- 1  und  ändert  sich  nicht,  wenn 
man  die  Formen  F  als  dem  orthoiden  Bereiche  ((A),  t^^,  .  .  .) 
entstammend  auffaßt;  weil  sich  hierbei  an  der  Bildung  der 
Gesamtresolvente  nichts  ändert.  Unser  Gleichungssystem  ist 
auch  schon  „von  Zufälligkeiten  befreit";  denn  dies  geschieht 
durch  eine  homogene  lineare  Transformation  der  Unbekannten 
mit  rationalen  und  ganzen  Koeffizienten,  und  es  kann  demnach 
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werden  daß  diese  Transformation  schon  ur- 
sprünglicli  an  den  F  ausgeübt  wurde.  Ebensowenig  ändert 
sich  der  „allgemeine"  Charakter  des  Gleichungssystems,  wenn 
wir  mittels  der  Gleichungen 

m 

^^c  =  2%a^iy  (f*  =  1;  2,  .  •  •,  ^  —  1) 

statt  i^i,  .  .  •,  ^i_i  die  neuen  Unbekannten  Z-^,  .  .  .,  Zi_^  ein- 
führen. Dann  entspricht  aber  jedem  Wertsysteme  von  Xj^_^^, 
.  .  .,  x^  aus  den  Gleichungen  i?^^  =  0  eine  endliche  und  von 
Null  verschiedene  Anzahl  von  Werten  für  z^,  .  .  .,  ^^„i,  und 
aus  den  Gleichungen  F^==^  Qy  .  .  .y  Fj^  =  0  weiter  eine  eben- 
solche Anzahl  von  Werten  für  x^y  .  .  .,  x^y  was  eben  zu  be- 
weisen war. 

Sind  die  der  Annahme  nach  in  endlicher  und  von  0 
verschiedener  Anzahl  vorhandenen  Wurzelsysteme  von  F^  =  0, 
wo  x^y  .  .  .y  Xj^  als  ünbekaimte,  Xj^^^y  .  .  ,,  x^  ah  in  den  Koeffi- 
zienten auftretende  Unbestimmte  zu  fassen  sind, 

li,o  ?2.;  •••;  L;  (^  =  1;  2;  •  •  •;  0 

SO  genügen  diese  Wurzelsysteme  auch  der  Gleichung  B  =  0, 
d.  h.  man  kann 

r  =  l 

setzen,  wo  Ä^  dem  ursprünglichen  orthoiden  Bereiche  an- 
gehört und  also  auch  gleich  Eins  angenommen  werden  kann. 
Es  beginnt  demnach  die  Entwicklung  von  R  nach  Potenzen  von 
^,u  —  ^/nv  ^i^  ^®^  ^juv^"^  Potenz,  oder,  wie  wir  uns  auch  aus- 
drücken können,  da  die  übrigen  Glieder  fehlen,  die  Entwicklung 
von  R^^  nach  den  Potenzprodukten  der  x^  —  ^^^y  x^ —  ?2r?  •  •  •; 
^k  —  ^kvj  ^^^  ^^^  Gliedern  c^J^^  Dimension  als  denjenigen 
niedrigster  Dimension. 

§  11.  Die  Frage,  ob  ein  Divisorensystem  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  eine  einzelne  Form  des  Divisorensystems 
(F^y  .  .  .,  Ff^)  enthält,  kann  durch  Auflösung  der  entsprechenden 
linearen    diophantischen  Gleichung   in  einer  endlichen  Anzahl 
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von  Schritten  erledigt  werden.  Diese  Auflösung  leidet  aber  an 
dem  Übelstande,  daß  sie  für  jede  Form  Q  besonders  vor- 
genommen werden  muß.  Dem  gegenüber  ist  es  von  funda- 
mentaler Wichtigkeit,  eine  endliche  Reihe  von  festen 
Operationen  anzugeben,  die,  an  der  Form  0  vor- 
genommen, darüber  entscheidet,  ob  eine  beliebige 
Form  0  das  gegebene  Divisorensystem  (F^,  .  .  .,  Fj^) 
enthält.  Dies  soll  für  Divisorensysteme  der  Hauptklasse 
vollständig  durchgeführt  werden. 

Für  der  Hauptklasse  angehörige  Divisorensysteme  erster 
Stufe,  d.  h.  für  einzelne  Formen,  ist  dies  nichts  anderes  als 
das  gewöhnliche  Teilbarkeitsproblem,  und  der  allgemeine  Fall 
wird  geradezu  auf  dieses  zurückgeführt  werden  können,  und 
zwar  durch  den  folgenden  grundlegenden  Satz: 

Um  zu  entscheiden,  ob  eine  beliebige  Form  das 
gegebene  Divisorensystem  der  Hauptklasse  (-Fj,  . . .,  Fj^) 
enthält,  bestimme  man  k  Formen 

ferner  Formen  A^^^,  die  den  Relationen 

/<  — 1  k 

r  =  l  j=/it 

genügen,  wo  noch  B^^  =  Ä^^x^/ _^__,  A^^  die  x  nicht  ent- 
hält und  ^^t  ^  1  ist.     Man  hat  dann  und  nur  dann 

0  =  OimoA.F„...,F,),  (C) 

wenn 

kn  k,,...l,,0  =  O  (mod.  B„  . .  ,  R,)  (K) 

ist,  und  erhält  aus  den  Darstellungen  der  letzteren 
Form  ^ 

auch  die  Darstellungen  von  0 

in 

^  =  2s,F^. 

Daß  eine  solche  Reihe  von  Formen  JR  und  X  nach  einer 
eventuell  an  dem  Divisorensystem  auszuübenden  linearen  Trans- 
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formation  immer  bestimmt  werden  kann^  ist  eben  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  bewiesen  worden. 

Bevor  wir  anf  den  Beweis  des  ausgesprochenen  Satzes 
eingehn,  sollen  noch  einige  auf  ihn  bezügliche  Vorbemerkungen 
eingeschaltet  werden. 

Ob  die  durch  (K)  ausgedrückte  Bedingung  erfüllt  ist, 
kann  durch  das  gewöhnliche  Divisionsverfahren  ermittelt 
werden.     Ist  nämlich  k 

80  kann  man  ^_         ti^  t>     i    tit  /  •        o  7  \ 

setzen;  dann  erhält   W  die  Gestalt: 

ff  =  (i:.  +  M,R,  +  ■  •  ■  +  M,R,)  B,  +2  NA, 

k 

und    der    Koeffizient     von    B^     ist     der    „Quotient",    ^N-B. 

«■=2 
der  „Rest",  der  bei  der  „Division"   von   W  durch  B^  auftritt. 

Man    erhält   in    dieser  Weise    durch    wiederholte    Anwendung 

des  Divisionsverfahrens 

w^2QA, 

1  =  1 

WO  der  Grad  von  Q^  in  Bezug  auf  die  Unbestimmten 
x^j  .  .  .,  Xi_^  kleiner  als  der  Grad  von  B^,  .  .  .y  B._^  in  Bezug 
auf  die  entsprechende  Unbestimmte  ist. 

Die  Bedingung  'J^e?^0  (mod.  B^,  .  .  .,  Bj^  ist  also 
dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn  man  bei  wiederholter 
Anwendung  des  gewöhnlichen  Divisionsverfahrens 
nach  der  h^^"^  Division  zum  Reste  „Null"  gelangt,  und 
man    hat    in    diesem    Falle    zugleich    die    Darstellung 

^=  ^Qi^i  gefunden. 
»=i 

Ist    demnach    G  (Xf^^^,  .  .  .^  x^)    eine    Form,    in    der    die 

Unbestimmten    x^^  .  .  .^  x^    nicht    vorkommen,     so     ist    mit 

6^  ^  EE  0  (mod.  i?i,  .  .  .,  i?^.)   auch    W^  ~-  0  (mod.  B^,  .  .  .,  jB;^); 

da  bei  Anwendung  jenes  Divisionsverfahrens  alle  Q^  der  Reihe 

nach  durch  G  teilbar  sind. 
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Daraus  folgt  aber,  daß,  wenn  man  den  zu  bewei- 
senden Satz  vorläufig  als  richtig  annimmt,  mit 
^(^*+i?  ■  '  -y  ^m)^  =^  ^  (mod.  F^,  .  .  .,  F^)  immer  auch 
^E^O  (mod.  i^i,  ...,  Fj^)  ist. 

Nach  der  vorstehenden  Bemerkung  folgt  nämlich  aus 

i,,...X,,G0^O  (mod.  B„  . . .,  B,) 
immer  auch 

Daß  endlich  der  zu  beweisende  Satz  für  Ä;  =  1  richtig 
ist,  sieht  man  ganz  unmittelbar.     In  diesem  Falle  hat  man 

i?i  =  All  Fl, 
und   der   Satz   drückt   nur   die  triviale  Tatsache   aus,    daß   die 
Teilbarkeit   von   An  0   durch   B^  =  X^^  F^   immer   zugleich  mit 
der  Teilbarkeit  von  0  durch  F^  stattfindet. 

Für  den  allgemeinen  Beweis  des  ausgesprochenen  Satzes 
wird  demnach  die  vollständige  Induktion  eintreten  können. 
Diese  soU  nun  im  folgenden  so  ausgeführt  werden,  daß  wir 
die  Richtigkeit  des  Satzes  für  k — 1-gliedrige  Divisoren  der 
Hauptklasse  voraussetzen  und  ihn  unter  dieser  Annahme  für 
7i;-gliedrige  Divisoren  der  Hauptklasse  als  gültig  erweisen. 

Dies  geschieht  in  einfachster  Weise.     Aus 

folgt 

oder  auch  wegen 

B^  =  AiiJF'i  -f-  Aigi^a  +  •  •  •  +  ^u^k 
weiter 

Umgekehrt  ergibt  aber  die  letzte  Relation 


oder 


t=2 


also  auch 


und 
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XnF,  (O  -  H,"F,)  =2HrF,F, 


r,{9-h,"f,)=^2h:f,. 

Nun  ist  {F.2,  .  .  .,  -F;t)  ein  /.•  —  1-gliedriges  Divisorens jstem 
der  Hauptklasse,  in  dem,  wenn  nur  die  zu  Beginn  gewählte 
lineare  Transformation  passend  bestimmt  war,  x^,  .  .  .,  Xj,  jene 
Unbestimmten  sind,  nach  denen  die  weiteren  Operationen 
erfolgen.     Diese    sind    aber    in  i?^   nicht   enthalten,    und  man 

erhält  demnach 

k 

Es  sind  folglich  die  Kongruenzen 

^~Q  {moA.F„...,F,) 
i.,,^-^0  (mod.  R„  F„  .  .  .,  F,) 

ZU  gleicher  Zeit  gültig  oder  ungültig,  und  aus  der  entsprechenden 
Darstellung  von  A^^^E»  ergibt  sich  durch  bekannte  Operationen 
diejenige  von  0. 

Die  Anwendung  desselben  Verfahrens  auf  das  Divisoren- 
system (i?i,  i^2?  •  •  •;  F^)  führt  ebenso  zur  Kongruenz 

^11^22  ^  ^  0  (mod.  i?i,  B„  F„  .  .  .,  F,) 
und  so  fort,  bis  man  schließlich  zur  Kongruenz 
^ii"'^kk<^  =  0  (mod.R,,  ...,B,) 
gelangt,  womit  der  ausgesprochene  Satz  vollständig  bewiesen  ist. 

Der  verallgemeinerte  Noethersche  Satz. 

§  12.  Es  seien  die  Elemente  des  Ä;-gliedrigen 
Divisorensystems  der  Hauptklasse  (JF\,  .  .  .,  F^)  solche 
Formen,   die   dem   orthoiden  Bereiche  (A)  entstammen 

König,  alegbraische  Grüßen.  25 
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und     als     solche    nur    die    h    weiteren    Unbestimmten 

x^,  "■jXj^  enthalten;  dem  Früheren  gegenüber  ist  also  m  =  /c. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  0  dieses 

Divisorensystem  enthalte,  die  wir  noch,  A  =  l^^  .  .  .  l^.^.  gesetzt, 

kürzer 

AO  =  0  (mod.  i?i,  ...,  B,)  (K) 

schreiben,  läßt  sich  nun  in  eine  Reihe  von  Kongruenzbedin- 
gungen spalten,  die  sich  auf  die  einzelnen  Wurzelsysteme  des 
Gleichungssystems  F^  =  0^  .  .  .,  Fj,  =  0  beziehen,  wenn  man 
zugleich  statt  (A)  den  aus  (A)  entstammenden,  durch 
das  Gleichungssystem  Fj  =  0  definierten  Gattungs- 
bereich zu  Grunde  legt. 

Wir  definierten  in  §  10  d.  Kap. 

wo  1^,1,  .  .  .,  5^,^,  .  .  .  die  Reihe  der  Wurzeln  von  B^^  ==  0 
bedeutet,  also  jedenfalls  die  in  den  Wurzelsystemen  von  F.  =  0 
auftretenden  verschiedenen  Werte  der  Unbekannten  x  ent- 
halten.     Man  hat  demnach 

wenn  v  =^  v  ist;  dabei  ist  zu  beachten,  daß  nach  der  auf  die 
F  angewandten  allgemeinen  linearen  Transformation  in  ver- 
schiedenen Wurzelsystemen  auch  alle  einzelnen  Unbekannten 
verschiedene  Werte  annehmen. 

Das  Divisorensystem  (JR^,  .  .  .,  i2J  zerlegt  sich  aber  (nach 
§  3),  wenn  jener  Gattungsbereich  zu  Grunde  gelegt  ist,  in  ein 
Produkt  von  Faktoren,  die  die  Gestalt 

besitzen,  wo  ^^^,  ,  .  .  .,  1;^^,  einzeln  und  voneinander  unabhängig 
unter  andern  auch  die  in  den  Wurzelsystemen  von  F,  =  0 
auftretenden  Werte  der  Unbekannten  x^,  .  .  .,  Xj^  durchlaufen. 
Bezeichnet  man  diese  Faktoren  kurz  mit  { i/^,  . . .,  v^,  ] ,  so  werden 
in  zwei  verschiedenen  Faktoren  [v^,  .  .  .y  Vj^]  und  {vi,  .  .  .,  vi] 
die  Größen  Ij^,^,  --'y^krj,  ^^^  li/j?  •  •  •?  ^u;.  ^c^*  sämtlich  gleich 
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sein;  die  verschiedenen  Faktoren  sind  also  relativ  prim,  und 
die  Kongruenz  (K)  wird  daher  nach  §  3  d.  Kap.  durch  das 
System  von  Kongruenzen 

AO^O  (mod.  \v„...v,}),  (K;.) 

die  mit  (K)  gleichbedeutend  sind,  vollständig  ersetzt. 

Dabei  sind  zwei  Fälle  möglich;   die  Größen  ^^^,  ,  .  .  .y^j^^ 
bilden   ein  Wurzelsystem   von  Fj  =  0,  oder  es   ist  dies  nicht 
der  Fall.    Die  dem  letzteren  Falle  entsprechenden  Kongruenzen 
sind  aber  identisch  erfüllt  und  können  ganz  weggelassen  werden ; 
denn  es  ist,  wie  wir  leicht  nachweisen  können 

A  =  0  (mod.  {v^,  ...,  v,^]). 

Man  hat  nämlich  jedenfalls: 

AF.eeeO  (mod.{v,,...,v,]), 

und,  da  wenigstens  ein  Fj  für  die  Werte  x^  =  ^^^  ,  ... 
x^  =  ^f^^,    nicht  verschwindet,  auch 

Dann  enthält  aber  AFj  nicht  nur  Fj  und  [v^,  .  .  .,  Vj^\  ^ 
sondern  nach  §  3  auch  das  Produkt  dieser  beiden  Divisoren- 
systeme; also  ist  in  der  Tat: 

A  =  0  (mod.  [v„  ...;  V,)). 

Bezeichnet  man  demnach  die  Wurzelsysteme  von  F^  =  0^ 
.  .  . ,  -Fj  =  0  wieder  mit 

?1W   ^2W    •  •  V   Ijfcr?  (^  =  1;   •  •  •?  *•) 

80  tritt  an  Stelle  der  Kongruenz  (K)  das  System  von 
Kongruenzen: 

^0-0,  (mod.(^,-?,Ji.,(^,-J,j2.,...^(^^_|jc..)      (K,) 

Allerdings   sichert  dieses   System  von  Kongruenzen,   dem 

Wortlaute    des    Beweises    nach,    nur    eine    solche    Darstellung 

k 
von  O  =  2 ^i^iy  wo  die  Koeffizienten  der  Formen  H-  einem 

25* 
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aus  (A)  entstammenden  Gattungsbereiche  angehören.  Daraus 
folgt  aber  auch  immer  eine  DarsteUung  von  0^  in  welcher 
die  H^  dem  Bereiche  (A)  entstammende  Formen  sind*). 

Die  Bedingungen  (K)  und  (KJ  ersetzen  sich  dem- 
nach gegenseitig. 

Die  Bedingungen  (K^,)  lassen  sich  nun  auf  eine  Gestalt 
bringen,  die  für  die  weiteren  Folgerungen  von  grundlegender 
Bedeutung  ist: 

Es  seien  1^,,,  .  .  .,  ^j.^,  (v  =  1,  .  .  .,  r)  die  sämtlichen 
verschiedenen  Wurzelsysteme  des  Gleichungssystems 
Fj  =  0,  und  c.„  dieMultiplizität  der  Wurzel  |.^,  in  JR.  =  0; 
dann  läßt  sich  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  0  das  A'-gliedrige  Divisoren- 
system der  Hauptklasse  (jF\,  .  .  .,  F^)  enthalte,  auch 
folgendermaßen  aussprechen:  Es  müssen  sich  Formen 
jK",!,  .  .  .,  K^.f.  von  der  Beschaffenheit  bestimmen  lassen, 
daß  in  der  Entwicklung  von 

nach  den  Potenzprodukten  der  r^i  —  ^wy-^^k — i>kv  keine 
Glieder  vorkommen,   deren  Dimension  ^^  c-^  —  h  ist. 

Die  ausgesprochene  Bedingung  ist  jedenfalls  notwendig; 
denn  es  gibt,  wenn  0  die  geforderte  Eigenschaft  besitzt,  auch 
F'ormen  K^  für  welche  jener  Ausdruck  identisch  Null  wird. 

Daß    sie   auch  hinreichend   ist,    ersieht   man   daraus,    daß 

*)  Ist  nämUch  ^ $  =  0  (mod.  B^, .  . .,  B,^)^  so  kann  eine  Darstellung 

k 

i  =  l 

auch  immer  durch  das  gewöhnliche  Divisionsverfahren,  d,  h.  durch  ratio- 
nale Operationen  erhalten  werden;  und  ebenso  gelangt  man  wieder 
durch  rationale  Operationen  von  dieser  zur  Darstellung 

zurück.  ~ 
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dann    in    der    Entwicklung    von    A0 — ^K^.-B.  jedes   Glied 

1=1 
mindestens    einen    Faktor   x.  —  |^,    mit    dem    Exponenten    c^^ 

enthalten  muß.    Wäre  für  jeden  solchen  Faktor  der  Exponent 

^c^^  —  1,    so    wäre    die  Dimension   des    betreffenden   Gliedes 


eben  ^^c.^.  —  h.     Es  ist  demnach 
A0  -  J:K,R,  =  0  (mod.  (x,  -  U'^r,  ■ . .,  (x,  -  U'") 

i=l 

und  also  auch 

A0  ::::  0  (mod.  (x,  -  U%  •  ■  •,  (x,  -  U"'')  ■ 

§  13.  Auf  Grundlage  dieser  Entwicklungen  erhalten  wir 
endlich  den  „verallgemeinerten  Noetherschen  Satz"*), 
der  für  die  Theorie  der  algebraischen  Größen,  insbesondere 
eine  Reihe  von  Anwendungen  derselben  grundlegende  Bedeutung 
besitzt: 

Es  seien  1^^,  .  .  .,  ^^^,,  (v  =  1,  . .  .,  r)  die  sämtlichen 
verschiedenen  Wurzelsysteme  des  Gleichungssystems 
F^  =  0^  ..  .^  F^  =  0,  in  dem  wir  x^^  . . .,  Xf.  als  Unbekannte 
auffassen;  es  seien  ferner  in  Xjj,  wenn  diese  Formen 
nach  Potenzprodukten  von  x^  —  ^^^,  .  .  .,  x^^  —  1;;.^  8®" 
ordnet  werden,  die  Glieder  IjJ'^^  Dimension  die  niedrig- 
sten, die  überhaupt  vorkommen;  oder  auch  —  nach 
der    in    Kap.  V.  §   6     angeführten    Ausdrucksweise   — 

*)  Dieser  Satz  wurde  für  den  in  der  Literatur  bisher  allein  be- 
handelten Fall  Z;  =  2,  der  die  Theorie  der  algebraischen  Kurven,  resp. 
der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen  umfaßt,  vonM.  Noether 
zuerst  ausgesprochen,  („Zur  Theorie  des  eindeutigen  Entsprechens  alge- 
braischer Gebilde  von  beliebig  vielen  Dimensionen".  Math.  Annalen  Bd.  U. 
1870.  pag.  314.  In  strengerer  Ausführung:  „Über  einen  Satz  aus  der 
Theorie  der  algebraischen  Funktionen".  Math.  Annalen  Bd.  VI.  1873. 
pag.  351.)  Über  die  weitere  Literatur  des  Satzes  vergleiche  man  den 
„Bericht  über  die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen" 
von  Brill  und  Noether  im  III.  Bande  der  „Jahres- Berichte  der  deut- 
schen Mathematiker- Vereinigung"  1894.  pag.  347. 
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^ivf  '  •  •)  ^kv  ®^^  Ij^-iaches  Element  der  Mannigfaltigkeit 
^jj  =  0.  Wie  schon  früher,  sei  c^^,  die  analog  definierte 
Zahl  für  jR^.  Die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  daß  O  das  Divisorensystem  {F^j...,Fj^ 
enthalte,  läßt  sich  dann  folgendermaßen  aussprechen: 
Es  müssen  sich  Formen  H^^y  .  .  .,  Hj^^  von  der  Be- 
schaffenheit bestimmen  lassen,  daß  in  der  Entwick- 
lung von 

1=1 

nach  den  Potenzprodukten  der  a\  —  1^^,  .  .  .,  a?^  —  |^,, 
keine    Glieder    d^^^^    oder    niedrigerer   Dimension   vor- 

k 

kommen.  Dabei  genügt  es  jedenfalls  d^.  =  S (cj ^  —  Ij ,.)  —  k 
anzunehmen. 

Nach  den  vorausgeschickten  Entwicklungen  ist  der  Be- 
weis des  Satzes  sehr  einfach;  bevor  wir  auf  ihn  eingehn, 
möge  aber  noch  die  (auch  auf  den  Satz  des  vorhergehenden 
Paragraphen  bezügliche)  Bemerkung  eingeschaltet  werden,  daß 
die  so  ausgesprochene  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  0  EE^O  (mod.  jF^,  .  .  .,  Fj^)  geradeso  wie  die  frühere  (§  11) 
eine  rationale  ist;  d.  h.  die  Anwendung  der  vier  Species 
und  die  Bestimmung  des  größten  gemeinschaftlichen  Teilers 
gegebener  orthoider  Formen  entscheidet  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Schritten  darüber,  ob  jene  Bedingungen  sich  er- 
füllen lassen. 

Der  Natur  des  Satzes  nach  sind  jene  Glieder  von  II. ^^ 
deren  Dimension  die  rZ^*®  übersteigt,  für  die  vorliegende  Frage 
irrelevant;  es  genügt  also  die  H^^  als  allgemeine  Formen  d^^^^ 
Dimension  anzunehmen,  deren  Koeffizienten  einem  bestimmten 
Gattungsbereiche  angehören. 

Jene  Bedingung  setzt  sich  demnach  in  ein  System  von 
linearen  diophantischen  Gleichungen  für  die  Koeffizienten  der 
H  um,  auf  das  wir  nicht  näher  eingehn.  Um  so  weniger,  da 
ja  für  die  praktische  Entscheidung  darüber,  ob  eine  Darstellung 
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k 

^  =  ^ H-F^  existiert,   und   für   die   Bestimmung   der  H^  der 

Satz  des  §  11  uns  viel  einfachere  Mittel  an  die  Hand  gibt. 

Die  Bedeutung  des  Noether sehen  Satzes  liegt  vorwiegend 
in  den  durch  ihn  statuierten  Eigenschaften  der  das  Divisoren- 
system enthaltenden  Formen  O.  Insbesondere  möge  sogleich 
betont  werden,  daß  die  jetzt  gegebenen  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  von  einer  auf  die 
x^y  . . .,  Xj^  ausgeübten  (homogenen)  linearen  Transforma- 
tion, wie  unmittelbar  ersichtlich,  unabhängig  sind. 

Wenn  wir  nun  endlich  auf  den  Beweis  des  Satzes  über- 
gehn,    ist    wieder    die    Notwendigkeit    der  Bedingung   evident, 

k 

weil  ja  solche  Formen  H-  existieren,  für  welche  0  —  ^H.F. 
identisch  Null  wird.  '"" 

Um  die  Bedingungen  als  hinreichende  zu  erweisen,  be- 
merke man  zuerst,  des  einfacheren  Ausdrucks  wegen,  daß 

^EE-0  (mod.  {a+  1)), 
wenn    ( a  -j~  1 )    ^.Is  kurzes  Symbol  für  das  Divisorensystem 

(•  •  ■,  (^1  -  Si.r  (^2  -  i.T  ■  ■  ■  i^k  -  u%  '■■), 

{9i+92-\ \-9k  =  ^^  +  ^)' 

gebraucht  wird,  die  Tatsache  ausdrückt,  daß  die  Form  W  bei 
Entwicklung  nach  den  Potenzprodukten  der  x^  —  Ji  v ?  ^2  —  ^21?  ' ' " 
keine  Glieder  der  a*®^  oder  niedrigerer  Dimension  enthält. 

Ist  nun  der  ausgesprochenen  Bedingung  gemäß  ein  Formen- 
system H.^,  von  der  Beschaffenheit  vorhanden,  daß 

*  -2H,,F,  -  0  (mod.  { rf,  +  1 ) ) , 
SO  wird 

X,,9  -  H,^X,,F,  -2  h,  Si,Fi  ^  0  (mod.  {rf„  +  ^^^  +  1 )), 

also,  wenn  man  statt  X^iF^  nun  i?^  einführt,  auch  ein  Formen- 
system Hi'r   existieren,  für  welches 

X,,0-  Hl,  R,  -  2  H;,  Fl  --  0  (mod.  { rf„  +  ?,  „  +  1 ) ) 
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wird.     Multipliziert  man  wieder  mit  X^^  und  führt  R^  ein  und 
so  fort,  so  gelangt  man  endlich,  zu  einer  Kongruenz 

AO-^Kil^i  -  0  (mod.  {<  +i'«,,.  +  1)). 


Ist  aber  d^,  ^^  (Cjv  —  ^j^)  —  ^,  so  wird 

k  k 


und  damit  ist  die  in  §  12  entwickelte  hinreichende  Bedingung 
erfüllt,  also  der  Satz  bewiesen. 

Es    ist    selbstverständlich    durchaus    nicht   ausgeschlossen, 
(und   sogar   mit  Ausnahme   der   einfachsten  ^^allgemeinen"  An- 
nahmen in  der  Tat  der  Fall),  daß  der  Wert  der  Zahl  d^,,  den 
wir  unter  allen  Umständen  wählen  können,  nämlich 
k 

^(Cjv  —  hv)  —  ^^ 
j  =  l 

größer  als  notwendig  ist. 

Es  kann  der  Fall  eintreten,    daß  an  Stelle  der  gegebenen 
Bedingung  schon 

9-:is,,F,  =  0  (mod.{<)) 

genügt.  In  diesem  Falle  muß  aber  für  jedes  Potenzprodukt 
^^ter  Dimension  auch 

(^.  -  li..)*'  ■  •  •  fe  -  W"  =  0  (mod. !  rf,  +  1 1 ) , 

sein,  und  dies  genügt  auch.  Ob  nun  diese  Kongruenzbedingung 
erfüllt  ist,  wird  durch  die  Möglichkeit  der  Auflösung  einer 
Reihe  von  diophantischen  Gleichungen,  also  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Schritten  entschieden.  Es  ist  demnach  entweder 
d^,  die  kleinste  Zahl,  die  in  den  Noether sehen  Bedingungen 
eintritt,  oder  man  kann  dafür  d^  —  1  nehmen.  Bei  Fort- 
setzung dieses  Verfahrens  gelangt  man  daher  durch  eine 
Reihe  von   algebraischen  Operationen  zu   einer  kleinsten  Zahl 
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e^,y  so  daß  zur  Entscheidung,  ob  0  ee  0  (mod.  jP^,  .  .  .,  F^) 
ist,    die   Vergleichung    von   ^    mit   einer  Entwicklung 

y on  ^ H.F.  nach  Potenzprodukten  von  oc^  —  iu'y"'f'^h~^kr 
t=i 

bis  zu  den  Gliedern  e^*"  Dimension  (diese  inbegriffen) 

notwendig  und  hinreichend  ist,  während  man  für  ei,<ev  nur 

mehr  notwendige,  aber  nicht  hinreichende  Bedingungen  erhält. 

Die  so  definierte  und  auch  algebraisch  bestimmte  Zahl  e 

soll    weiterhin    als     Charakteristik     des    Wurzelsystems 

^ivf  •  '  'y  ^kv  bezeichnet  werden.     Es  ist  für  die  Anwendungen 

des  verallgemeinerten  Noeth ersehen  Satzes  von  Wichtigkeit, 

diese    Charakteristik    der    einzelnen    Wurzelsysteme    aus    den 

allgemeinen   Eigenschaften   des   Divisorensystems   (.F^,  .  .  .,  F^ 

genauer  zu  bestimmen. 

Theorie  der  Charakteristiken  der  Wurzelsysteme 
für  den  „einfachen"  Fall. 

§  14.  Das  Gleichungssystem  F^  =  0,  (i  =  1,  .  .  .^  Ä;),  in 
dem  wir  abermals  x-^y...^x^  als  Unbekannte  auffassen,  sei  wieder 
von  der  li^"^  Stufe,  und 

5ir;  »2^?  •  •  •;  ?*>' 
eines   seiner  in   endlicher  Anzahl  vorhandenen  Wurzelsysteme 
Es    beginne    ferner    die    Entwicklung    von    F^    nach    Potenz- 
produkten  der  x^  —  lir'  ^2  —  ^2r;  ■  ■  ■   ^^*   ^®^  Gliedern   a^l"^ 
Dimension,  deren  Komplex  mit  ^^  bezeichnet  werde,  so  daß 

F,  =  <p,  +  <p<r<r+^  +  ■■■ 

wird,  eine  Tatsache,   die  wir  im  Anschluß   an   die   schon  ge- 
brauchten Bezeichnungen  durch  die  Kongi'uenz 

bezeichnen,  in  der  jetzt  selbstverständlich  a^^  >  1  ist. 

Wir   untersuchen  nun  den   s.  g.   einfachen  Fall*),    der 

*)  Diese  Benennung  stammt  für  den  Fall  k  =  2  von  Noeth  er 
(a.  a.  0.).     Ist  (A)  die  Gesamtheit  der  komplexen  Zajilen,  so  hat  man  es 
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durch  die  Voraussetzung  charakterisiert  wird,  daß  das  Glei- 
chungssystem cpi  =  0  nur  die  eine  Lösung  x^  =  ^j^,  be- 
sitzt.    Selbstverständlich  ist  dann 

\^l;   •  •  •?   ^a/ 

wenn  wir  noch  des  kürzeren  Ausdrucks  wegen  ^,  =  Xj  ■ —  |^,, 
setzen. 

Setzt  man  noch 

SO  hat  man  unter  dieser  Voraussetzung 

wo    fiji    eine    homogene    Form    (Ä^  —  ^ji)^^"^   Dimension    von 

^u  ■■  '>^k  ist. 

Bildet  man  nun  nach  Anweisung  des  §  10  die  Formen- 
reihe  Rj^,  .  .  .,  ii\,  in  Bezug  auf  (p^,  .  .  .,  (pj^^  so  haben  auch  die 
Gleichungen  Ri  =  0,  cp2  =  0^  .  .  .,  ^^  =  0  nur  das  eine  Wurzel- 
system ^j^  =  0^  .  .  .,  0^  =  0  und  so  fort.  Man  hat  es  also  immer 
wieder  mit  dem  einfachen  Falle,  andrerseits  auch  immer  mit 
homogenen  Formen  zu  tun.  Es  werden  daher  die  dem  zu  Be- 
ginn des  §  13  ausgesprochenen  Satze  gemäß  bestimmten  Zahlen 
Cj^  und  Ij^  die  Eigenschaft  besitzen,  daß  Cj^  —  Ij^  ==  cij^.  ist, 
und  daraus  folgt  unmittelbar,  daß  die  Charakteristik  des 
Wurzelsystems    z^  =  0    in  Bezug    auf   das    Gleichungs- 

k 

System  q).  =  0  nicht  größer  als   ^ cii^  —  h  ist. 

§  15.  Daß  dasselbe  auch  für  das  Gleichungssystem 
F.  =  0  stattfindet,  soll  nun  nachgewiesen  werden. 

Wir  zeigen  zu  diesem  Zwecke  zuerst,  daß  man  Formen 
M.(i  =  1,  .  .  .,  h),  deren  Entwicklung  nach  den  Potenz- 


mit  der  „Geometrie  im  Räume  von  Ic  Dimensionen"  zu  tun,  und  der 
„einfache  Fall''  ist  in  geometrischer  Ausdrucksweise  derjenige,  wo  der 
Punkt  (^j^,  .  . .,  I^tv)  wohl  auf  allen  l' —  1- fachen  Mannigfaltigkeiten 
iP.  =  0  liegt,  es  aber  keine  „gerade  Linie"  gibt,  die  in  diesem  Punkte 
sämtliche  Mannigfaltigkeiten  F{  =  0  zugleich  (a^^.  -)-  1)- punktig  berührt. 
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Produkten  der  z  genau  mit  den  Gliedern  {A^  —  ^»v)*'^'' 
Dimension  beginnt^  ferner  noch  so  wählen  kann,  daß 
in  der  Entwicklung  von 

i  =  \ 

nach  den  Potenzprodukten  der  z  alle  Glieder,  deren 
Dimension  kleiner  als  eine  genügend  groß  gewählte 
Zahl  g  ist,  wegfallen. 

Dementsprechend  setzen  wir 

und,  wie  früher. 

Die   Entwicklung    von   M-   ist    so   zu  verstehn,    daß   M.^^ 
eine  homogene  Form  der  z  von  der  Dimension  A^,  —  <^t>  ~t~  ^  ^^^• 
Dann  muß  zuerst 

k 

»=1 
sein,  und  dies  wird  nach  (1)  erreicht,  wenn  man 

'v 

setzt.     Es  sind  jetzt  die  Formen  31. ^  so  zu  bestimmen,  daß 

wird.  Rechts  steht  eine  homogene  Form  der  0  von  der  Di- 
mension Ä^  -{-  1]  nun  ist  aber  schon 

Ä: 

A  =  ö^ir  •  •  •  ö^*.  >^((^iv  —  1) ; 

also  kann  man  jedenfalls,  nach  den  für  das  Gleichungssjstem 
9).  =  0  bewiesenen  Sätzen: 

7=1  *=i 
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erhalten  und  dementsprechend 

^n  =  —  i^a 
wählen.      Wenn    man    in    der    angegebenen    einfachen    Weise 
fortfährt  und 

M,  =  M,,  +  M,,  +  ---  +  M,^^_^^^ 

setzt,  so  werden  die  so  erhaltenen  Formen  in  der  Tat  den 
ausgesprochenen  Bedingungen  genügen.  Wählt  man  endlich 
g  '^  Ä^  -\-  e^,,    so    wird   jedes    Glied    in    der  Entwicklung   von 

k 

z^ ''  —  ^  ^i^i  ^Is  Produkt   zweier  Faktoren   darstellbar  seien, 

deren  jeder  ein  Potenzprodukt  der  z  ist,  und  zwar  der  eine 
(P')  von  der  Dimension  A^^  der  andere  (P")  von  höherer 
als  e^*®'"  Dimension,  wo  e^  die  Charakteristik  des  Wurzel- 
systems z^  =  0  in  Bezug  auf  P\  =  0  bedeutet.  Dementsprechend 
schreiben  wir 

Multipliziert     man    jedes     Glied     mit     der     nach     §    10 
definierten  Form 

so  erhält  man,  wenn  wieder  Zj  =  Xj  —  1^^  gesetzt  wird, 

^1 M  =  i-^tf.-J^. + Jp;  (p,"  (%  -  inf"  ■■■)■ 


Da  nun  bei  einer  passend  gewählten  linearen  Transformation 
zwei  verschiedene  Wurzelsysteme  auch  aus  durchweg  verschie- 
denen Größen  bestehn,  gibt  die  Entwicklung  des  hinzugefügten 
Faktors  nach  den  Potenzprodukten  von  x^  —  J^^,  .  .  .,  x,^  —  |j^ 
ein  nicht  verschwindendes  Glied  von  der  Dimension  Null,  und 
es  beginnt  daher  die  Entwicklung  von  P^  (x^)^  M^,  .  .  .,  M,^, 
nach  diesen  Potenzprodukten  mit  den  Gliedern  derselben  Di- 
mension, wie  die  von  zf^'  und  J/j,  .  .  .,  Jf^. 
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Man  sieht  ferner^  daß  die  Formen 

den  Bedingungen  des  Noeth  er  sehen  Satzes  genügen.  Für  das 
Wurzelsystem  1^^,  .  .  .,  ^j.^,  ist  dies  einfach  die  Folge  des  Um- 
standest daß  P/',  nach  den  Potenzprodukten  von  x^  —  ?ir?  '  "  "? 
Xj^  —  ^^.^,  entwickelt,  nur  Glieder  von  höherer  als  der  ej'^'^  Di- 
mension ergibt.  Für  die  übrigen  Wurzelsysteme  erhellt  das- 
selbe aus  der  Tatsache,  daß  die  betrachtete  Form  durch 
(^1  —  ^iiT"-  ^-  s.  w.  teilbar  ist,  also  die  Kongruenzen  (K^)  des 
§  12  erfüllt  sind. 

Man  hat  demnach 

und    die   Formen   N^    beginnen  —  wegen   der   entsprechenden 
Eigenschaft  der  P^'  —  bei  der  Entwicklung  nach  den  Potenz- 
produkten   von    x^  —  li^,,  .  .  .,  X,,  —  ^^,,,    mit    Gliedern,    deren 
Dimension  nicht  kleiner  als  Ä^  sein  kann. 
Setzt  man  nun 

SO  erhält  man 

PxM=X^uF,, 

WO  die  Entwicklung  von  R^  (x^)  nach  jenen  Potenzprodukten 
genau  mit  den  Gliedern  Ä^^^"^  Dimension,  die  von  2.^.  mit  den 
Gliedern  von  zumindest  {Ä^,  —  cii^y^^  Dimension  beginnt. 

Man  kann  mit  dem  Formensysteme  P^  (^j),  Fg,  . . .,  P',^ 
genau  ebenso  verfahren,  da  wir  es  nach  den  Erörterungen 
in  §  10  immer  wieder  mit  dem  „einfachen"  Falle  zu  tun  haben. 
So  entsteht  die  Formenreihe 

(/i  =  1,  ...,  i^), 
die    in   dem   Satze   des   §  13   benutzt   werden  kann.     Nun   ist 
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aber   die   dort   auftretende  Zahl  c^^  —  hv'£  ^'jry  ^^^  ^^  ergibt 
sich  somit  der  folgende  Satz: 

Die  Charakteristik  des  Wurzelsystems  ^i^,-'-,ikv 
für  das  Gleichungssystem  F^  =  0,  .  .  .,  Fj^  =  0  ist  im 
einfachen    Falle    nicht    größer    als     2Ja.^  —  k,    wenn 

L  L    ein  a.  -faches  Element  der  Mannigfaltigkeit 

F.  =  0  ist. 


Der  Hilbertsche  Satz. 

§  16.     Sind    wieder    F.(x^,  .  .  .,  x^,  (i  =  1,  .  .  .^Iz)    dem 
orthoiden  Bereiche  (A)  entstammende  Formen^  jetzt  aber 

ein  ganz  beliebiges  Divisorensystem,  so  erkennt  man  unmittel- 
bar, daß,  wenn  für  irgend  eine  Form  0 

0  =  0  {moA.  F„F„...,F,) 

Je 

sein  soll,  wegen  0  =  ^  H^F^  die  Gleichung  0  =  0  für  jedes 

Wurzelsystem  des  Gleichungssystems  F^  =  0  befriedigt  sein 
muß.  Aber  schon  der  Fall  der  der  Hauptklasse  angehörigen 
Divisorensysteme  zeigt,  daß  diese  notwendige  Bedingung  durch- 
aus nicht  hinreichend  ist.  Es  gilt  jedoch  in  diesem  Falle  der 
folgende  in  voller  Allgemeinheit  von  D.  Hubert*)  auf- 
gestellte Satz: 
Es  seien 

G^,  G^j  . . .,  Gj 

irgend  welche  Formen,  die  für  jedes  Wurzelsystem,  das 
dem  Gleichungssysteme  -F^=0  genügt,  verschwinden. 
Dann  gibt  es  eine  positive  ganze  Zahl  r,  die  durch 
das  Divisorensystem  {F^,  .  .  .,  JP\.)  vollständig  bestimmt 
ist,  von  der  Beschaffenheit,  daß 


*)  „Über  die  vollen  Invariantensysteme".    Math.  Annalen,  Bd.  XLIL 
1893.  pag.  320. 
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G,^(?,^...G,^-O(mod.j;,  ...,i^,) 

wird,  wenn  Gj  ,  .  .  .,  Gj  irgend  welche  Formen  aus  der 
Reihe   G^,  .  .  .,  G^  bedeuten. 

Statt  dem  ziemlich  komplizierten  Beweisgange  Huberts 
zu  folgen,  zeigen  wir,  daß  der  Satz  ein  einfaches  Corollar  der 
in  Kap.  V  entwickelten  allgemeinen  Eliminationstheorie  ist. 

Wir  bemerken  vor  allem,  daß  die  im  Hilb er t sehen  Satze 
ausgedrückte  Tatsache  von  irgend  einer  auf  die  Formen  F 
und  G  zugleich  ausgeübten  (homogenen)  linearen  Transforma- 
tion völlig  unabhängig  ist.  Diese  Bemerkung  kann  für  den 
Beweis  verwertet  werden,  indem  wir  voraussetzen,  daß  jene 
lineare  Transformation,  die  der  Bildung  der  Gesamtresolvente 
des  Gleichungssystems  F.-  =  0  vorausgeht,  auch  schon  die 
Formen  G  zu  regulären  transformiert*).  Es  sei  0^  =  0  die 
Gesamtresolvente  des  Gleichungssystems  F.  =  0  (Kap.  V.  §  4) 
und  P^j  irgend  ein  irreduzibler  Teiler  von  0^.  Der  Annahme 
nach  verschwindet  dann  Gj  für  jedes  Wertsystem,  das  den 
Gleichungen 

-^ä;,^  \^  *i^if   ^A  +  l;    •  •  •?   ^m-lj   ""=  ^ 

genügt,  wo  die  t.  als  Unbestimmte  zu  fassen  sind.  Setzt  man 
nun  X  =  Ex^ti  an  Stelle  von  x.^,  so  geht  Gj^  mit  einer  ent- 
sprechenden Potenz  von  t^  multipliziert,  in  Gj  über,  und 
es  muß  G^  durch  P^^-  (Xj  Xj^^^,  .  .  .,  x^^_^  teilbar  sein.  Sonst 
ergäbe  das  gewöhnliche  Divisions  verfahren  einen  Ausdruck 

der  in  x  von  niedrigerem  Grade  als  F,^j  ist  und  nicht  ver- 
schwindet. Wählt  man  aber  die  Werte  ^^.^.1  =  l^+i ,  •  •  •> 
ä;^_i  =  |^_i  so,  daß  die  Discriminante  von  Fj^^  nach  x  nicht 
Null  ist,  so  müßte  es  einen  entsprechenden  Wert 


*)   Der   Ausnahmefall,    in    dem    ein    G   keine    der   Unbestimmtea 
x^^  .  .  .^  x„^  enthält,  braucht  nicht  berücksichtigt  zu  werden. 
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Ä  m  —  1 

geben,  für  welchen  P,^^.  gleich  Null  wird,  während  R  nicht 
Yerschwindet.  Für  diesen  Wert  wäre  auch  G^  nicht  Null, 
d.  h.  Gj  würde  im  Gegensatze  zur  Annahme  nicht  für  alle 
durch  das  Gleichungssystem  P,^^.  =  0  gegebene  Werte  ver- 
schwinden. —  Ebenso  muß  Gj  durch  jeden  andern  irreduzibeln 
Teiler  von  Q^  teilbar  sein. 

Ist  demnach  r  der  größte  Exponent,  mit  welchem  irgend 
«in  irreduzibler  Teiler  in  ^^  vorkommt,  so  ist 

G,  G,  ...  G, 

h      32  3r 

durch  0^  teilbar,  also  wie  diese  Form  selbst. 

Setzt    man    demnach  oo  =  ^  t-x-    und    vergleicht    die    Koeffi- 

zienten  der  beiderseits  stehenden  Potenzprodukte  der  ty  so 
erhält  man  in  der  Tat 

was  zu  beweisen  war. 


Achtes  Kapitel. 

Arithmetische  Theorie  der  linearen  diophantischen 

Probleme. 


Die  absoluten  Frimsysteme  in  [[1],  x^y  x^,  . . .,  rrj. 

§  1.  Es  seien  S^,  S^j  .  .  .  irgend  welche  rationale  und 
ganze  Formen  4er  Unbestimmten  x^,  x^,  .  .  .^  x^^.  Das  aus 
ihnen  gebildete  Divisorensystem  (S^^  S^^ .  .  .)  soll  in  der  Folge 
kurz  durch  das  Symbol  (^S^  bezeichnet  werden.  Es  kann  so- 
dann eine  endliche  Reihe  von  Formen 

des  Bereichs  [[1],  ^i;  •  •  •;  ^J  ^^^  ^^^  Beschaffenheit  existieren, 
daß  jede  Form  des  angegebenen  Bereichs  mit  einer  und  nur 
einer  der  Formen  C  kongruent  mod.  (S)  ist.  Diese  Eigen- 
schaft soll  weiterhin  durch  den  Ausdruck  bezeichnet  werden, 
daß  „für  das  Divisorensystem  (S)  ein  vollständiges 
Bestsystem  Cq,  C^j  .  .  .,  C^_^  existiert^^  Dabei  kann  selbst- 
verständlich irgend  ein  (7^  durch  jede  andere  mod.  {S)  mit  C^ 
kongruente  Form  C.'   ersetzt  werden. 

Ist  ferner  ein  dem  Divisorensysteme  (S)  entsprechendes 
vollständiges  Restsystem  bekannt,  und  auch  ein  Verfahren 
gegeben,  um  die  mit  einer  beliebigen  Form  F  kongruente 
Form  C^  des  Restsystems  zu  bestimmen,  so  kann  die  „Auf- 
lösung der  linearen  Kongruenz" 

ÄX  -z-  B  (mod.  {S)) 

als    erledigt    betrachtet    werden;    dabei    sollen    zwei    mod.  (^S) 

König,  algebraische  Grüflen.  26 
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kongruente  Lösungen  als  nicht  verschieden  angenommen  werden. 
Denn  da  nur  die  Wurzeln  Cq}  ^17  ■  -  -^  ^s-i  existieren  können, 
genügt  es,  durch  eine  endliche  Reihe  von  Versuchen  festzu- 
stellen, welche  der  Größen  äCq,  AC^y  ...  mit  der  Größe  B 
(die  selbst  :  ~  0,)  kongruent  sind. 

Ist  insbesondere  das  vorgelegte  Divisorensystem  ein  ab- 
solutes Primsystem  —  ein  solches  soll  von  nun  an  kurz  mit 
(P)  bezeichnet  werden  —  und  A  nicht  i  0  (mod.  (P)),  so 
hat  die  Kongruenz 

AX^B  {modL.{F)) 

eine  und  nur  eine  Wurzel. 

Es  muß  nämlich  {A,  (P))  ^  1  sein,  da  dieses  Divisoren- 
system in  (P)  enthalten  und  doch  nicht  ~  (P)  sein  kann,  da 
in  dem  letzteren  Falle  im  Gegensatze  zur  Annahme  A^EzO 
(mod.  (P))  sein  müßte.  Diese  Äquivalenz  besagt  aber,  daß 
eine  Identität  von  der  Gestalt 

bestehn  muß,  oder  also  eine  Form  X  existiert,  für  die 

XA^.l  (mod.  (P)), 
also  auch 

XsEEkB  (mod.  (P)) 

ist;  da  diese  Größe  der  Kongruenz  in  der  Tat  genügt,  ist  sie 
ihre  einzige  Wurzel. 

Unter  den  früher  festgesetzten  Annahmen  bestimmt  sich 
diese  Wurzel  wieder  in  einer  endlichen  Versuchsreihe. 

Genügt  nun  wieder  das  Divisorensystem  (ß)  den  oben 
gemachten  Annahmen,  so  ergibt  sich  für  die  rationalen  und 
ganzen  Formen  der  Unbestimmten  x^.  .  .  .,  Xj^,  Xj^_^^,  .  .  .,  x,^^ 
eine  elementare  Theorie  der  „Teilbarkeit  mod.  {SJ'. 

„Eine  Form  F  ist  mod.  {S)  durch  die  Form  G  teilbar", 
wenn  es  eine  dritte  Form  H  von  der  Beschaffenheit  gibt, 
so  daß: 

F^  GH  (mod.  (S)), 

Da   (S)   die  Unbestimmten  .x^^^i,  .  .  .,  x^^   nicht    enthält,    kann 


i 
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F — GHee^O  (mod.  (S))  nur  dann  stattfinden,  wenn  jeder 
Koeffizient  der  verschiedenen  Potenzprodukte  von  :r^.^i,  .  .  .,  x^ 
schon  für  sich  ^:  0  (mod.  {S))  ist,  und  daraus  folgt,  daß 
G  und  H,  wenn  man  die  Glieder,  deren  Koeffizienten 
^  0  (mod.  (5))  sind,  wegläßt  (was  ja  hier  keine  Änderung 
statuiert,  da  die  Formen  Fj  G,  H  immer  (mod.  {S))  zu  ver- 
steht! sind),  in  ^;t+i?  •  •  v  ^m  nicht  vom  höheren  Grade  sein 
kann  als  F.  Da  endlich  die  Koeffizienten  der  verschiedenen 
Potenzprodukte  von  %.  +  i,  .  .  .,  x^  nur  die  in  dem  vollstän- 
digen Restsysteme  auftretenden  Formen  sein  können,  so 
sieht  man,  daß  F  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Teilern 
haben  kann,  die  durch  eine  endliche  Versuchsreihe 
bestimmt  werden,  und  zwar  ergibt  diese  mit  G  auch 
den  „komplementären"  Teiler  H. 

In  völliger  Analogie  mit  der  gewöhnlichen  Teilbarkeits- 
theorie der  rationalen  und  ganzen  Formen  heißen  die  For- 
men i^  und  G  „äquivalent  mod.  {Sf,  wenn  F  und  G  die- 
selben Teiler  mod.  (ß)  besitzen  oder  also  auch,  wenn  zu  gleicher 
Zeit  F  durch  G  und  G  durch  F  teilbar  mod.  {S)  ist. 

Es  heiße  endlich  wieder  i^  ,jirreduzibel  mod.  (/S)",  wenn 
jeder  Teiler  von  F  mit  der  Einheit  oder  mit  F  selbst  mod.  (ß) 
äquivalent  ist. 

Wir  betrachten  nun  das  spezielle  Divisorensystem 

{M<-''^)  =  {M„...,M„M„n,), 

WO  n^  eine  von  1  verschiedene  rationale  und  ganze  positive 
Zahl  bedeute  und  allgemein 

M,  =  x'-i  +  q>,,xr'  +■■■  +  <f>,„^ 

ist,  wo  (Piif  ■  .  ',  (Pi„.  wieder  rationale  und  ganze  Formen  der 
Unbestimmten  x^,  •  •  •;  ^it  ^^^  Ausschluß  von  x.^,  x^_^^,  .  .  .,  Xj^ 
bedeuten;  es  sind  also  insbesondere  ^u,  •  •  .,  9^1«^  rationale 
und  ganze  Zahlen. 

Wendet  man  auf  eine  beliebige  Form  F{x^j  x^,  . . .,  Xj) 
das  gewöhnliche  Divisionsverfahren  an,  so  erhält  man 

26* 
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setzt   man  weiter  in  li^   für  die  Zahlenkoeffizienten  die  klein- 
sten nicht  negativen  Reste  mod.  n^y  oder  also 

^1  ==  >«o  ^0  +  -^0  ? 
so  wird  schließlich: 

FeeeB,  (mod.ilf,,  ...,M^,n^). 

Seiner  Bildung  nach  kann  aber  Bq  in  ^^  den  Grad  w.  —  1 
nicht  übersteigen,  während  als  Koeffizienten  der  einzelnen 
Potenzprodukte  von  x^,  .  .  .yXj^  in  B^  nur  die  Zahlen  0,  1,  . . ., 
fiQ  —  1  auftreten  können. 

Die  so  erhaltenen  Formen,  deren  Anzahl  augenscheinlich. 
^«^«^...«^  ist^  sind  aber  auch  alle  mod.  (ikf^^))  voneinander 
verschieden;  denn,  bezeichnet  man  sie  mit 

SO  müßte,  da  auch  q^  —  q^  in  a^^  den  Grad  n^  nicht  erreicht, 
und  die  Zahlenkoeffizienten,  vom  Vorzeichen  abgesehn,  n^  —  1 
nicht  überschreiten,  aus 

nach  jenem  Divisionsverfahren  eine  ebensolche  Darstellung  von 
Qr  —  Qs  folgen,  wo  der  Reihe  nach  G^  =  0,  .  .  .,  G^  =  0  ist, 
und  dann  q^  —  q^  durch  n^  teilbar  sein  muß;  also  wird  end- 
lich wegen  der  für  die  Zahlenkoeffizienten  statuierten  Bedingung 
identisch  Qr^^  Qs- 

Für  das  Divisorensystem  iltf(*)  ist  demnach  Qq,  q^^  .  .  .  ein 
vollständiges  Restsystem,  und  alle  Darlegungen  dieses  Para- 
graphen sind  darauf  anwendbar. 

§  2.  Die  soeben  definierten  Divisorensysteme  ilf(*^  sollen 
nun  weiter  spezialisiert  werden;  und  zwar  sei  dieses  speziellere 
System 

(p«)  =  (p„p,_„...,p.,^„), 
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wo  Pq  eine  natürliche  Primzahl  und  F-  eine  rationale  und 
ganze  Form  sei,  die  alle  für  3f.  statuierten  Eigenschaften  be- 
sitze, weiter  aber  noch  mod.  (P^'~  ^)),  d.  h.  mod.  (P,_i,  . . .,  P^Pq) 
irreduzibel  sein  soll.  Die  so  definierten  Systeme,  die  kurz  als 
„P-Systeme"  Je  —  1*^"^  Stufe*)  bezeichnet  werden  mögen,  ge- 
winnen durch  die  folgenden  beiden  Sätze  eine  grundlegende 
Bedeutung  für  die  arithmetische  Theorie  der  algebraischen 
Größen: 

I.  Jedes  System  (P^^'^)  ist  ein  absolutes  Primsystem 
im  Bereiche  der  rationalen  und  ganzen  Formen,  die 
keine  andern  Unbestimmten  als  die  in  P^,  ...,  Pi,^q 
vorkommenden  enthalten,  und  ein  Primsystem 
schlechtweg  im  Bereiche  jener  rationalen  und  ganzen 
Formen,  die  außer  diesen  noch  weitere  Unbestimmte 
•^'k  +  i?  •  '  ■■)  ^m  enthalten. 

IL  Jedes  absolute  Primsystem  im  Bereiche  der 
rationalen  und  ganzen  Formen  von  x-^y  .  .  .^x^  ist  einem 

*)  Die  P- Systeme  bilden  das  naturgemäße  Analogen  für  den 
Primzahl-Begriff  im  Bereiclie  der  rationalen  und  ganzen  Formen  und  sind 
für  eine  Behandlung  der  arithmetischen  Probleme  in  diesen  Bereichen 
unerläßlich.  Sie  sind  bisher  nur  für  den  Fall  m  =  1  betrachtet  worden, 
zuerst  von  Schönemann  (Journal  f.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  31  u.  32.  1846); 
dieser  einfachste  Fall  findet  sich  aber  auch  schon,  wie  sich  später  her- 
ausgestellt hat,  in  Gauß'  Nachlaß  (Werke,  Bd.  IL  pag.  197). 

Der  ganze  Inhalt  dieses  Kapitels  ist  demgemäß  neu  und  ergänzt 
eine  wesentliche  Lücke  in  der  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen 
Größe.  Wir  sind  erst  durch  die  hier  entwickelten  Resultate  in  den 
Stand  gesetzt,  die  zwei  großen  Probleme  der  allgemeinen  Arithmetik  — 
wirkliche  Aufstellung  der  Fundamentalsysteme  und  wirkliche  Zerlegung 
einer  ganzen  Größe  in  ihre  irreduzibeln  Teiler  —  in  Kap.  IX  vollständig 
zu  lösen. 

Dabei  treten  aber  noch  der  in  Kap.  III  gegebene  Begriff  der  ße- 
solventenfoim  und  die  auf  diesen  gegründete  Verallgemeinerung  der 
Kronecker  sehen  Eliminationsmethode  als  neue  methodische  Hilfsmittel 
von  fundamentaler  Bedeutung  hinzu. 

Diese  kurzen  Bemerkungen  mögen  auf  die  naturgemäße  Notwendig- 
keit und  Folgerichtigkeit  jenes  Systems  einer  Theorie  der  algebraischen 
Größen  hinweisen,  das  der  Verfasser  in  diesem  Buche  durchzuführen 
versucht  hat. 
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Systeme  (P^^^  äquivalent,  so  daß  diese  Systeme  die  Ge- 
samtheit der  absoluten  Primsysteme  in  einer  be- 
stimmten ^^kanonischen"  Gestalt  darstellen. 

Der  zweite  Satz  wird  vorläufig  nur  erwähnt^  um  die  Be- 
deutung der  P- Systeme  schon  hier  klarzustellen;  sein  Beweis^ 
der  in  §  8  enthalten  ist,  erfordert  tiefer  liegende  Hilfsmittel. 
Jetzt  beschäftigen  wir  uns  mit  den  Vorbereitungen  zum  Be- 
weise des  ersten  Satzes. 

Mit  dem  Systeme  (P^^^)  sind  auch  die  Systeme 

(PW)   =(A,p,) 


(P(*-^))  =  (P,_„...,  p„^„) 

gegeben,  von  denen  jedes  das  folgende,  und  endlich  (P(*"^)) 
auch  (P(^'))  enthält. 

Für  Ä;  =  0  ist  das  Divisorensystem  (PW)  nichts  anderes 
als  die  Primzahl  p^^  der  Satz  also  in  diesem  einfachsten 
Falle  jedenfalls  richtig.  Allgemein  wird  er  durch  vollständige 
Induktion  erschlossen,  indem  wir  annehmen,  daß  der  Satz  für 
(PW),  .  .  .,  (PW)  gilt,  und  dann  auf  dieser  Grundlage  den- 
selben Satz  auch  für  (P(*+i))  beweisen. 

Dieser  Beweis  durch  vollständige  Induktion  beruht  wesent- 
lich auf  den  Eigenschaften  der  rationalen  und  ganzen  Formen, 
die  sich  bei  ihrer  Betrachtung  mod.  (P^^'^)  darbieten,  wo  (P^^^) 
schon  als  absolutes  Primsystem  in  [[1],  ^i,  •  •  .,  ^J  voraus- 
gesetzt wird. 

Was  zuerst  die  rationalen  und  ganzen  Formen  von  x^^, ...,  x^^ 
betrifft,  so  besitzen  sie  für  das  Divisorensystem  (PW)  ein 
vollständiges  Restsystem;  insbesondere  geben  die  früher  auf- 
gestellten Formen 

ein  solches,  wo  man  noch  q^  =  0,  q^  =  1  nehmen  kann. 

Diese  Formen  q,  wenn  auch  nur  in  endlicher  Anzahl  vor- 
handen, bilden  einen  „Bereich",  in  welchem  die  Addition  und 
die  Multiplikation  in  folgender  Weise  definiert  werden  kann. 
Die  Summe,   resp.   das  Produkt  von   q^  und  p,  sei  jene  Form 
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des  Restsystems,  die  mit  den  nach  den  gewöhnliclien  Regeln 
der  Algebra  gebildeten  Formen  q^.  -\-  Q^y  resp.  q^q^  kongi*uent 
mod.  (PW)  ist 

Wenn  wir  aber  festsetzen,  daß  sämtlicbe  Formen,  die 
Q^.  mod.  (P(*))  sind,  nur  als  verschiedene  Zeichen  derselben 
Form  Q^  zu  betrachten  sind,  so  können  wir  auch  sagen,  daß 
die  Addition  und  Multiplikation  der  Formen  q  nach  den  ge- 
wöhnlichen Regeln  der  Algebra  erfolgt;  dabei  soll  nur,  um 
diese  Verknüpfung  von  der  Addition  und  Multiplikation  der 
Formen  im  gewöhnlichen  Sinne  zu  unterscheiden,  jetzt  in  den 
entsprechenden  Aussagen  ein  von  dem  früheren  verschiedenes 
Gleichheitszeichen  benutzt  werden.  Als  solches  bietet  sich 
unmittelbar  das  Zeichen  hee  mod.  (P(^)).   Damit  hat  die  Aussage 

Fee^q^  (mod.  (PW)) 

eine  doppelte  Bedeutung  gewonnen,  die  wohl  sehr  einfach,  bei- 
nahe selbstverständlich  ist,  aber  trotzdem,  weil  sie  für  die 
Methodik  der  arithmetischen  Untersuchungen  von  geradezu 
grundlegender  Bedeutung  ist,  so  ausführlich  auseinandergesetzt 
werden  mußte. 

Das   so   als  „Bereich"   aufgefaßte  vollständige  Restsystem 
oder,  wie  wir  jetzt  auch  sagen  können,  der  Bereich 

„[[1],  x„  .  .  ,  xj  (mod.  (PW))« 

besitzt  demnach  ein  gewöhnliches  Additions-  und  Multiplikations- 
gesetz, insbesondere  muß,  da  (P(''^)  ein  Primsystem  ist,  mit 

immerauch  ^P  E^  0  (mod.  (P(^-))) 

A  =  0     oder     B  --  0  (mod.  (P(*))) 

sein;  und  die  Kongruenz  ÄX^^B  mod.  (P^*))  hat,  wenn  Ä 
nicht  ~E  0,  immer  eine  und  nur  eine  Wurzel.  Der  Bereich 
enthält  auch  die  absolute  Einheit  und  besitzt  demnach  alle 
Eigenschaften  eines  orthoiden  Bereichs,  mit  Ausnahme  einer 
einzigen,  da  in  der  Reihe 

1, 1  +  1,  ••• 

die  Null  jetzt  in  der  Tat  vorkommt. 
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Um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  einen 
Bereich,  in  dem  die  Reilie 

1,1  +  1,  •■ 

die  Null  enthält,  der  aber  sonst  alle  Eigenschaften  eines  holoiden, 
resp.  orthoiden  Bereichs  besitzt,  als  pseudoholoiden,  resp. 
pseudoorthoiden  Bereich  bezeichnen. 

Der  Bereich  [[1]^  x^y  .  .  .,  x,^]  (mod.  (P(^)))  ist  also  ein 
pseudoorthoider  Bereich. 

Genau  dieselben  Betrachtungen  zeigen,  daß  der  Bereich 
[[1],  ^1,  .  .  .,  ^^,  Xj^^i,  .  .  .,  xj  (mod.  (PW))  ein  pseudo- 
holoider  Bereich  ist.  Dabei  hat  man  nur  die  Formen  von 
x^f  .  .  .f  x^  als  Formen  von  ^a+u  •  •  •?  ^m  zu  schreiben  und 
die  als  Koeffizienten  auftretenden  Formen  von  a^j,  .  .  .,  ^^ 
wieder  mod.  (P(*))  aufzufassen;  insbesondere  folgt  aus 

FG^O  (mod.  (P('))) , 

da  auch  in  diesem  Bereiche  der  Annahme  nach  (P^*))  ein 
Primsystem  ist, 

F^O,  oder  G  =  0  (mod.  (P(*))) , 

und  dies  ist  wieder  nur  möglich,  wenn  sämtliche  Koeffizienten 
von  F  oder  von  G  (als  Formen  von  Xf^_^-^^,  .  -.y  oo^  aufgefaßt)  ee  0 
(mod.  (P(*))j  sind.  Der  Bereich  enthält  also  nur  eine  „Null". 
Endlich  hat  z.  B.  die  Kongruenz 

a;,^,X-:l   (mod.  (PC))) 

keine  Lösung,  da  ja  sonst  auch 

0  =  1   (mod.  (P(^-))) 
sein  müßte. 

Man  erhält  aus  dem  pseudoholoiden  Bereiche 
[[1],  x„  .  .  .,  xj  mod.  (PW) 
wieder     den     zugeordneten     pseudoorthoiden     Bereich 
([1],  x^y  .  .  .,  x^)  mod.  (PW)  (siehe  Kap.  I.  §  4),   der  aus  samt- 
liehen  Formenquotienten  ^r  besteht,  wo  G  von  0  (mod.  (P(*))) 
verschieden  ist. 
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Auf  dieser  Grundlage  baut  sich  eine  Theorie  der  Teil- 
barkeit der  Formen  des  Bereichs  [[1];  iti,  ...,  :r,J  mod.  (PW) 
auf,  die  wir  nicht  ausführlich  auseinanderzusetzen  brauchen, 
da  sie  sich  Wort  für  Wort  mit  den  Auseinandersetzungen  in 
Kap.  III.  §  1,  2,  4 — 17  deckt,  wenn  man  nur  statt  des  Zeichens- 
,  =^''  überaU  „^  (mod.  (P(^)))"  setzt. 

Jene  Eigenschaft  der  holoiden,  resp.  orthoiden  Bereiche^ 
die  nun  fehlt,  wird  nämlich  nur  bei  dem  Satze  benutzt,  daß 
jede  Form  durch  eine  bestimmte  Transformation,  deren  Deter- 
minante gleich  Eins,  und  deren  Koeffizienten  rationale,  resp. 
rationale  und  ganze  Zahlen  sind,  regulär  wird.  Von  diesem 
Satze  wird  aber,  abgesehn  von  §  3,  der  ein  unerhebliches  Detail 
behandelt,  nur  in  der  Theorie  der  Resolventenform  und  den 
sich  auf  diese  stützenden  Erörterungen  (§18  ff.)  Gebrauch 
gemacht  *). 

Dabei  tritt  aber  noch  die  weitere  wesentliche  Verein- 
fachung ein,  daß  der  Bereich 

[[11,  X,,  .  .  .,  X,,  x,^i,  .  .  .,  xj  mod.  (PW), 

dessen  Formen  wir  nun  als  Formen  von  oo^^+if  •  • ,,  ^^  ™i^ 
Koeffizienten  aus  [[1],  x^,  .  .  .,  icj,  mod.  (P^*))  auffassen,  da 
dieser  ein  pseudoorthoider  Bereich  ist,  ein  vollständiger 
pseudoholoider  Bereich  ist.  Dabei  ist  die  Bezeichnung 
„vollständig"  wieder  wie  früher  so  zu  verstehn,  daß  zwei  be- 
liebige Formen  des  Bereichs  immer  einen  „größten  gemein- 
schaftlichen Teiler",  allerdings  jetzt  mod.  (P^*^),  besitzen,  für 
dessen  Darstellung  wir  in  Kap.  III.  §  11  eine  genaue  An- 
weisung besitzen. 

§  3.     Wir   haben    dann   insbesondere    nach  §  15  und   16 
des  Kap.  III  die  folgenden  Sätze: 
Sind 

F  =  AqX"'  H ,  G  =  ^0^"  H 

zwei  Formen,  deren  Koeffizienten  dem  pseudoholoiden 


*)  Wie  sich  die  Verhältnisse  hier  gestalten,  wird  später  (§  4)  aus- 
führlich auseinanderzusetzen  sein. 
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Bereiche  [[1],  x^,  .  .  .^  ^^.,  i»;t  +  i^  •  •  •]  i^od.  (P^^^)  angehören^ 
ferner  A^^  und  Bq  nicht  zugleich  ^e:  0   mod.  PW),   so  ist 

Res.  /^'  ^ 


% 


(^;i)-^0(mod.(P«)) 


die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Existenz  eines  gemeinschaftlichen  Teilers  mod.  (P^^^) 
von  F  und  G,  der  x  wirklich  enthält,  d.  h.  mit  keiner 
Größe  des  Bereichs  [[1],  x^,  .  .  .,  x^y  ^k+iy  •  •  •]  kongruent 
mod.  (P(^))  ist. 

Es  ist  ferner  auch  jetzt: 

'      \     -   G^F  +  F^G   (mod.  (PW))  , 

wo  (tj  höchstens  vom  n  —  1*®°,  F^  höchstens  vom  m  —  1*®^ 
Orade  in  x   ist. 

Auf  diesen  Grundlagen  fußend,  ist  der  in  §  2  angezeigte 
Beweis  sehr  einfach  zu  führen. 

Es  ist  (PW)  ein  absolutes  Primsystem  im  Bereiche 
[[1],  x^,  .  .  .y  Xj^\'^  daß  ehendasselbe  für  (P(*+^))  im  Bereiche 
[[1],  oc^y  '  '  -y  ^kj  ^k  +  i\  stattfindet,  kann  ausführlicher  so  aus- 
gesprochen werden,  daß,  wenn  F^,  F^,  .  .  .  irgend  welche 
Formen  dieses  Bereichs  sind,  und  (P(*+^))  das  Divisorensystem 
(F^,  F^,  .  .  .)  enthält,  ohne  daß 

ist,  die  Äquivalenz  (i^^,  F^,  .  .  .)  :^  1  stattfinden  muß. 

Es  kann  in  dem  soeben  angegebenen  Falle  (P^,  F^,  .  .  .) 
das  Divisorensystem  (P(*+*))  nicht  enthalten;  denn  in  diesem 
Falle  wäre  ja,  da  auch  das  Umgekehrte  stattfindet, 

Unter  den  Formen  F  gibt  es  also  mindestens  eine,  z.  B.  F^, 
die  (P(*+^))  nicht  enthält,  die  also  in  andrer  Ausdrucksweise 
nicht  EE:0  mod.  (P(*+i))  ist.     Es  ist  also 

F.E^Q  (mod.  (P(^'+^))), 

wo  Q  eine  Form  des  für  P(*+^)  existierenden,  früher  angegebenen 
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vollständigen  Restsystems  und  nicht  Null  ist.  Demnach  ist 
Q  eine  rationale  und  ganze  Form  von  x^,  .  .  .,  x^_^^,  die  in  x- 
den  Grad  n^  nicht  erreicht,  und  deren  Koeffizienten  Zahlen 
aus  der  Reihe  0,  l,'-,^)o — 1  sind,  aber  nicht  sämtlich 
verschwinden. 

Nun  kann  man  jedenfalls  eine  Form  A  so  bestimmen,  daß 

XqeeeI   (mod.  (P(*-  +  i))) 

wird.  Ist  (),  was  ja  auch  vorkommen  kann,  eine  positive 
ganze  Zahl,  die  dann  kleiner  als  2^0  ist?  so  hat  man  zu  diesem 
Zwecke  eine  von  0  verschiedene  ganze  Zahl  zu  wählen,  die 
der  Kongruenz 

Xq  zi=  1  (mod.  jüq) 

genügt.  Ist  hingegen  q  eine  wirkliche  Form  von  00^,  --  -j  oCj^  +  i, 
und  z.  B.  X.  die  letzte  Unbestimmte  dieser  Reihe,  die  in  q 
wirklich  vorkommt,  so  bemerke  man,  daß  q  in  x.  höchstens 
vom  Grade  n^ —  1  ist,  während  P.  eine  mod.  (P^'~^))  irredu- 
zible  Form  von  der  Gastalt  x"i  -| —  •  ist  und  die  Unbestimmten 
^t  +  i?  •  •  •  gleichfalls  nicht  enthält.  Es  kann  also  —  alles 
mod.  (P^'~^))  verstanden  —  q  nicht  durch  P^  teilbar  sein,  und 
es  können  demnach  q  und  P.  überhaupt  keinen  gemeinschaft- 
lichen Teiler  besitzen,  der  x.  enthält.  Es  ist  also,  wenn  man 
die  Resultante  von  q  und  P^  nach  x^  mit  (9^_i  bezeichnet: 

ö<_i  ="  i,_i«.  +  (i._x  J',  (mod.  (PC-'))) 

und  mod.  (P('~^))  von  Null  verschieden.  Man  kann  nun  jeden- 
falls nach  den  Voraussetzungen  eine  Form  a  bestimmen,  für  die 

«(?,_!  —  1   (mod.  (P('-i))) 

wird.     Mithin  wird 

al,_,Q^  1  -  a^,_,P,  (mod.  (PC-^))) 

oder,  was  dasselbe  bedeutet,  für  A  =  aA^._i: 

Xq^^I   (mod.  (P(')))  , 
und  also  auch 

XQh.-Ll   (mod.(P(*+i))). 
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Es  ist  aber 

(■^1.  -P^  +  i,  •  •  •;  Pu  Po)  ^  {9>  Pk  +  i>  •  •  -,  PuPo) 

ein  System,  das  mit  (P(*+i))  jedenfaUs  {F^,  F^,  .  .  .)  enthält. 
Dasselbe  ist  daher  für 

{^Qy  Pk  +  iy  •••;  PuPo)-i^>  Pk  +  l,  •••;  ^ly  Po)  -  ^ 
der  Fall,  d.  h.  es  ist,  wie  zu  beweisen  war, 

(F„F„...)^'l. 

Es  ist  noch  die  zweite  Hälfte  des  in  §  2  aufgestellten 
Satzes  (I)  zu  erschließen  und  demgemäß  zu  zeigen,  daß  (P^^)) 
im  Bereiche  [[1],  ir^,  .  .  .,  a:^,  a^^^i,  .  .  .,  x^']  ein  Primsystem  ist. 
Daß  es  kein  absolutes  Primsystem  ist,  folgt  unmittelbar 
ans  dem  Umstände,  daß  dann  auch  (P(^+i))  in  (P^*))  ent- 
halten ist. 

Werden  die  Formen  von  x^,  .  .  .,  x„^  als  Formen  von 
^k+i)  •  •  -7  ^m  ^i^  Koeffizienten  aus  [[1],  x^^  •  •  •?  ^J  aufgefaßt, 
so  kann  eine  solche  Form  nur  dann  eee  0  mod.  (P^^^)  sein, 
wenn  dies  für  jeden  Koeffizienten  der  Fall  ist. 

Wäre  nun  FG  :^r  0  (mod.  (P^^^))  und  trotzdem  weder 
F  noch  G  ^i  0  mod.  (P^^'^),  so  ließen  sich  diese  Formen  in  der 
Gestalt 

F  -2^  Ayk  +  i  -  '  •  X'rn  -] ^ 

Gi^:.  B.x'k+i.  .  .  A-] 

darstellen,  wo  die  ausgeschriebenen  Glieder  die  „höchsten"  sind, 
deren  Koeffizient  mod.  (/ W)  von  0  verschieden.  Dann  wäre 
aber  in  FG  das  höchste  Glied 

A^B.xh^i+'^^i  ■  ■  ■  <»+'».  +  ■  ■  ■ 

und  im  Gegensatze  zur  Annahme  Ä^Bf^  nicht  0  mod.  P^*^,  da 
dies  für  keine  der  beiden  dem  Bereiche  [[1],  x-^,  .  .  .,  x^  an- 
gehörenden Formen  A    und  P^  stattfindet. 
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§  4.  Es  seien  Ä^,  A^,  .  .  .j  A^  rationale  und  ganze  Formen 
von  x^,  .  .  .y  x^  und  {S)  irgend  ein  aus  ebensolchen  Formen 
bestellendes  Divisorensystem;  man  bezeichnet  dann  die  spezielle 
diophantische  Gleichung,  wo  A^  nicht  0  (mod.  {S))  ist, 

A,X-  +  A,X-^+  •  •  •  +  A  --  0  (mod.  {S)) 

als  „Kongruenz  n^^  Grades  mit  einer  Unbekannten". 

Auf  die  Theorie  der  Kongruenzen  höheren  Grades  gehn 
wir  hier  nicht  ein,  da  wir  von  ihr  nur  den  folgenden  ein- 
fachsten Satz  benutzen  werden: 

Ist  (S)  ein  Primsystem,  Aq  nicht  0  (mod.  (>S^)),  so 
kann  die  Kongruenz 

A,X-  +  ^,X"-i H h  ^„=  0  (mod.  (S)) 

nicht  mehr  als  n  mod.  {S)  verschiedene  Wurzeln  besitzen. 
Wären  nämlich  Xj,  .  .  .,  X„,  X^_^^  solche,  so  würde  aus 

A,X-  +  A,Xr'-\ VA^-^  (mod.  {S)) 

(i=l,-.  •,»+!) 

nach  den  Elementen  der  Determinantentheorie  auch 

A|X^-M  =  0  (mod.(S)) 

folgen,  wo  I  X/"~^  j  in  bekannter  Weise  das  Differenzenprodukt 
der  X^  bedeutet.  Da  aber  Aq  nicht  0  (mod.  {S))  ist,  müßten 
im  Gegensatze  zur  Annahme  zwei  Größen  der  Reihe  Xj, . . .,  X^^j^ 
kongruent  0  (mod.  {S))  sein. 

Man  hat  weiter  in  völliger  Analogie  mit  Kap.  II.  §  17 
den  folgenden  Satz: 

Es  seien  F^{z^,  z^y  .  .  .),  (^  =  1,  2,  .  .  .)  Formen,  deren 
Koeffizienten  rationale  und  ganze  Formen  von  a?^,  . . .,  x^ 
sind,  und  die  mod.  (P^^)),  wo  lv<^m,  von  0  verschieden 
sind;  man  kann  dann  beliebig  viele  gleichfalls  dem 
Bereiche  [[1],  x^,  .  .  .,  x^  und  auch  schon  dem  Bereiche 
[[1],  x^j  .  .  .,  Xj^^^  angehörige  Größen  a^,  «2;  •  •  ^^^  ^®^ 
Beschaffenheit  bestimmen,  daß  jedes  F.(a^,  a^,  .  .  ?) 
von  0,  mod.  (P^*^),  verschieden  ist. 
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Für  den  Fall  einer  Unbestimmten  z  sind  in  der  Reihe 
^'a  +  1?  ^?  +  2>  Ac^\y  '  '  '  tlurchweg  mod.  (P^^'^)  verschiedene  Größen 
enthalten,  von  denen,  wenn  n  den  Grad  von  F  {z)  in  z  be- 
deutet, höchstens  n  der  Kongruenz  F{z)zEl^  mod.  (P^*))  ge- 
nügen können.  Jede  andere  Große  der  angegebenen  Reihe 
genügt  also  gewiß  der  aufgestellten  Forderung.  Der  Über- 
gang von  F{z)  7M  F{z^,  z^,  .  .  )j  sowie  zu  einer  beliebigen 
Anzahl  solcher  Formen  geschieht  alsdann  genau  ebenso  wie 
an  der  angeführten  Stelle. 

Dabei  ist  aber  die  Bedingung  h  <^  m  eine  wesentliche, 
da  sonst  der  Bereich  [[1],  x^j  .  .  .,  x^  ein  vollständiges  Rest- 
system mod.  (P('^*)^  besitzt,  und  keine  unendliche  Reihe  in- 
kongruenter Größen  mod.  (P("*))  aufgestellt  werden  kann.  So 
ist  z.  B.  die  Form  x^  —  x  nicht  ':-£  0  (mod.  p)  und  doch  für 
jede  rationale  und  ganze  Zahl  a 

aß'  —  a  :=  0  (mod.  p)  . 

Dementsprechend  muß  auch  der  Satz  von  der  Trans- 
formation einer  Form  auf  die  reguläre  Gestalt  (Kap.  IL 
§  19),  wie  folgt,  modifiziert  werden: 

Es  seien  F^{z^,  z^,  .  .  .,  z^,  (i  =  1,  2,  .. .)  irgend  welche 
Formen  der  Unbestimmten  z^,  z,^^  .  .  .,  z^.  deren  Koeffi- 
zienten dem  Bereiche  [[1],  %,...,  ic^]  angehören;  dann 
kann  man  beliebig  viele  lineare  Transformationen 
angeben,  deren  Determinante  gleich  Eins  ist,  deren 
Koeffizienten  demselben  Bereiche  angehören  und 
deren  Anwendung  die  Formen  F^  in  mod.  (P^^^)  reguläre 
Formen  überführt,  wenn  wieder  Tv<im  ist. 

Dabei  ist  unter  einer  mod.  (P^^))  regulären  Form  wieder 
eine  solche  zu  verstehn,  in  welcher,  wenn  ihre  Dimension  n 
ist,  die  Koeffizienten  von  z^,  z^,  .  .  .  sämtlich  (mod.  P^^'))  von  0 
verschieden  sind. 

Ist,  ausführlich  geschrieben: 

Fi  =  ^4')^f  ^f  •  •  .  ^^S  (i  =  1 ,  .  .  .,  li) 
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so  wird  nach  Anwendung  der  folgenden  speziellen  linearen 
Transformation 

^1  =  2/i ;     ^j  =  ^^1  Vi  +  Vj ;       (i  =  2,  .  .  .,  r) 

deren  Determinante  gleich  Eins  ist,  wie  immer  wir  uns  auch 
die  Bestimmung  der  Uj^  vorbehalten,  F^  in 

übergehn,  wo  der  Koeffizient  von  y\  gleich 

wenn  die  Summation  über  alle  jene  Glieder  ausgedehnt  wird, 
für  die  ^1  +  pr^  -I \-  g^  =  n  ist. 

Wie  eben  bewiesen  wurde,  können  die  Größen  ^^2^,  •  •  v  'Vi 
allerdings  nicht  immer  als  rationale  und  ganze  Zahlen,  wohl 
aber  schon  als  Formen  des  Bereichs  [[1],  i^i?  •  •  •?  ^x^  +  i]  so 
gewählt  werden,  daß  der  Koeffizient  von  y^  von  0  mod.  (P^^)) 
verschieden  wird,  während  y^j  .. .  in  F^  dieselben  Koeffizienten 
besitzen,  wie  ^^,  ...  in  F^. 

Die  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  ergibt  endlich,  genau 
ebenso  wie  in  Kap.  IL  §  18,  lineare  Transformationen,  die  den 
oben  ausgesprochenen  Bedingungen  genügen,  und  nach  deren 
Anwendung  die  Formen  F. (2^,  ^2?  •  •  •)  in  solche  Formen 
^ii^if  hf  '  ' ')  übergehn,  die  mod.  (P^^))  in  Bezug  auf  alle 
Unbestimmte  z^^  027  •  ■  •  i'egulär  sind. 


Um  für  die  Theorie  der  Teilbarkeit  der  rationalen  und 
ganzen  Formen  auch  formal  eine  völlig  einheitliche  Darstellung 
zu  gewinnen,  wird  es  angezeigt  sein,  das  Symbol  (P(~^^) 
einzuführen,  unter  dem  man  auch  die  Null  verstehn  kann. 
Die  Aussage  F^  i::?.  F^  (mod.  (P(-  ^))  soll  dann  einfach  F^  =  F^ 
bedeuten. 

Die  „Theorie  der  rationalen  und  ganzen  Formen  mod.  (P(*))" 
enthält  dann  für  k  =  —  1  auch  die  früher  entwickelten  Sätze. 
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Divisoreusysteme  mod.  (PW). 

§  5.  In  Erweiterung  unsrer  früheren  Festsetzungen  er- 
halten wir  die  folgenden  Definitionen: 

I.  Das  Divisorensystem  (Jf^,  .  .  .,  ilfj  „enthält 
mod.  (P(^'))"  das  Divisorensystem  (N^^  .  .  .,  N^),  wenu  für 
jedes  Element  des  ersten  Divisorensystems  die  Kon- 
gruenz 

M,  -  0  (mod.  A\,  . .  ,  N^,  (PW)) 

besteht. 

IL  Zwei  Divisorensysteme  heißen  (im  engeren 
Sinne)  äquivalent  mod.  (P^^^),  wenn  jedes  von  ihnen 
das  andere  mod.  (P(*^)  enthält.    In  Zeichen  soll  dies  durch 

{M„  .  .  .,  Jf„)  ^  (JV,,  . .  .,  N^)  (mod.  (PW)) 

ausgedrückt  werden.  Es  genügen  übrigens  dazu  auch  schon 
die  bisherigen  Bezeichnungen,  denn  die  Äquivalenz 

{M„  . . .,  M„  (P«))  ~  {N„  . .  .,  N^,  (P«)) 

besagt,  wie  man  unmittelbar  sieht,  genau  dieselbe  Tatsache. 

Es  wird  auch  hier  die  soeben  definierte  engere  Äquivalenz 
von  der  weiteren  Äquivalenz,  die  durch  das  Zeichen  ~  an- 
gedeutet wird,  zu  unterscheiden  sein.     Es  ist 

(Jf„...,  J)f,)~(iV.,  ..,,JV;mod.(PW), 

wenn  jeder  gemeinschaftliche  Teiler  mod.  (P(*))  von  M^,  . . .,  M^ 
auch  ein  gemeinschaftlicher  Teiler  mod.  (P^^^)  von  N^y  .  .  .,  N^^ 
ist  und  umgekehrt. 

Für  einzelne  Größen  (eingliedrige  Divisorensysteme)  fallen 
die  beiden  Aussagen 

Mr^N  (mod.  (PW))    und   il^f~iV   (mod.  (PW)) 

wieder  zusammen. 

Man  wird  dann  ebenso  wie  in  Kap.  VII.  §  2  den  „größten 
gemeinschaftlichen  Inhalt  mod.  (PW)"  zweier  Divisoren- 
systeme definieren  und  auch  die  Divisorensysteme  (M^,  . . .,  M,) 
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und  (N^j  .  .  .,  N^)   „relativ   prim  mod.  (PW)"  nennen,   wenn 

(M,,  .  .  ,  M„  N„  ...,N^)^1  (mod.  (PW), 
oder  also 

{M„  . .  ,  M„  N„  .  .  ,  JV;,  (P«))  ^  1 
ist. 

Auch  die  Entwicklungen  in  Kap.  VII.  §  3  bleiben  Wort 
für  Wort  gültig,  wenn  man  statt  der  dort  angewandten  Äqui- 
valenz scblecbtweg  Äquivalenzen  mod.  (P^^^)  verstellt,  und  man 
hat  insbesondere  den  wichtigen  Satz: 

III.  Ist  in  dem  Divisorensystem  (iV^,  .  .  .,  N^)  nicht 
jedes  Element  E^  0  (mod.  (PW),  und 

(i=l,  ...,  /i;  i'=  1,  ...,  h'',j=  1,  ...,g), 

so   enthält  mod.  (P(*))   das  Divisorensystem  (. . .,  J/f,  . . .) 
das  System  (...,  M'.,  . . .)  und  (...,  M:f,  ...)  auch  (...,  Jf-,  ...j. 
Wenn   wir   nun   solche  Formen  betrachten,   deren  Koeffi- 
zienten dem  Bereiche 

[[1],  x„  .  .  .,  xj  (mod.  PW) 

angehören,  so  bleiben,  wie  schon  erwähnt,  die  auf  den 
Kroneck  er  sehen  Fundamentalsatz  bezüglichen  Entwicklungen 
in  §  5 — 8  des  dritten  Kapitels  unbedingt  gültig,  sobald  nur 
an  Stelle  des  Zeichens  „="  jetzt  die  Kongruenzbezeichnung 
mod.  (P(*))  gesetzt  wird;  es  ist  dabei  nur  zu  beachten,  daß 
wegen  der  so  festgelegten  Bedeutung  der  Unbestimmten 
^1)  '  '  -y  ^rn  s^^^*  ^®^  ^^^^  gebrauchten  Bezeichnung  die  Un- 
bestimmten der  Formen  jetzt  anders,  z.  B.  mit  'Sf^,  .  .  .,  ^^  be- 
zeichnet werden  müssen.  Ebenso  setzen  wir  Q^^ . .  .^  Q.^  . . .  für 
die  früher  gebrauchten  Buchstaben  ]\,  ...,  P-,  . . .,  die  jetzt  die 
Elemente  des  Divisorensystems  (P(*))  bedeuten.  Man  hat  dann 
in  Analogie  mit  dem  zu  Beginn  des  §  6  in  Kap.  III  aus- 
gesprochenen Satze  die  folgende  weitgehende  Verallgemei- 
nerung des  Kroneckerschen  Fundamentalsatzes: 

König,  algebraische  Größen.  27 
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IV.    Es  seien 
F,  =^Af4.  .../n  (jnod.  (PW))       (i  =1,2,...,  h) 

(9) 

mod.  (PW)  von  0  verscliiedene  Formen  der  Unbestimmten 
^ly  '  •  -y  ^ny  <leren  Koeffizienten  dem  pseudoholoiden  Bereiche 
[[1],  x^,  .  .  .,  x^  (mod.  {P^^yyj  angehören,  und  das  Produkt 
dieser  Formen 

F^F,...F,=  2C,  <'...<«   (mod.  (!>  W)) ; 
es  sei  femer 

n    Ml)    J(2)  Mh) 

Yi  —  ^h  ^h  '  '  '  ^h 
das   Produkt    von  h    solchen  Koeffizienten,    deren  jeder   einer 
anderen  Form  F^  entnommen  ist. 

Dann  gibt  es  eine  Reihe  von  Größen  H^,  .  .  .^  H^,  die 
mod.  (P^*))  von  0  verschiedene  rationale  und  ganze,  homogene 
Formen  der  Koeffizienten  Ä^^\  .  .  .,  Ä^''^  sind,  und  eine  weitere 
Reihe  von  Größen  Li^i,  die  rationale  und  ganze,  homogene 
und  lineare  Formen  der  Größen  C^  sind,  so  daß 

H,Q,=:^mH„    (mod.(P«)),       {s  =  l,...,v)       (K) 

wird. 

Da  der  Bereich  [[1],  a^i,  .  .  .,  a?J  (mod.  (PW))  ein  voll- 
ständiger pseudoholoider  Bereich  ist,  sind  auch  die  weiteren 
Schlüsse  in  Kap.  III.  §  8  anwendbar,  und  man  hat 

((?„  .  .  .,  (2„  .  .  .)  ~  (Q,  ...,C„..  .)   (mod.  (PW))  , 

d.  h.  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  mod.  (P(^^) 
der  Formenreihen  {Q^,  .  .  .,  Q^^  .  .  .)  und  (O^,  .  .  .,  C^,  .  .  .) 
ist  derselbe. 

Der  Kronecker  sehe  Fundamentalsatz  ist  aber  noch  in 
anderer  Richtung  zu  erweitern,  wenn  man  nämlich  versucht, 
in  der  Fragestellung,  wie  dies  nach  der  Einführung  der 
Divisorensysteme  von  selbst  geboten  erscheint,  von  der  wei- 
teren Äquivalenz  der  Divisorensysteme  {Q^,  .  .  .,  Q^,  .  .  .)  und 
((7^,  .  .  .,  (7^,  .  .  .)  zu  ihrer  engeren  Äquivalenz  aufzusteigen. 
Eine  solche  findet  allerdings  nicht  statt,  denn  (0^,  . . .,  C^,  . . .) 
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enthält  zwar  das  Divisorensystem  (Qi,  .  -  .,  Qf,  •  .  .)]  umgekelirt 
hat  man  aber  nur  den  folgenden  trotz  seiner  Beschränkung 
grimdlegenden  Satz: 

y.  Es  gibt  eine  positive  ganze  Zahl  v  von  der 
Beschaffenheit,  daß 

mod.  (P^*))    das  Divisorensystem  (Cj, .  .  .,  C^,  . .  .)  enthält. 

Der  Satz  ergibt  sich  unmittelbar  aus  den  Kongruenzen 
(K),  wenn  man  den  in  diesem  ParagTaphen  angeführten  Satz 
(III)  benutzt. 

Nach  der  Bedeutung  der  Formen  Lf^  enthält  mod.  (PW) 
das  Divisorensystem  {.  .  .,  H^Q.,  .  .  .)  das  Divisorensystem 
{.  .  .  y  H^C  y  .  .  .) ,  und  auch  (.  .  . ,  J3"^  0^ ,  .  .  .)  das  System 
(.  .  . y  H^Qi,  ,  .  .).  Beides  sind  aber  komponierte  Systeme,  und 
man  hat,  wenn  wir  sie  als  Produkt  ihrer  Kompositionsfaktoren 
schreiben, 

(..., ff., ...)(...,  «o •■•)-(•••- Ä., . . .)  (. . „ C;, . . .)  (mod. (P«)) . 

Hieraus  ergibt  sich  aber  nach  (III)  unmittelbar  der  aus- 
gesprochene Satz. 

Theorie  der  Resolveuteuformeu  mod.  (P^^)). 

§  6.  Um  die  in  Kap.  III.  §  18  entwickelte  Theorie  der 
Resolventenform  eines  Formensystems  F^j  i\,  .  ,  .,  F^^  genau 
und  ohne  jede  Änderung  auf  die  Formen  des  Bereichs 

[[1],  x„  .  .  .,  xj  (mod.  (P«)) 
anwenden  zu  können,  werden  wir  die  Formen  F  als  Formen 
der  Unbestimmten  ^r^  +  g?  •  •  •?  ^m  ansehn,  deren  Koeffizienten 
dem  Bereiche  [[1],  rJ?i,  .  .  .,  x,^,  ^k  +  ü  y^od.  (P(*)))  angehören. 
Da  dieser  Bereich  noch  unendlich  viele  nicht  kongruente 
Formen  enthält,  wird  es  immer  beliebig  viele  lineare  Trans- 
formationen geben,  deren  Determinante  z_£  1,  und  deren  Koeffi- 
zienten dem  pseudoholoiden  Bereiche  [[Ij,  Xj^,  . . .,  ic^,  Xf^^^] 
angehören,  für  welche  beliebig  viele  Formen  F  zugleich  regulär 
in  Bezug  auf  oCj^^^f  -  '  'y  ^w  werden. 

27* 
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Die  Analogie  mit  dem  an  der  angeführten  Stelle  allein 
behandelten  Falle  A;  =  —  1  ist  dann  eine  vollständige ,  wenn 
man  nur  berücksichtigt,  daß  an  Stelle  der  rationalen  ganzen 
Zahlen  jetzt  die  Formen  des  Bereichs 

\a],x„  .,.,x„x,^,]  (mod.  (PW)) 
treten 

Dabei  wird  der  Fall,  daß  die  Formen  F  die  Unbestimmten 
Xf^_^_2,  .  .  .,  ^„i  überhaupt  nicht  enthalten,  als  besonders  einfach, 
zuerst  zu  behandeln  sein.    Die  Formen  mögen  in  diesem  Falle 

fj{x„  ..,,x,,x,^,)  (mod.  (PW)) 

bezeichnet  werden. 

Ist  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  von 

t\,...,f,  (mod.(P«)) 
z.  B.  ^  d,  also 

/•,  =  («/;  (mod.(P»)) 
und 

(/l',---,/*')--!  Hd.(P«)), 
so  ist 

„die  Resolventenform    von  /i,  •  .  .,  /"^  (mod.  (PW)^". 

Dabei  mag  sogleich  bemerkt  werden,  daß  die  Frage 
nach  der  Lösbarkeit  der  Kongruenz 

2f,X,~\    (mod.(P«)), 

sowie  die  Bestimmung  einer  Lösung  davon,  wenn  sie 
überhaupt  lösbar  ist,  schon  hier  erledigt  werden  kann. 
(Für  li  =  —  1  hat  man  es  also  mit  einer  Gleichung  zu  tun, 
in  der  die  Koeffizienten  sämtlicher  Unbekannten  rationale  und 
ganze  Zahlen  sind.) 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  der 
Lösbarkeit  jener  Gleichung  ist 

(A,  ...,/;)'- 1   (mod.(P«)), 
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WO;  da  das  weitere  Äquivalenzzeichen  ^^  1  angewandt  wird^ 
(fi)"'}fh)  ^®^  größten  gemeinscliaftlichen  Teiler  Yonf\,...jf\ 
bedeutet. 

Wir  erkennen  diese  Bedingung  unmittelbar  als  notwendig, 
da    mit  t\j  -  -  -i  ^h  ^-ucli  -^fjXj  =  1   durch  jenen  größten  ge- 
meinschaftlichen Teiler   (mod.  (P(*))j  teilbar  sein  muß.    Dieser 
ist  daher  ein  Teiler  der  Einheit  mod.  (P^*^)  und  demnach 
-  1  (mod.  PW). 

Daß  diese  Bedingung  auch  hinreichend  ist,  erkennen  wir, 
indem  wir  in  diesem  Falle  durch  die  folgende  Reduktions- 
methode eine  Lösung  wirklich  angeben. 

Wenn  einer  der  Koeffizienten,  z.  B.  f\,  die  Unbestimmte 
x^_^_^  überhaupt  nicht  enthält,  so  gibt  es,  da  wir  ja  nur 
mod.  (P(^))  von  Null  verschiedene  Koeffizienten  annehmen 
können,  eine  zweite  leicht  zu  bestimmende  Form  g(x^,  ...,x^y 
die  wieder  mod.  (P^*))  von  Null  verschieden  ist  und  f^g  ^"i  1 
ergibt.  Die  Kongruenz  geht  aber  durch  Multiplikation  mit  g 
in  die  gleichwertige  Gestalt 

Xi+i'/'.i/X,-^  (mod.(P(*))) 

über,  deren  allgemeine  Lösung 

h 
X^^g—  ^fjgtj,  Xj  =  tj,  (j  =  2,  . . .,  Ä) 

ist,  wo  ^2>  •  •  •?  ^A  beliebige  Formen  bedeuten. 

(Im  Falle  k  =  —  1,  wo  die  Koeffizienten  überhaupt  keine 
Unbestimmten  enthalten,  entspricht  diesem  Ausnahmefalle  die 
„gelöste"  Form  der  Kongruenz,  wo  ein  Koeffizient  schon 
gleich  Eins  ist.) 

Enthalten  alle  Koeffizienten  die  Unbestimmte  ^^;t+i;  ^^ 
wir  wieder  zuerst  den  Fall  k  =  —  1  ausschließen,  so  wird  der 
Grad  eines  /)  z.  B.  /'j,  in  a^^^^  nicht  größer  sein,  als  der  irgend 
eines  andern  fj.     Setzt  man  dann 

f,^f,q.  +  r,  (moa.(PW)), 
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wo  q^  und  r^  der  Quotient  und  Rest  sind,  die  bei  dem  ge- 
wöhnlichen Divisionsverfahren  auftreten,  so  werden,  da  die 
Division  mod.  (P^^^)  ausgeführt  wird,  q^  und  r^  wieder  rationale 
und  ganze  Formen  sein,  dabei  aber  ist  der  Grad  von  r- 
mindestens  um  Eins  niedriger  als  der  von  f^,  oder  aber 

r^  =  0  (mod.  (P^^)))  . 

Die  Kongruenz  kann  dann  in  der  Gestalt 

f,  (X,  +  g,X,  +  .  .  .  +  q,X,)  +2r,X,  =  1   (mod.  (P«)) 
geschrieben  werden  und  ist  demnach  mit  der  Kongruenz 

/;i;+ir,x,  =  i  (mod.(pw)) 

zugleich  gelöst.  Für  diese  ist  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  der  Koeffizienten  wieder 

und  also,  da  der  Annahme  nach  f^  nicht  i^  1  ist,  ein  r 
gewiß  von  0  verschieden.  War  der  Grad  von  f^  in  Xj^_^^  gleich 
fij  so  gelangt  man  demnach  bei  Anwendung  dieser  Reduktions- 
methode nach  höchstens  n  Schritten  zu  einer  Kongruenz,  in 
der  ein  Koeffizient  von  Xj^j^^  unabhängig  ist,  deren  Lösung 
mithin  unmittelbar  hingeschrieben  werden  kann. 

(Für  den  elementaren  Ausnahmefall  lc=  —  1  sind  die 
Koeffizienten  rationale  und  ganze  Zahlen,  die  durch  das  an- 
gegebene Verfahren  nicht  dem  Grade,  sondern  der  absoluten 
Größe  nach  reduziert  werden.  War  der  kleinste  Koeffizient  — 
vom  Vorzeichen  abgesehn  —  w,  so  gelangt  man  nach  höchstens 
n  Schritten  zu  einer  Gleichung,  in  welcher  ein  Koeffizient 
4-  1  ist,  deren  Lösung  also  wieder  unmittelbar  hingeschrieben 
werden  kann.) 

§  7.  Für  die  allgemeine  Aufstellung  der  Resolventen- 
form  mod.  (P^^^)  des  Formensystems  P^,  .  .  .,  JP,^  sind  nun 
die    Entwicklungen    in    Kap.  IIL  §  18    zu    wiederholen.      Sie 


I 
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gelten  Wort  für  Wort,  wenn  man  nur  an  Stelle  der  ,,rationalen 
und  ganzen  Zahlen"  überall  „rationale  und  ganze  Formen  von 
^17  •  •  -y  ^k  +  i  (löod.  (P^^"^)r,  und  ebenso  in  der  Kongruenz- 
beziehung an  Stelle  des  Modulsystems  (F^^  F^,  .  .  .)  nun 
IF^,  F^j  .  .  .,  Fj^j  (P(^)))  setzt.  Die  Reihe  der  Unbestimmten 
endlich  ist  jetzt  nicht  x^,  .  .  .,  x^,  sondern  Xj^_^^y  .  .  .,  x^. 

Man  gelangt  somit  zur  Resolventenform  mod.  (P^*)) 
des  Formensystems  F^,  .  .  .,  F^: 

D^)  .  .  .  m)  2  0,w,^,  -  0   (mod.  i^,,  .  .  .,  F,,  (P(*)))  ,      (R) 

wo  D(^),  C^^  dem  Bereiche  [[1],  x^,  .  ,  . ,  x^_^^\  (mod.  (PW)) 
angehören,  r  ^m  —  h  —  1  ist,  und  allgemein  Z)(*)  eine  diesem 
Bereiche  entstammende  Form  von  ^^  +  ^  +  2 ;  •  •  •  ?  ^m  ^s^- 
D  (oder  JD^^^)  ist  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  mod.  (P^*)) 
von  p;,  .  .  .,  p;. 

Dabei  können  die  Formen  D  durchweg  als  regulär  in 
Bezug  auf  %  +  2;  •  •  •;  ^m  angenommen  werden,  da  dies  durch 
eine  bekannte  lineare  Transformation  mit  dem  Bereiche 
[[1],  x^,  .  .  .,  ^;fc  +  i]  (mod.  (PW))  angehörigen  Koeffizienten,  die 
auf  das  Formensystem  F^^  .  .  .j  Fj^  anzuwenden  ist,  immer  er- 
reicht werden  kann.  Die  Kongruenz  (R)  bleibt  übrigens  auch 
dann  gültig,  wenn  wir  diese  lineare  Transformation  nicht  an- 
wenden, nur  werden  dann  die  D  nicht  immer  regulär  sein. 

Die  Größen  6'^     gehören  dem  Bereiche 

[[\],  x„  . .  .,  x„  x,^,'\  (mod.  (P«)) 
an;  sei  ihr  größter  gemeinschaftlicher  Teiler  mod.  (PW): 

(...,C,^,...)~  J('+"    (mod.  (PW)), 
SO  kann  man,  wie  bewiesen,  die  Größen  w^    der  Bedingung 

K 
^C^w^^^B^^^-")    (mod.  (PW)) 
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gemäß  bestimmen  und  erhält  damit  die  für  den  vorliegen- 
den Fall  vereinfachte  Resolventenform: 

DZX^) .  .  .  i)WD(-  +  i)  EE  0    (mod.  F,,...,  F,,  (PW))  .      (R,) 

Der  so  hergestellte  Ausdruck  liefert  die  Grundlage  für 
die  Untersuchung  derjenigen  P- Systeme,  die  in  (F^,  ..,,  i^^,  (P(*))) 
oder,  was  dasselbe  ist,  in  (P\,  .  .  .,  P\)  und  (PW)  enthalten 
sind.  Ohne  diese  Theorie  in  voller  Allgemeinheit  zu  ver- 
folgen, sollen  hier  nur  die  für  unsre  Zwecke  notwendigen 
Sätze  abgeleitet  werden. 

Jedes  in  P^*)  enthaltene  P- System  kann  so  geschrieben 
werden,  daß  seine  letzten  h  -{-  1  Elemente  mit  den  Elementen 
von  (P(^^)  geradezu  übereinstimmen. 

Die  vereinfachte  Resolventenform  ist  nun  entweder  o^  1 
(mod.  (P^*^)) ,  oder  sie  kann  in  ihre  mod.  (PW)  irreduzibeln 
Faktoren  zerlegt  werden,  und  es  sei  dann: 

DD(i) . . .  DWD(''+i)  <2=iE^  .  .  .  E^»    (mod.  (PW))  . 

Jedes  der  gesuchten  P- Systeme  muß  als  Primsystem  in 
einer  der  Formen  E  enthalten  sein.  Wir  betrachten  nun 
erstens  den  Fall,  wo  irgend  einer  der  Faktoren  E  eine 
wirkliche  Form  der  Unbestimmten  Xf^^2>  •  •  -y  ^m  ^^  Koeffi- 
zienten  aus  [[1],  ^1,  .  .  .,  ^A+i]    (mod.  (P^*^))  ist. 

Es  zeigt  sich  dann  zuerst,  daß  in 

E{x,^,,  ...,xj 

für  rr^.+2,  '  '  'fX^  solche  Größen  l^^g?  •  •  •;  5«  des  Bereichs 
[[1],  Xiy  .  .  .y  XJ:_^_J]  (mod.  (P^*^))    gesetzt    werden    können,. 

^(|,^„  .  .  .,  U  -  0  mod.  (;r,^„  (P^)) 

wird,  wo  ;r;t+i  eine  irreduzible  Form  des  angegebenen 
Bereichs  ist,  die  von  den  irgendwie  gegebenen  irredu- 
zibeln Formen  7t\  %" ,  .  .  .,  ;r(*)  desselben  Bereichs  ver- 
schieden ist. 
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Wenn  a  das  von  den  Unbestimmten  x^^^^  .  .  .y  x^  unab- 
hängige Glied*)  der  Form  E  ist,  setzen  wir 

x^^,  =  an  ■  '  •  7i^'^Sk-\-r  •  '  • ;         (r  =  2,  •  •  •,  m  —  ]c)  ^ 

Dann  ist 

mod.  (PW)   bei  keinem  Werte  von  ^k+iy  •  -  •?  ^m  durch  irgend 

ein   7c^'^  teilbar;   denn  dieser  Ausdruck  ist,   wie  unmittelbar  zu 

sehen,  ,  v 

~  1   (mod.  .T«    (P(*)))  . 

Man  kann  aber  nach  §  4  dieses  Kapitels  die  Größen  ^ 
aus  dem  Bereiche  [[Ij^ic^,  .-v^/fc+il  (niod.  {P^^^jj  so  bestimmen, 
daß  keine  der  Formen 

^  E{a7t'  •  •  .  :r(*)^,^2,  •■■,a7t'---  ;rW^J  —  C^ 

mod.  (P^*))  verschwindet,  wo  Cj  irgend  ein  Element  des  voll- 
ständigen Restsystems  der  Formen  [[1],  a^^,  . , .,  icj   (mod.  (P^*))) 

bedeutet.    In  diesem  Falle  wird  also  —  E{a7c' .  .  .  ^^*^^;fc+27  •  •  •) 

eine  wirkliche  Form  der  Unbestimmten  a;^.^i,  .  .  .,  x^^y  mithin 
auch  durch  eine  irreduzible  Form  7t^^^  teilbar,  die  von  %y  . . .,  jr^*^ 
verschieden  sein  muß.  Dasselbe  wird,  wie  behauptet,  für  E 
der  Fall  sein. 

Es  sei  nun  E  in  dem  Faktor  D^^  der  Resolventenform 
enthalten,  also  eine  Form  von  ^^+^+2;  •  •  •;  ^m5  ^i^  Reihe 
%  y  .  .  .y  ;rW  umfasse  alle  irreduzibeln  Formen,  die  in  den  Koeffi- 
zienten der  höchsten  Glieder  der  Formen  P"!^^  (nach  der  Be- 
zeichnung in  Kap.  III.  §  18)  vorkommen.  Dann  wird  nach 
dem  eben  hergeleiteten  Satze: 

£  =  0   (mod.  x,^,^^  -  |,^,^„  ■■■,x^-  |„,  :i,^„  (PW))  . 

*)  Der  Fall  a  =  0  kann  durch  eine  einfache  Transformation  immer 
vermieden  werden. 
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Das  hierin  stehende  Modulsystem  ist  ein  P- System,  in  dem, 
wenn  2*  >  0,  die  Unbestimmten  %^.2?  •  •  •;  ^/t+i  +  i  noch  nicht 
zur  Verwendung  kommen. 

Ist  *  =  0,  also  E  ein  Teiler  von  D,  d.  h.  auch  ein  Teiler 
aller  F^  so  gibt  es  demnach  unendlich  viele  P- Systeme  (P("*)), 
die  in  allen  F  enthalten  sind. 

Ist  i  >  0,  F  ein  Teiler  von  D^'\  imd  also  (wieder  in 
den  Bezeichnungen  des  Kap.  III.  §  18)  D^^  der  größte  ge- 
meinschaftliche Teiler  mod.  (P^^))  von  Fj:^,  F^\  .  .  .,  so  sind 
auch  diese  Formen 

-r.  0  (mod.  rc,^  .^^  —  5,+, +2,  . .  .,  x^  —  |,,,  Jt^^^,  (PW)) . 

Es  haben  demnach  die  Formen  jP(*-^)  einen  größten  gemein- 
schaftlichen Teiler  nach  jenem  Modulsysteme,  der  eine  neue 
Unbestimmte  ü?jt+f  +  i  und  nur  eine  solche  enthält.  Wählt  man 
irgend  einen  irreduzibeln  Teiler  von  ihnen,  z.  B.  Fj^_^^^^,  so 
wird  auch  für  jedes  p'^'— i) 

J-C-' )  -~  0   (mod.  P,^,^„  x,^,^,  -  %,^,^„  .  .  ,  x,^„  (P(*)))  . 

Da  man  in  dieser  Weise  bis  zu  den  Formen  F  zurück- 
schließen kann,  gelangt  man  zu  dem  wichtigen  Resultate, 
daß  das  Formensystem 

{F„  . . .,  F„  (P«)) 

unendlich  viele  P-Systeme  m  -\-  1^^  Stufe  enthält,  so- 
bald in  der  Resolventenform  auch  nur  eine  der  Un- 
bestimmten %  +  27  •  •  •;  ^m  wirklich  vorkömmt. 

Ist  zweitens  die  Resolventenform,  also  auch  jeder  Faktor 
E  eine  Form  der  einzigen  Unbestimmten  Xf^_^_ij  selbstverständ- 
lich mit  Koeffizienten  aus  [[l],;^!,  .  .  .,  rrj  (mod.  (P^^^)) ,  so  ist 

E  -  xl^_^l  -I (mod.  (PW)) 

und  kann  geradezu  als  Pj,^i  geschrieben  werden.  Setzt  man 
daher  ,  ^ 

(p(*+'))^(p,,„(p(*))), 


I 
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so  müssen  die  gesuchten  P- Systeme  in  einem  der  so  be- 
stimmten Systeme 

(F„  . ,  .,  F„  (P(*+'))) 

enthalten  sein ,  und  es  ist  umgekehrt  jedes  in  diesem 
Systeme  enthaltene  P- System  auch  in  (F^,  .  .  .,  F^^,  (P<*))) 
enthalten.  Damit  ist  aber  eine  Reduktion  des  Problems  ge- 
geben, und  man  erhält  die  in  (F^,  .  .  .,  P',,,  (-P^^^))  enthaltenen 
P- Systeme  m  -\-  1*"  Stufe,  nach  höchstens  m  —  äj- maliger 
Wiederholung  dieses  Verfahrens,  als  die  in  einer  endlichen 
Reihe  von  Systemen  der  Gestalt 

{F„  . . .,  F„  (Fi'»))) 

enthaltenen  P-  Systeme,  falls  nicht  bei  den  reduzierten  Systemen 
irgendwo  der  erste  Fall  eintritt,  mithin  eine  unendliche  Anzahl 
von  P- Systemen  m  +  1*^^  Stufe  vorhanden  ist,  die  der  ge- 
stellten Bedingung  genügen. 

Ist  dies  niemals  der  Fall  gewesen,  so  wird  endlich  jedes 
F  als  Form  von  x^y  .  .  .y  x^  entweder  ^  0  (mod.  (P("*))\ , 
oder  ~  1  /mod.  (P("*))J .  Ist  auch  nur  für  ein  F  das  letztere 
der  Fall,  so  wird 

und  man  erhält  schließlich  die  in  /Pi,  .  .  .,  P;^,  (P^*^)]  enthal- 
tenen P- Systeme  m  -\-  l*®'^  Stufe  in  der  endlichen  Reihe  jener 
(P("»)),  für  die 

P,-0  (mod.P(-)),  0'=1,  ...,  Ä) 

ist, 

Ist  endlich  für  jedes  (P("*)) 

(P„...,P„(P(-))):^1, 

so  wird,  da  die  Resolventenformen  von  Pj, .  .  .,  P^^  nach  irgend 
einem  (P("»-i))  einem  Potenzenprodukte  gewisser  p("*)' äqui- 
valent ist,  auch  für  jedes  in  Frage  kommende  (P("*~^)): 

(J'.,...,^,,  (PC»- •)))-!, 

und  indem  man  so  zurückschließt,  endlich  auch 

{F„...,F„iP''>))-i- 
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§  8.  Die  Theorie  der  Resolventenform  mod.  (P^^))  führt 
auch  schon  auf  Grundlage  der  hier  ausgeführten  einfachsten 
Sätze  zu  wichtigen  Schlußfolgerungen.  So  erhalten  wir  aus 
dem  Vorstehenden  unmittelbar  einen  Beweis  für  den  schon  in 
§  2  angeführten  Satz,  daß  die  P-Systeme  m  +  V^""  Stufe 
die  Gesamtheit  der  im  Bereiche  der  rationalen  und 
ganzen  Formen  von  m  Unbestimmten  vorhandenen 
absoluten  Primsysteme  und  nur  diese  ergeben. 

Soll  nämlich  (F^j  .  .  .,  jPJ  ein  absolutes  Primsystem  (und 
demnach  auch  nicht  i:^!)  sein,  so  erhält  man  nach  den  aus- 
geführten Entwicklungen  immer  ein  System  (P("*)),  das  in 
{F^y  ...,  Ff^  enthalten  ist.  Es  muß  also,  wenn  dieses 
System  ein  absolutes  Primsystem  sein  soll,  in  der  Tat 

{F„  . . .,  F,)  ~  (PW) 
sein. 

Ferner  ergibt  sich  aus  den  dargelegten  Sätzen  unmittelbar 
die  Lösung  des  zweiten  Fundamentalproblems  in  der  arith- 
metischen Theorie  der  linearen  diophantischen  Gleichungen. 
Als  solches  wurde  in  §  1.  des  Kap.  VII.  das  folgende 
formuliert: 

Entscheidung  der  Lösbarkeit  für  eine  lineare 
diophantische  Gleichung  der  Gestalt: 

^F,X,=  l  (1) 

und  Bestimmung  einer  Lösung,  wenn  eine  solche 
vorhanden  ist. 

Wir  schreiben  die  zu  untersuchende  Gleichung  nur  formell 
allgemeiner: 

Jj;X<=l    (mod.  (P«))  ,  (2) 

eine  Kongruenz,  die  für  k  =  —  1  in  die  oben  angeführte 
Gleichung  übergeht.  Wenn  diese  Kongruenz  eine  Lösung 
besitzt,  so  ist 

iF„...,F,)^l    (mod.(P«)), 

eine  Äquivalenz,  die  unmittelbar  als  notwendige  und  hinreichende 
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BediBgung  für  die  Lösbarkeit  jener  Kongruenz  anzusehn  ist. 
Dann  muß  vor  allem  die  Resolventenform  mod.  (PW)  von 
F^j  .  .  .,  Ff^  eine  Form  von  Xj^^^  allein  sein  mit  Koeffizienten 
aus  [[1],  x-j^,  ,  .  .,  x^  (mod.  (P^^'^))  .  Enthält  diese  auch  x^_^^ 
nicht,  so  ist  sie  :^  1  mod.  (PW)  und  wird  nach  Multiplikation 
mit  einer  unmittelbar  zu  bestimmenden  Größe  e^  1  (mod.  (P^*^))  • 
Die  Berechnung  der  Resolventenform  nach  dem  angegebenen 
Verfahren  ergibt  aber  für  diese  auch  eine  Darstellung  als 
lineare  Form  der  F  mit  bekannten  Koeffizienten  und  dem- 
nach schließlich  die  identische  Kongruenz 

ZF,k,=  l    (mod.  PW), 

d.  h.  eine  Lösung  von  (2), 

Enthält    die  Resolventenform    die  Unbestimmte  Xf,^^,    so 
ist  sie 

,~prv,. •.•?:;,.  (mod.(p«)), 

wo  jedes  P^^.!,^  von  der  Gestalt  x^,^  +  *  *  •  ist.  Es  ist  dann 
aber  auch 

(F.,  ...,F„  P;;,,,  ...  P:'^,_,)  ~(F,,  ...,i^,)^l    (mod.(P«))  . 

Dann  muß  auch 

{I\,...,F„P,^,^;)^\   (mod.(P»)) 

sein,  da  ein  in  diesem  enthaltenes  absolutes  'Primsystem  auch 
in  (jF\,  .  .  .,  Ff)  enthalten  ist.  Diese  Äquivalenz  läßt  sich 
in  der  Gestalt 

(F„  .  .  .,  F,)  ~  1    (mod.P,^,_,,(P«)) 

schreiben  und  ergibt  eine  Reduktion  des  Problems  (2)  auf 
"das  Problem  der  Kongruenz 

2F,X,  =  1   (mod.  P,(^+"  )  0-  =  1,  .  . .,  s) ,         (3) 

wenn  wir  für  das  als  Modulsystem  verwendete  P- System  dieses 
kürzere  Symbol  benützen.     Unter  der  Voraussetzung,   daß  die 
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Theorie  dieser  Kongruenz  vollständig  erledigt  ist,  ist  auch 
das  ursprüngliche  Problem  gelöst.  Denn  (2)  hat^  wie  soeben 
gezeigt  wurde,  nur  dann  eine  Lösung,  wenn  dies  für  die  Kon- 
gruenzen (3)  der  Fall  ist;  andrerseits  läßt  sich  aber,  wenn 
jene  Lösung  jeder  einzelnen  Kongruenz  (3)  bekannt  ist,  eine 
Lösung  von  (2)  direkt  angeben. 

Die  Lösungen  von  (3)  seien  durch  die  folgenden  iden- 
tischen Kongruenzen  charakterisiert: 

^F,tc,,  =  1    (mod.  P,^,,  „  (PW))  ;      ir=l,...,s} 

man  kann  diese  dann  auch  in  der  Gestalt 

^J,ß,,  +  P,^,,^v,  =  1    (mod.  (PW))      (r  =  1,  .  .  .,  s) 

h 

schreiben,  da  für  gegebene  ^  eine  Darstellung  von  ^ F.^.^ —  1, 

als  homogene  lineare  Form  der  Elemente  von  /<P(*+i)^  durch 
das  gewöhnliche  Divisionsverfahren  gegeben  wird. 

Wenn  man  diese  identische  Kongruenz  zur  a/®^  Potenz 
erhebt  und  passend  ordnet,  erhält  man  hieraus  wieder  eine 
identische  Relation  der  Gestalt 

Ji^.ft,  +  P:i,^y/  =  1    (mod.  (P(*)))      (,•  =  1,  .  .  .,  .) 

und,  wenn  man  diese  Reihe  identischer  Kongruenzen  mitein- 
ander multipliziert  und  wieder  passend  ordnet,  auch: 

ij^ft"  +  p:i,,..p:u,,v= 1  (mod.  (p«)) . 

Aus    der    Darstellung    der    Resolventenform    ergibt    sich 

aber  die  weitere  identische  Relation 

h 

'  '  1  =  1  >•  / 

und  demnach  endlich  die  gesuchte  Lösung  in  der  identischen 
Kongruenz : 

^F,(},,'+x;v):      1    (mod.(P(*))). 
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Damit  ist  aber  die  als  „zweites  Fundamentalproblem^'  be- 
zeichnete Aufgabe  in  einer  endlicben  Anzahl  von  Schritten 
vollständig  erledigt,  da  sie  schließlich  auf  die  Bestimmung 
einer  Lösung  von  Kongruenzen  der  Gestalt 

h 

^F.X,  --  1    (mod.  (P(— 1))) 

zurückgeführt  wird;  für  diese  Kongruenz  haben  wir  aber  nicht 
nur  eine,  sondern  auch  die  allgemeine  Lösung  in  §  7  gefunden. 
Für  unsre  Zwecke   genügt  übrigens   die  Bemerkung,   daß 
der    gi'ößte   gemeinschaftliche   Teiler   von  F^y  .  .  .,  Fj^  in   ganz 
elementarer  Weise    (nach    dem   Euklidischen   Verfahren)    be- 
stimmt werden  kann,  und,  wenn  dieser  sich  ^^  1  (mod.  (P("*~^))) 
ergibt,  dasselbe  Verfahren  auch  eine  Relation 
h 
^F,X,=  1   (mod.  P(— 1>) 

ergibt. 

Gattuugsbereiche  mod.  (PW). 

§  9.  Ist  F(XijXi_ij  . ,  .y  x^)  eine  rationale  und  ganze 
Form,  die  x^  wirklich  enthält,  und  ?  >  /t^,  so  gibt  die  Kongruenz 

Fix,,  x,_„  .  .  .,  X,)  ==  0   (mod.  (P«)) 

wörtlich  zu  denselben  Betrachtungen  Anlaß,  die  für  den  Fall 
k  =  —  1  in  Kap.  IV  durchgeführt  wurden. 

Ist  insbesondere  F{Xi,  x^_^y  .  .  .)  irreduzibel  mod.  (PW) 
und  vom  Grade  n  in  a?;,  so  gelangt  man  genau  so,  wie  in 
Kap-  IV.  §  6,  in  dieser  Weise  zu  dem  pseudoorthoiden  Bereiche 

H  (mod.(P(*))), 

wo  Gqj  .  .  .j  G^_^,  H  rationale  und  ganze  Formen  von  ^j,  .  .  .,. 
^,_i  „mod.  (PW)"  sind  und  E  nicht  =  0  (mod.  (PW))  .  Zwei 
Größen  dieses  Bereichs 

. ^ und —^, 
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sind  dann  und  nur  dann  „gleicf ,  d.  h.  kongruent  mod.  (P^*^), 
wenn 

H'  G,  -iz  hg;   (mod.  (PW))     {i  =  0,l,...,n~\) 

ist.  Die  Addition  und  Multiplikation  dieser  Größen  geschieht 
nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Algebra^  wenn  man  noch 
die  Anweisung  hinzufügt^  daß  die  n*®  und  höhere  Potenzen 
von  a  mittels  der  identischen  Relation 

F{a,x,_„...,x,)  =  0   (mod.  (PW)) 

aus  dem  Resultate  zu  entfernen  sind.  Diese  Anweisung 
besagt^  daß  in  dem  neuen  Bereiche  a  Wurzel  der  Kongruenz 
F=0  ist. 

Der  neue  Bereich  soll  kurz  als  ,,durch  Adjunktion  einer 
Wurzel  der  Kongruenz  jP  ee  0  (mod.  (PW))  aus  (l  —  1) 
(mod.  (P(*))j   entstanden"  charakterisiert  und  mit 

((/  —  1),  «)    (mod.  (PW)) 

bezeichnet  werden,  wo  wir  für  den  orthoiden  Bereich 

die  abgekürzte  Bezeichnung  (l  —  1)  eingeführt  haben ;  die  Größen 
des  Bereichs  sind  „mod.  (P^*))  zu  betrachtende  (absolute)  al- 
gebraische Größen". 

Der  Bereich  ((?  —  1),  a)  (mod.  (PW)^  ist  in  dem  in 
Kap.  lY.  §  7  erörterten  Sinne  der  „kleinste"  pseudoorthoide 
Bereich,  in  dem  die  Kongruenz  F{z)  "E^  0  (mod.  (P^*^))  eine 
Wurzel  besitzt. 

In  vollkommener  Analogie  mit  den  Entwicklungen  in 
Kap.  IV.  §  10  können  wir  auch  den  „Galois sehen  Bereich 
mod.  PW"  konstruieren,  in  dem  die  Kongruenz  F{z)^0 
genau  ebensoviel  Wurzeln  besitzt,  als  ihr  Grad  in  Xj^  Einheiten 
zählt.  Ebenso  erhält  man  hieraus  weiter,  (wie  in  Kap.  IV. 
§  14.  15)  die  dem  Bereiche  (l  —  1)  entstammenden  Gattungs- 
bereiche mod.  (P^*^),  dessen  konjugierte  Bereiche  und  die  hier- 
auf bezüglichen  einzelnen  Sätze,  die  dort  aufgezählt  wurden. 
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Die  Faktorenzeiiegung  der  einem  Gattungsbereiche  (ß—  1),  a) 
(mod.  (P^^^))  entstammenden  Formen  befolgt  wieder  dieselben 
Gesetze  und  Regeln,  die  für  den  einfachsten  Fall,  Je  =  —  1, 
in  Kap.  IV.  §  16  auseinandergesetzt  wurden.  Endlich  ersieht 
man  —  in  voller  Analogie  mit  Kap.  IV.  §  19  — ,  daß  die 
dem  Bereiche  ({l — 1),  a)  (mod.  (P(^^)j  entstammenden  Gattungs- 
bereiche wieder  mit  dem  Bereiche  (l  —  1)  (mod.  (P^*^)]  ent- 
stammenden Gattungsbereichen   (mod.  (P(*))j  identisch  sind. 

Ist  l  ■■=  h  -{-  1,  und  Z;  >  —  1 ,  so  sind  in  dem  Bereiche 
((ÄO,  «)  (mod.  (P^^"^))  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Größen 
vorhanden;  die  so  definierten  algebraischen  Größen  sind  für  k  =  0 
nichts  anderes  als  die  von  Galois  in  die  Zahlentheorie  ein- 
geführten imaginären  Größen.  Dieser  Fall,  in  dem  die  Aussage 
einzelner  Sätze  modifiziert  werden  muß,  wird  in  den  weiteren 
Entwicklungen  dieses  Buches  nicht  zur  Anwendung  gelangen-, 
im  folgenden  soll  daher  immer  l  ^  h  -\-  2  voraus- 
gesetzt werden. 

Es  seien 

wirkliche  Formen   von   ^j,  .  .  .,  ^^.,    deren  Koeffizienten  dem 
Bereiche  [[1],  x^,  .  .  .,  ^J    (mod.  (P(^)))  entstammen,  und  es  soll 


noch  insbesondere  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  ^j 
in  Qj  diesem  Bereiche  angehören;  und  es  sei  s  >Jc  -{-  1.  Es 
sei  ferner  Q^  irreduzibel  mod.  (P^*));  der  durch  Adjunktion 
einer  Wurzel  von  0^  '^  0  entstandene  Gattungsbereich  sei 
((5),  «i)  (mod.  (PW))  und  ^2  (%;  ^2)  wieder  irreduzibel 
mod.  (P(*))  in  ((s),  w^);  durch  Adjunktion  einer  Wurzel  der 
Kongruenz  O^  (^1?  ^2)  -==  ^  entstehe  der  Gattungsbereich 
((s),  0^1,  «2)  (mod.  (PW))  u.s.f.,  bis  endlich  ^^(^i,  ...,  a^_i,  0^) 
irreduzibel  in  ((5),  «j,  .  .  .,  «^_i)  (mod.  (P^^^))  vorauszusetzen 
und  durch  Adjunktion  einer  Wurzel  der  Kongruenz 

der  Bereich   ((5),  «i,  .  .  .,  a^)    (mod.  (P(*)))  entsteht. 

König,  algebraieche  Größen.  28 
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Ist  nun  ^  irgend  eine  Form  von  z-^y  .  .  .,  3^  mit  Koeffi- 
zienten aus  [[1],  x^,  .  .  .,  x^  (mod.  (P(*))L  so  wird  man  nach 
dem  gewöhnliclien  Divisionsverfahren  eine  Relation 

G^^ZA^Q^-^B  (mod.  (PW)) 

finden,  wo  G  eine  rationale  und  ganze,  mod.  (P(*))  von  0  ver- 
schiedene Form  der  x  ist,  während  P  eine  Form  der  0  wird, 
die  in  z^  höchstens  vom  Grade  n^  —  1  ist,  wenn  O^  in  z^  vom 
Grade  n^  ist.     Nach  der  Definition  der  Größen  a  ist  demnach 

iJ (<.„...,«,)  (mod.(PW)) 

dann  und  nur  dann  Null,  wenn  die  Form  Ii{z^,  ...,  z^ 
(mod.  (P^*^))  verschwindet,  und  dies  findet  wieder  dann  und 
nur  dann  statt,  wenn 

W{a„...,a;)~0  (mod.  (P(^-)))  . 

In  diesem  Falle  ist  also  auch 

GW=0  (mod.  ^1,  .  .  .,  0^,  (PW)) . 

Verbindet  man  dieses  Resultat  mit  dem  Satze  des  §  7  in 
Kapitel  YII,  so  ergibt  sich  endlich: 

I.  Ist  W  irgend  eine  Form,  für  die  W  {a^, . . .,  a^)  E^  0 
(mod.  (PW)j,  so  gibt  es  eine  bestimmte  rationale  und 
ganze  Form  K  der  Xj  die  mod.  (PW)  von  0  verschieden,, 
und  für  welche 

KW=0  (mod.  ^1,  .  .  .,  a>„  (PW)) 

wird.  Insbesondere  ersieht  man  —  genau  wie  an  der  citierten 
Stelle  — ,  daß  die  Bestimmung  der  Form  K  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Schritten  erledigt  ist,  wenn  die  allgemeine  Lösung^ 
der  homogenen  linearen  Kongruenz 

ZF.X,  =  0  (mod.  P(*)) 

im  Bereiche  [[1],  z^,  .  .  .,  z^,  x^j  .  .  .j  Xg\  bekannt  ist. 

Man  bemerke  dabei  noch  folgendes:  Ist  cp^  der  Koeffi- 
zient  der  höchsten  Potenz  von  Zj  in  ^^,   so  enthält  K 
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jedenfalls  nur  diejenigen  Unbestimmten  Xj  die  in 
(p^,  .  .  .;  cp,.  wirklich  auftreten. 

Ist  aber  zweitens  W(a^j  ...^  a^)  nicht  ^0  /mod.  (P^*^)) , 
also  auch  R(a^,  .  .  .^  a^.)  von  0  verschieden,  so  kann  man  eine 
zweite  Größe  des  Bereichs  ((s),  cc^,  .  .  .^  a^  in  derselben  Gestalt 
wie  li  so  bestimmen,  daß 

S{a„  .  . .,  a,)R(a„  ...,«,)  =  !   (mod.  (PW)) , 

und  demnach 

GS{a„  .  .  .,  «,)  W{a„  ...,«,)-  1  =  0  (mod.  (PW)) 

wird.  Dabei  ist  der  Nenner  in  S  eine  mod.  (P(^^)  von  0  ver- 
schiedene rationale  und  ganze  Form  von  x^y  .  .  .y  x^.  Multipli- 
ziert man  mit  diesem  Nenner  und  der  früher  bestimmten 
Form  K,  so  erhält  man  endlich  für  diesen  zweiten  Fall  fol- 
genden Satz: 

n.  Ist  ^(«1,...,«^)  nicht  ^0  (mod.  (P(*>)),  so  gibt  es 
eine  zweite  rationale  und  ganze  Form  X  der  x  und  z 
und  eine  rationale  und  ganze  Form  H  der  x,  die  beide 
mod.  (P(*))  von  0  verschieden  sind  und  die  Eigenschaft 
besitzen,  daß 

WX  =  H  (mod.  ^,,  ...,  0,,  (P(*))) 

wird.  Die  Bestimmung  von  W  und  H  ist  jedenfalls  wieder 
mit  dem  früher  erwähnten  diophantischen  Probleme  zugleich 
erledigt. 

Arithmetische  Theorie  der  homogenen  linearen  diophan- 
tischen G-leichungen.   Die  Prinzipien  der  Reduktion. 

§  10.  Wir  sind  nun  im  Besitze  der  wesentlichen  Hilfs.- 
mittel,  um  die  Auflösung  der  Gleichung  Z!FjXj=  0  im  Be- 
reiche [[1];  ^i; . ..,  ^J  vollständig  zu  erledigen.  Dies  geschieht 
durch  eine  allgemeine  Methode,  nach  welcher  das  Problem  in 
[[1],  Xj^y  .  .  .,  Xj^  auf  das  Problem  in  [[1],  x^y . .  .,  ^^.i]  zurück- 
geführt wird.    Daß  diese  Reduktion  bei  der  Allgemeinheit  der 

28* 
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Aufgabe  niclit  sonderlich  einfach  sein  kann,  ist  wohl  selbst- 
verständlich. Dabei  nehmen  die  Fälle  m=l  und  2,  die  in  ge- 
wisser Beziehung  als  elementar  betrachtet  werden  können,  eine 
Sonderstellung  ein,  auf  die  an  der  geeigneten  Stelle  noch  hin- 
gewiesen werden  wird. 

Das  Problem  soll  von  vornherein  als  das  der  Lösung  der 
Kongruenz  ^ 

2FiX^=0   (mod.  (PW)) 

gefaßt  werden,  die  nur  formell  allgemeiner  als  die  Gleichung 
UFjXj  =  0  ist  und  für  Je  =  —  1  in  diese  übergeht. 

Die  Fälle  Je  =  m  und  Je  =  m  —  1  erledigen  sich  in  völlig 
elementarer  Weise. 

Für  Jc=m  können  zuerst  alle  Koeffizienten  ^0  (mod.(P("*))j 
sein;  und  die  Formen  Xj  unterliegen  dann  überhaupt  keiner 
weiteren  Beschränkung.  —  Ist  dies  nicht  der  Fall,  also  z.  B. 
P\   nicht  E^  0    (mod.  (P('"))) ,  so  gibt  es  eine  Form  G,  für  die 

GF^EEP.1   (mod.  (PC-))) , 
und  die  Kongruenz  geht  durch  Multiplikation  mit  G  in 

X^+^G  F.  Xj  ^  0    (mod.  (P(-))) 

j  =  2  J       J  \  / 

über,  deren  Lösung  unmittelbar  hingeschrieben  werden  kann. 
Für  den  Fall  Je  ==  m  —  1  muß  wieder  nur  der  Fall  be- 
trachtet werden,  in  dem  nicht  sämtliche  Koeffizienten  ^  0 
mod.  (P("*-i))  sind.  (Für  m  =  0,  wenn  nicht  sämtliche 
Koeffizienten  verschwinden).  Man  kann  nun  weiter  den 
größten  gemeinschaftlichen  Teiler  mod.  (P("^-i))  der  F  ent- 
fernen; ist  dann  einer  der  Koeffizienten  eee  +  1,  so  ist  die 
allgemeine  Lösung  der  Kongruenz  evident.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  sei  P\  in  irreduzible  Faktoren  (mod.  (p(^*-i))) 

zerlest: 

F^  =  7t,7t,  ...  (mod.  (PC'«-!)))  . 

Dann  wird  eine  der  Formen  P",  z.  B.  P,^  nicht  teilbar 
UDod.  (P("*-i))  durch  ut^  sein;  andrerseits  muß  dann 
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^  F^  Xj  -£E£  0  (mod.  7t^,  (PC" - 1))) 

sein.  Das  hier  zur  Anwendung  gelangende  Modulsystem  ist, 
wie  unmittelbar  ersichtlich,  ein  P- System  m  +  l*^""  Stufe, 
und  nach  ihm  P\  nicht  ee^  0.  Es  gibt  daher  eine  leicht 
zu  bestimmende  Form  G,  für  die 

GF^=  —  1   (mod.;ri,  (P(— 1))) 

ist,  und  es  muß  demnach 

A  — 1 

X,=  ^  Fj  G  Xj  (mod.  ;ri,  PC—  i)) 


oder  auch 

X,  =  JV,  G  Xj  +  :c,Y  (mod.  (P(»-'))) 

j — 2 

sein.     Die  gegebene  Kongruenz  geht  daher  in 

-Fl  X,  +  SV,.  {F,  G+1)  Xj  +  F,7c,Y=0  (mod.  (P(™-  ^))) 

j  —  2 

über.  Hier  sind  sämtliche  Koeffizienten  durch  ti^  teilbar;  dieser 
Teiler  darf  entfernt  werden,  und  unsre  Kongruenz  ist  mit 

^  ^1  +  2F^ ^'l'^^  ^j  +  F,YeeeO  (mod.  P(—  1)) 

zugleich    gelöst.     Aber    der    Koeffizient   von   X^    ist    statt  P\ 

jetzt    ^,  und    man  gelangt  daher  in  einer  endlichen  Anzahl 

von  Schritten  zu  einer  Kongruenz,  in  welcher  der  Koeffizient 
von  Xj  gleich  +  1  ist,  und  damit  zur  allgemeinen  Lösung 
unsrer  Aufgabe. 

Für  m  =  0  ist  dies  nichts  anderes  als  die  elementare 
Lösung  der  diophantischen  Gleichung  Ea^Xj  =  0  in  [1]. 

Unser  Problem  ist  also  allgemein  gelöst,  wenn  wir 
seine  Reduktion  von  m  auf  m  —  1  bewerkstelligen,  und 
dabei  kann  die  Auflösung  jedes  linearen  diophantischen 
Systems  in   [[1],  ^i;  •  •  •?  ^m-il   ^^^   gegeben  angesehn  werden, 
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da  das  zweite  Fundamentalprobleni;  Bestimmung  einer  Lösung 
von  2JFjXj=  1,  falls  eine  solche  existiert,  schon  früher  voll- 
ständig erledigt  wurde. 

§  11.     Im  Bereiche  [[1],  x^,  .  .  .,  x^   ist  die  Theorie   der 

Kongruenz 

h 

^FjXj  =  0  (mod.  PW) 

erledigt,  wenn  Ic  =  m  oder  Je  =  m  —  1  ist.  Dasselbe  ist  aber 
auch  dann  der  Fall,  wenn  Je  <C  ni  —  1,  und  die  Koeffi- 
zienten eine  der  Unbestimmten  iP;t+i7  •  •  •>  ^m?  ^-  ^-  ^m 
nicht  enthalten. 

Ordnen   wir   in   diesem  Falle  die   Unbekannten  Xj   nach 
Potenzen  von  x^  und  setzen  demnach 

Xj  =  ^JO+^jl^m-\ h  Xjr^'m  H y 

SO  muß  auch 

I]FjX^,  =  0  (mod.  (P«)) 

sein,  und  hieraus  ergibt  sich,  da  wir  es  nun  mit  einem 
Probleme  in  [[1],  a^^,  .  .  .,  rc^_  J  zu  tun  haben, 

X.>  =  ^(?,.ü;.   (niod.(PW)), 

(«) 

wo  die  Gj^  gegebene,  von  r  unabhängige,  die  U^^  beliebige 
rationale  und  ganze  Formen  von  ^i,  •  •  .,  ^m-i  ^i^^-  ^^^^  ®^" 
gibt  für  unsem  Fall  die  allgemeine  Lösung 

Xj  =  :^Gj.r,   (mod.(P('))), 

(«) 

WO  die 

(r) 

also  beliebige  Formen  von  äj^,  .  .  .,  ic^  sind. 

Das    spezielle  Problem,    alle   Formen    zu    bestimmen, 
die  der  Kongruenz 


^F^Xj  =  0  mod.  (PW) 


j=i 
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genügen  und  dabei  in  x^  den  Grad  n  nicht  über- 
steigen, ist  nun  gleichfalls  als  gelöst  zu  betrachten.  Ordnet 
man  nämlich  Fj  und  auch  die  Unbekannten  Xj  nach  Potenzen 
von  x.^^y  so  muß  in  UFjXj  der  Koeffizient  jeder  Potenz  von 
Xj^  jetzt  ^  0  (mod.  (P^^"^))  sein,  und  dies  ergibt  ein  System 
von  homogenen  linearen  diophantischen  Gleichungen  in 
[[1],  x^,  .  .  .,  x.^_^]^  in  denen  die  Formen  Xj^  aus 

r  =  0 

die  Unbekannten  sind. 

Schließlich  sei  noch  die  Gleichung 

in  der  die  Koeffizienten  ein  P-System  m  -)-  V^"^  Stufe 
bilden,  erwähnt,  deren  allgemeine  Lösung  sofort  hingeschrieben 
werden  kann. 

Da    P„^,X„^,  =  0  (mod.(P(»)))   und  P,„^,  nicht  =0 
(mod.  (PC"'))  ist,  muß 

X^^,~P^U^+---  +  P,U,+p,U,  (a) 

sein;  damit  geht  aber  die  Gleichung  in 

P^  (X»  +  -P»+i  f^J  +  •  •  •  +  A  Ä  +  -P™+i  Dx)  + 

über,  aus  der  sich  wieder 

X„  +  P„  +  i  U^  =  P„_,  ü^l,  +  ---  +  P,Um+  Po  um    (b) 
ergibt.     Daraus  folgt  wieder 

P„-.  {^m-^  +  P„^,  V„_,  +  P„  um,)  +  ■■■  + 

+  p,  (X„  +P^^,U,+  P^  um)  =  0 
und 

x»_x+J'»+iC^»-i+-P.ü;«i=P„-.o"i^U+-+ÄÜ'i^'   (c) 

u.  s.  f.  Daß  diese  notwendige  Gestalt  der  Unbekannten  immer 
auch  hinreicht,  um  eine  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung  zu 
liefern,  ist  unmittelbar  einzusehn. 
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Für  die  Darlegung  der  allgemeinen  Methode  ist  noch  die 
folgende  Bemerkung  von  Wichtigkeit.     Die  Kongruenz 

h 

2  F^X^=0  (mod.  (PW)) 

kann,  wenn  wir  die  links  stehenden  Glieder  irgendwie  in  zwei 
Abteilungen  sondern,  auch 

h'  h" 

2  Fs  Xf  +  2  F/'  Xr  =  0  (mod.  P(^')) ,     (K  +  h"  =  h)     (1) 

geschrieben  werden,  und  ihre  allgemeine  Lösung  liefert  auch 
die  allgemeine  Lösung  der  Kongruenz 

2  Fy  Xr=0  (mod.  F^ ,  .  .  .,  F;^,  (PW)) ,  (2) 

da  hierbei  nur  von  den  Werten  der  Unbekannten  X"  ab- 
gesehn  wird. 

Das  Umgekehrte  findet  nur  in  speziellen  Fällen  statt. 
Jedenfalls  müssen  die  Unbekannten  X'  in  (1)  die  aus  (2) 
resultierende  Gestalt 

X,'.  =:iGi,  U.  (mod.  F[',..  .,  F;;..,  Pi"))  (3) 

(») 

haben,  und  da  diese  bei  beliebiger  Wahl  der  Formen  ü^  eine 
Lösung  von  (2)  ergeben,  muß  weiter,  bei  Einsetzung  der 
Werte  aus  (3)  in 

2FrX;EE,2HsU,. 

jede   Form   Ä,  =  0  (mod.  F",  .  .  .,  F'^',  (PW))  sein. 
Kennt  man  eine  Darstellung 

H.^2Ä,..Fr  (mod.(P(*))),  (4) 

SO  geht  nach  Auflösung  von  (2)  die  Kongruenz  (1)  in 

2 Fr {Xr  +  Ä,., U,  +  A,., U,+ ■■■)  =  ()  (mod.  (P«))  (5) 
über. 
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Die  Kongruenz  (1)  kann  daher  insbesondere  in 
zwei  speziellen  Fällen  vollständig  durch  (2)  ersetzt 
werden^  erstens,  wenn  li'  =  1,  und  zweitens,  wenn  die 
Formen  F"  eine  der  Unbestimmten  ic^  +  g;  •  •  •?  ^m?  2-  ^-  ^m 
nicht  enthalten. 

Im  ersten  Falle  sind  die  in  (4)  und  (5)  gestellten  Auf- 
gaben unmittelbar  gelöst;  im  zweiten  Falle  haben  wir  es  mit 
linearen  diophantischen  Problemen  im  Bereiche  [[l]?^i,..v^m-i] 
zu  tun. 

§  12.     Die  allgemeine  Lösung  der  Kongruenz 

2F^X,  =  0  (mod.  (P(^-))) 

wurde  in  den  bisherigen  Entwicklungen  für  ]c==m  und  m  —  1 
gegeben;  sie  wird  also  für  alle  Fälle  bewerkstelligt  sein,  wenn 
wir  das  Problem  auf  die  Lösung  einer  ebensolchen  Kongruenz 
mod.  (p(*+i))  zurückführen.     Dies  soll  nun  geschehn. 

In  einfachster  Weise  gelingt  die  Lösung,  wenn  ein  Koeffizient 
nur  die  Unbestimmten  oc^y  ■  -  -j  ^]c>  ^k+i  enthält.  Die  Kongruenz 
kann  dann  in  der  Gestalt 

0(*+i) r+  a^z,-] —  ~  0  (mod.  (pw)) 

geschrieben    werden,    wo    0(^+^)    eine    mod.  (P(^'^)    von   0  ver- 
schiedene rationale  und  ganze  Form  von  %,  .  .  .,  ;r^^^  ist. 
Ist   nun    0(^+1):^  1   (mod.  (PW)),  also 

yf0{k  +  i)  =  _l  (mod.  (PW)) , 

so  ergibt  sich  unmittelbar 

.  r=  ^a,z,  H —  (mod.  (P(*))) . 

Für  den  FaU,  wo  ^(*+i)  nicht  :^  1  (mod.  (PW))  ist, 
kann  man  0(*+i)  in  mod.  (PW)  irreduzible  Faktoren  zerlegen: 

0(^+1) --^Ti^Tg  ...  (mod.  (PW)) 

und  die  Kongruenz  in  der  Gestalt 
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=r,  («,••■  r)  +  (?.^,  +  ...  EEE  0  (mod.  (PW)) 
schreiben.     Es  muß  also 

G,Z,-\ =  0  (mod.  7C„  (P(*))) 

sein.  Das  hier  auftretende  Modulsystem  ist  aber  geradezu  ein 
P- System  h  -f-  1*®^  Stufe;  die  allgemeine  Lösung  dieser  Kon- 
gruenz kann  also  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.    Sie  ergibt 

Z,  =  J'-a;-.  U.  +  «,  Y,  (mod.  (PW)) 

und 

^.■■■Y=:EK,U.  +  2GiY,  (mod.  (PW))  . 

Mit    der    Lösung    dieser    letzten   Kongruenz    ergibt    sich    die 

spezielle   Gestalt    der    U   and    Y   und  damit  auch  die  der  Z. 

In    der   nun    zu    lösenden  Kongruenz  ist  aber  der  Koeffizient 

^(i+i) 
von  Y  nur  mehr  ;  man  gelangt  also  in  einer  endlichen 

$(A:+1)  /  > 

Anzahl  von  Schritten  zum  Koeffizienten ^  1  (mod.  (P(*))) , 

d.  h.  zur  definitiven  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe. 

§  13.  Allgemein  sei  in  der  vorgelegten  Kongruenz  ein 
Koeffizient  vorhanden,  der  außer  x^y  .  .  .j  Xj^  nur  mehr  die 
Unbestimmten  ^^t+i?  •  •  v  ^i  enthält,  und  l^h  -{-  1.  Mit  der 
Reduktion  dieses  Falles  auf  denjenigen,  wo  ein  Koeffizient 
außer  x^y  .  .  .^  x^  nur  mehr  Xj^^^y  .  .  .,  Xi_-^  enthält,  gelangt 
man  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  einer  Kon- 
gruenz, deren  Lösung  schon  bekannt  ist,  d.  h.  zur  vollständigen 
Lösung  des  vorgelegten  Problems. 

Dabei  genügt  es,  jenen  Koeffizienten  Q^^^(x^y  .  .  .,  a?,)  als 
mod.  (P(*))  irreduzibel  anzunehmen.  Der  Fall,  wo  0^'^  das 
Produkt  mehrerer  mod.  (P(^))  irreduzibeln  Faktoren  ist,  erledigt 
sich  dann  wörtlich  nach  der  am  Ende  des  vorhergehenden 
Paragraphen  angewandten  Methode. 

Es  kann  nun  weiter  angenommen  werden,  daß  in  der 
vorgelegten  Kongruenz,  die  wir 
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0(0  Y+G,Z,+  G,Z,-\ =  0  (mod.  (PW)) 

schreiben,  kein  Koeffizient  G  durch  0^^^  teilbar  mod.  (P(*))  ist. 
Wäre  z.  B. 

G,  EE  mH,   (mod.  (PW)) , 

so  kann  die  Kongruenz  auch 

«(')  (r  +  fi-^^,)  +  G.Z^  +  •  .  ■  EEE  0  (mod.  (PW)) 

geschrieben  werden  und  ist,  wenn  man 

Y+H,Z,  =  Y, 

setzt,  mit  der  Kongruenz 

^«  Y^+G,Z^-\ EEZ  0  (mod.  (PW)) 

zugleich  allgemein  gelöst.  In  dieser  aber  ist  das  Glied  mit 
dem  durch  ^(^)  teilbaren  Koeffizienten  G^  ganz  herausgefallen. 
Die  in  Aussicht  genommene  Reduktion  kann  unmittelbar 
ausgeführt  werden,  wenn  in  der  Kongruenz  noch  ein  zweiter 
Koeffizient  vorhanden  ist,  der  nur  die  Unbestimmten  x^^  .  .  ., 
Xf.,  .  .  .,  Xj  enthält.     Die  Kongruenz  kann  dann  auch 

0(0  Y^  +  «P-«  Y,+  G^Z,-\ -E  0  (mod.  (PW)) 

oder  (nach  der  Schlußbemerkung  des  §  11) 

qrii)  Y,+  G,Z^-\ ^0  (mod.  ^«,  (P(*))) 

geschrieben  werden. 

Da  0(')  irreduzibel  mod.  (P(^))  und  'i*"(^)  durch  ^(')  nicht 
teilbar  mod.  (PW)  ist,  wird  die  Resultante  von  W^^^  und  O^^^ 
nach  Xi : 

nicht  ^  0  (mod.  PW)  sein  und  selbstverständlich  Xj  nicht 
enthalten.  Da  femer  v  nicht  durch  ^(^)  teilbar  mod.  (P^*)); 
und  O(')  irreduzibel  ist,  kann  jene  Kongruenz  auch 

^  (?fr(0  Y,+  G^Z,-\ )  ^  0  (mod.  O«,  (PW)) 

oder  endlich  auch 
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qY^+  mr^  +  vG^Z,  H EEE  0  (mod.  PW) 

geschrieben  werden,  wo  der  Koeffizient  q  nur  mehr  die  Un- 
bestimmten Xi,  .  .  .,  iCj_i  enthält.  Für  den  Fall  l  =  1  wird  q 
eine  rationale  ganze,  von  0  verschiedene  Zahl. 

Damit  ist  aber  dasProblem  der  homogenen  linearen 
diophantischen  Gleichung  im  Bereiche  [[1],  x^^  voll- 
ständig erledigt. 

In  diesem  sind  die  Koeffizienten  der  Unbekannten  rationale 
und  ganze  Formen  einer  Unbestimmten.  Die  soeben  vor- 
getragene Reduktion  führt  die  Lösung  der  Gleichung  auf  eine 
solche  zurück,  in  welcher  einer  der  Koeffizienten  eine  rationale 
und  ganze  Zahl  ist.  (Dabei  ist  von  dem  trivialen  Falle 
FX  =  Oj  aus  dem  X  ==  0  folgt,  abgesehn.) 

Nach  §  12  verlangt  das  Problem  dann  nur  mehr  die 
Auflösung  von  Kongruenzen 

UG.Zi  =  0  (mod.p) 

im  Bereiche  [[1],  x^],  wo  p  eine  natürliche  Primzahl  bedeutet. 
Hier  ist  ^  =  0,  m  =  1,  und  die  Auflösung  demnach  schon 
in  §  10  vollständig  gegeben. 

§  14.  Der  weitere  Gang  der  Reduktion  ist  folgender. 
Wir  haben  es  jetzt  mit  einer  Kongruenz 

2JFjXj  =  0  (mod.  0«  (PW))  (I) 

zu  tun,  wo  CD^')  eine  mod.  (P(^))  irreduzible  rationale  und  ganze 
Form  von  x^,  .  .  .j  x^,  l^  Je  -{-  1,  und  endlich  kein  Koeffizient 
Fj  teilbar  mod.  (PW)  durch  m  ist. 

Dabei  kann  aber  auch  l  <  m  angenommen  werden.  Wenn 
l  =  m,  und  die  Unbestimmte  x^^  in  allen  Koeffizienten  P'y 
wirklich  vorkommt,  ist  die  Reduktion  von  l  =  m  auf  l=^m  —  1 
eben  vorher  ausgeführt  worden.  Ist  aber  z.  B.  F^  eine  Form, 
die  Xj^  nicht  enthält,  so  ist  diese,  resp.  einer  ihrer  irreduzibeln 
Teiler  an  die  Stelle  von  0^^^  zu  setzen,  und  dann  ist  in  der 
Tat  wieder  l  <  m. 
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Der  Fall,  wo  die  Unbestimmte  x^  in  keinem  der  Koeffi- 
zienten F  vorkommt^  ist  nach  §  11  als  erledigt  zu  betrachten. 

Enthält  ein  F  die  Unbestimmte  x^,  während  alle  andern 
Koeffizienten  ^  0  (mod.  0^^\  P*^^))  sind^  so  haben  wir  es  mit 
der  Kongruenz 

FX  +  0^'^Y^  0  (mod.  (P(^))) 

zu  tun,  die  wir  in  die  Reihe  der  später  gesondert  zu  be- 
handeLuden  singulären  Fälle  verweisen. 

Ist  ein  F  vorhanden,  das  x^  nicht  enthält,  so  kann  die 
Kongruenz  auch 

U  Gj  Yj  =  0  (mod.  W,  0('),  (P(^)))  (H) 

geschrieben  werden,  wo  'i**  eine  rationale  und  ganze  Form  von 
^1,  .  .  .,  x^_^  bedeutet,  die  mod.  (P^^))  nicht  durch  0^') 
teilbar  ist. 

Endlich  mögen  alle  F  die  Unbestimmte  x^  enthalten,  und 
es  sei  z.  B.  F^  vom  niedrigsten,  v^^^  Grade  in  x^.  Nach  dem 
gewöhnlichen  Divisions  verfahren  wird  man  dann  Relationen 

^PF^  =  Q,F,  +  B,  (mod.  (P«)) 

finden,  wo  Rj  eine  Form  vom  höchstens  v  —  1*^^  Grade  in  x^ 
ist,  und  W  eine  Potenz  des  Koeffizienten  von  x^^  in  P\,  also  auch 
mod.  (0«,  (PW))  von  0  verschieden  ist.  Da  aber  (p^'\  (PW)) 
ein  Primsystem  ist,  kann  die  vorgelegte  Kongruenz  auch 

j;  (?pXi  +  (2,  X,  +  ■  ■  •)  +  ^2  ^2  +  •  ■  ■ ;-  0  (mod.  m,  (pw)) 

geschrieben  werden,  in  der,  wenn  man  WX^-{-  Q'X^-\- -  - - 
als  neue  Unbekannte  auffaßt,  nun  der  Koeffizient  F^  vom 
höchsten  Grade  in  x^  ist.  Die  Wiederholung  dieser  Reduktion 
führt  aber  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  entweder 
zu  dem  schon  früher  erwähnten  singulären  FaUe,  oder  aber 
zu  einer  Kongruenz  von  der  Gestalt  (II),  und  die  inzwischen 
aufzulösenden  Kongruenzen 

u>x,+  QX,+  -.  =  sn, u.  (mod. m,  (pw)) 
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haben  dieselbe  Gestalt,  d.  h.  die  allgemeine  Lösung  der 
Kongruenz  (1)  ist  —  mit  Ausnahme  des  singulären 
Falls  —  auf  die  allgemeine  Lösung  der  Kongruenz  (II) 
zurückgeführt. 

Damit  ist  aber  dasProblem  der  homogenen  linearen 
diophantischen  Gleichung  im  Bereiche  [[1],  x^j  ^g]  'Voll- 
ständig erledigt. 

In  diesem  Falle  ist  nach  den  Erörterungen  zu  Beginn 
dieses  Paragraphen  ?  >  0  und  ?  <  2,  also  1=1.  Es  sind 
also  in  (II)  sowohl  W  wie  0^^)  Formen  der  einen  Un- 
bestimmten x^.  Nach  §  13  reduziert  sich  das  Problem  dann 
auf  eine  homogene  lineare  Kongruenz  (mod.p)^  die  nach  den 
in  §  12  dargelegten  Methoden  vollständig  gelöst  ist.  Enthalten 
alle  Koeffizienten  die  beiden  Unbestimmten  x^j  x^,  so  kommt 
man  nach  der  soeben  dargelegten  Methode  entweder  auf  den 
singulären  Fall,  oder  aber  auf  eine  Kongruenz  von  der  Ge- 
stalt (II),  wo  ?  <  2  ist,  deren  vollständige  Lösung  wieder  nach 
§12  bekannt  ist.     Der  singulare  Fall  ist  nun  entweder 

irx  +  0(or=o, 

wo  man  schon  F  und  Q>^^  ohne  gemeinschaftlichen  Teiler 
voraussetzen  kann,  und  also  die  allgemeine  Lösung 

X=0«?7,       Y^  —  FV 

unmittelbar  hinschreiben  kann.     Oder  aber 

FX+  0Wr=O  (mod.jö). 

Auch  diese  Kongruenz  ist  unmittelbar  gelöst.  Die  Lösung  ist 
evident,  wenn  F  oder  ^^^)  ^  0  (mod. ^) .  Ist  keine  dieser 
Formen  ^0  (mod.^),  so  kann  man  wieder  den  größten  ge- 
meinschaftlichen Teiler  (mod.  ^)  von  F  und  ^^')  entfernen 
und  erhält  dann  die  allgemeine  Lösung 

X=mTJ,  Y~  —  FU{mod.p). 
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Der  allgemeine  Fall. 

§  15.     Die  Kongruenz  (II)  kann  weiter  durch 

2;  Gj  Yj  EE  0  (mod.  Q(^-^\  m,  (PW))  (in) 

ersetzt  werden,  wo  (^^'"~^Ox=a  eine  in  dem  durch  Ad- 
junktion einer  Wurzel  x^^a^  der  Kongruenz  0(^)^0 
(mod.  (P^*^))  entstandenen  Gattungsbereich  {fl  —  1),  a^ 
(mod.  (P^*^))  irreduzible  Form  bedeutet,  die  x^_^  wirklich 
enthält,  und  in  der  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz 
von  x^_^  eine  mod.  (P(*))  von  0  verschiedene  rationale 
und  ganze  Form  der  Unbestimmten  x^,  .  .  .,  Xi_^  ist. 

Wie  man  (IT)   auf  (III)  reduziert,  ist  näher  auseinander- 
zusetzen.   Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  (II)  in  der  Gestalt 

WY+Z  Gj  Yj  =  0  (mod.  0(%  (PW))  .  (Ua) 

^  enthält  wenigstens  eine  der  Unbestimmten  ^r^^j,  .  .  .,  a;^_i, 
da  wir  es  sonst  mit  einem  schon  erledigten  Probleme  zu  tun 
haben.  In  dem  durch  Adjunktion  einer  Wurzel  Xi  ^  a^  der 
Kongruenz  0^^^  ee  0  (mod.  (P(*))j  entstandenen  Gattungsbereiche 

({l  —  1),  ttj)  (mod.  (P^^"^)),  wird  ('jP")^.^^  nicht  verschwinden, 
da  sonst  auch   W  durch  O^^^  teilbar  mod.  (P(^))  wäre. 

Wenn    weiter  in  (^)_^^^    keine  der  Unbestimmten  x^^^.^^ 
•  '  ■>  ^m-i  wirklich  vorkommt,  d.  h. 

ist,  so  muß  auch 

•Pi^i,  ■  ■  ;  ^,)  'l'^Vi^u  ■  ■  ;  «,-u  ^,)    (mod.  *«,  (P«)) 

sein,  und  die  gegebene  Kongruenz  geht  dann  durch  Multiplika- 
tion mit  ip,  die  an  der  Problemstellung  nichts  ändert,  in 

(pY+2JGj(i^  Y;)  ee  0  (mod.  m,  P(^)) 

über.  Diese  Kongruenz  ist  aber  vollständig  gelöst,  da  zuerst 
in  Bezug   auf  die  Unbekannten   Y,  tp  Y^  zwei  Koeffizienten  9 
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und  ^(^)  nur  mehr  die  Unbestimmten  x^,  .  .  .,  x^  enthalten^  und 
dasselbe  für  jene  weiteren  Kongruenzen 

tY^  E-  2JG^U,+  mZ   (mod.  (P(^))) 

der  Fall  ist,  aus  denen   Y^  zu  bestimmen  ist. 

Wir  haben  uns  also  nur  noch  mit  dem  Falle  zu  be- 
schäftigen, wo  (^)^  ^^  eine  der  Unbestimmten  ^r^^^,  .  .  .,  (iCrn-i 
wirklich  enthält.  Da  aber  ?  >  Ä;  +  1 ,  gibt  es  eine  homogene 
lineare  Transformation,  deren  Determinante  Eins  und  deren 
Koeffizienten  rationale  und  ganze  Formen  der  Unbestimmten 
^x)  '  ■ -y  ^i-i  sind,  die  (^)^^«  in  eine  reguläre  Form  von 
iCj^i,  .  .  .,  x^_^  überführt,  und  dieselbe  Transformation  führt 
W  in  eine  reguläre  Form  von  x^^^,  .  .  .,  x^_i  über,  deren 
Koeffizienten  rationale  und  ganze  Formen  von  x^,  .  .  .^  x^  sind, 
wo  aber,  der  Bestimmung  dieser  Transformation  entsprechend, 
der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x^_^  nicht  teilbar 
mod.  (P(*^)  durch  ^^^^  sein  kann*).  Es  wird  also  nach  der 
Transformation : 

'p-^t/^^L-iH 

Da  nun  jene  Transformation  wieder  an  der  Problem- 
stellung nichts  ändert,  können  wir  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit ¥^  in  dieser  Gestalt  voraussetzen.  Es  ist  aber  für  die 
Resultante  von  t^  und   ^^^^  nach  Xi'. 

Xt  +  ^ ^^'^  =  <^^'-'^  (mod.  (PW)) 
^0-1)  eine  mod.  (P^^))  von  0  verschiedene  Form,  die  nur  mehr 
die    Unbestimmten    ^r^,  .  .  .,  Xi_j^    enthalten    kann.      Fügt    man 
demnach  in  (IIa)  den  Faktor  A  hinzu,  was  wieder  an  der  Auf- 
gabe nichts  ändert,  so  wird  diese 

*)  Betrachtet  man  nämlich  ^  als  Form  der  Unbestimmten  aj^  +  j, 
.  . .,  a;^_i,  so  wird  jeder  ihrer  Koeffizienten,  wie  überhaupt  jede  Form 
der  Unbestimmten  x^^  .  . ..  x^  durch  die  Substitution  Xi  =  cc^  dann  und 
nur  dann  ^e  0  (mod.  (p^*^))  werden,  wenn  diese  Form  ursprünglich 
schon  :e=e  0  (mod.  ^^^\  (-P^^O)  war.  Es  kann  also  jedes  Glied  von  W^ 
dessen  Koeffizient  ^^  0  (mod.  $^'\  (^^^0)  ^^^»  ^^^^  ^^^^  nach  der  Sub- 
stitution Xi  =  oTj  (mod.  (P^*^))  verschwindet,  von  Anfang  an  weggelassen 
werden. 
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(*('-  %;;_x  +  •  •  •)  r  +  2;  (?,  (A  r,)  =  0  (mod. ««,  (pw)) , 

die  bis  auf  die  Irreduzibilität*)  des  Koeffizienten  von  Y  in 
Bezug  auf  die  Unbekannten  F,  X  Y^  die  in  (III)  postulierte  Ge- 
stalt besitzt,  während  die  zur  endgültigen  Lösung  noch  weiter 
zu  behandebiden  Kongruenzen 

IY^  =  E  G,  ü,  +  mZ  (mod.  (PW))  , 

da  X  und  ^^^^  nur  mehr  die  Unbestimmten  x^j  .  .  .,  Xi  ent- 
halten, und  X  nicht  teilbar  (mod.  (P(*)))  durch  O^^  ist,  als 
erledigt  betrachtet  werden  können. 

§  16.  Die  dargelegte  Reduktionsmethode  wird 
vollständig,  wenn  wir  die  Lösung  der  allgemeinen 
Kongruenz 

EF^X^  =  0  (mod.  0("»-i),  . . .,  OW,  0(^  (PW))        (I) 

für  r  =  l-{-\  auf  erledigte  Probleme,  für  r  >  ? -f- 1 
auf  die  Lösung  von 

£  Gj  Yj  =  0   (mod.  ?P"(— 1), . . .,  ?p-W,  ^(-1),  W(%  (PW))       (II) 

zurückführen,  soweit  dabei  nicht  der  besonders  zu 
behandelnde  „singulare  Fall"  auftritt.  (0(^)  besitzt  die 
zu  Beginn  des  §  14  geforderten  Eigenschaften.) 

Dabei  soll  immer  0^^(i  =  r,  .  .  .j  m  —  1)  eine  Form  be- 
deuten, die  a^^^i,  .  .  .,  a?^  nicht,  wohl  aber  :r^  wirklich  enthält, 
in  welcher  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  Xi  nur 
mehr  die  Unbestimmten  x-^j  .  .  .,  Xi_i  enthält,  und  die,  wenn 
man  x^  =  a^,  x^.  =  a^,  .  .  .,  Xi_^  =  a^._i  setzt,  in  dem  Gattungs- 
bereiche ((?—  1),  «j,  a^j+i,  •  •  •,  x^_i,  a^,  '  •  •,  a._i)  (mod.  (P(^))) 
irreduzibel    ist.     Dieser    Gattungsbereich    (mod.  P(*))    entsteht 

*)  Daß  man  den  Koeffizienten  von  Y,  wenn  x^  =  a^  gesetzt  wird, 
als  in  dem  Gattungsbereiche  (Cl  —  1),  c^))  (mod.  (P^*^))  irreduzibel  an- 
nehmen kann,  ist,  um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  hier  übergangen; 
der  Beweis  findet  sich  bei  der  sogleich  (§  18)  zu  erörternden  allgemeinen 
Darstellung  dieses  Reduktionsverfahrens. 

König,  algebraische  Größen  29 
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durch  successive  Adjunktion  der  Wurzel  Xi  =?  a^,  der  Kongruenz 
^(0  ^  0,  der  Wurzel  x^  =  a^  der  Kongruenz 

^(^r;  '-y  ^v  •••)  =  0,  u.  S.  f. 

Die  postulierten  Eigenschaften  der  Formen  W  sind  wegen 
der  neu  eingeschalteten  Form  ^(^-i)  in  (11)  entsprechend  zu 
modifizieren,  indem  man  r  —  1  statt  r  setzt. 

Der  Fall,  wo  die  Unbestimmte  x^  in  keinem  der  Koeffi- 
zienten F  von  (I)  wirklich  vorkommt,  ist  nach  §  11  wieder 
als  erledigt  zu  betrachten. 

Ist  ein  F  vorhanden,  das  die  Unbestimmte  x^  wirklich 
enthält,  so  sei  z,  B.  F^  vom  niedrigsten,  ^*®^  Grade  in  rr^,  wo 
/u,  aber  auch  0  sein  kann.  Dabei  kommen  nur  solche  Koeffi- 
zienten in  Betracht,  die  nicht 

EE£  0  (mod.  0("*-i),  .  .  .,  OW,  O«  (PW)) 

sind.     Insbesondere  muß  dies  auch  für  F^^  in 

der  Fall  sein.     Trotzdem  kann  aber  jetzt 

verschwinden.  Dann  gibt  es  aber  nach  §  9  eine  mod.  (P^*)) 
nicht  verschwindende  Form  ^('-^)  der  Unbestimmten  x^,  .  .  ., 
ic,_i  von  der  Beschaffenheit,  daß 

a>(^-i)ir^  =  0  (mod.  ^('"-^),  .  .  .,  ^(-),  m,  (PW)) 

wird,  wo  0(^-^)  durch  Auflösung  von  linearen  diophantischen 
Gleichungen  in  [[1],  x^,  .  .  .,  x^_^  völlig  bestimmt  ist.  Die 
Kongruenz  (I),  die  auch 

h  m  —  l 

2F^X^  +  2 ^^^  Yi  +  ^^'^  Y,:^0  mod.  (PW) 
geschrieben  werden  kann,  wird  durch  Multiplikation  mit  0(^-^): 

(^a-i)F^)  Xi  +  2Fj  {o('-'^  x;)  +  ^  ^w  (0(^-1)  y;.)  + 

j=2  i  =  r 

+  0(O(0('-i)r,)  ~  0  (mod.  (PW))  , 
die  (I)  vollständig  ersetzt,  da,  wenn  die  Unbekannten  0(^~^)X_^, . . . 
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bestimmt  sind,  hieraus  auch  die  Unbekannten  Xj^  deren 
Koeffizienten  nur  mehr  von  x^^,  .  .  .,  Xj_i  abhängen,  bestimmt 
werden  können. 

Man  gelangt  demnach  schließlich  zu  einer  Kongruenz  (I), 
in  welcher,  wenn  z.  B.  der  Koeffizient  F^  vom  niedrigsten) 
a^^^  Grade  in  x^  igt,  die  durch 

F,  =  F,^x^^  +  ■■■ 

definierte  Größe  F^     so  beschaffen  ist,  daß 

(i^a,  =  »„.,  =  „.,...,.„_,  =  „„_,    (mod.(P(*))) 

nicht  verschwindet.  (Ausgenommen  ist  nur  der  Fall,  wo 
schließlich  alle  F^O  werden,  und  demnach  die  Kongruenz 
wieder  schon  erledigt  ist.) 

Dann    kann    man    aber   nach   §  9   eine   zweite  Form    (7^ 
bestimmen,  so  daß 

wieder  von  0  verschieden,  und 

^M^i^  =  ^^'"'^  (mod.  0("»-^),  .  .  .,  0(-),  0(^  (PW)) 

ist,    und    ^(^-1)    nur    mehr    die    Unbestimmten    x^,  .  .  .,  iP;_i, 
Xj^i,  . .  .,  x^_y  enthält. 
In  der  Kongruenz 

h 

(^1^  ^FjX^  =  0  (mod.  0(— 1),  .  .  .,  ^(^),  0('\  (PW))        (in) 

wird  daher,  wenn  man  G^^^F-^  nach  Potenzen  von  x^ 
ordnet,  der  Koeffizient  von  x^  jetzt  ^(^-i)  sein,  und 
es  ist  G^  F^  auch  jetzt  jener  Koeffizient,  der  den 
niedrigsten  Grad  in  x^  besitzt. 

§  17.  Das  Problem  der  Auflösung  von  (III)  ist 
aber,  bis  auf  als  erledigt  zu  betrachtende  Probleme 
niedrigeren  Ranges,  mit  dem  Probleme  (I)  völlig 
gleichwertig. 

29* 
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Jede  Lösung  von  (I)  ist  auch  eine  Lösung  von  (III). 
Aus  den  Lösungen  von  (III)  enthält  man  auch  umgekehrt 
die  Lösungen  von  (I)  auf  folgendem  Wege.  Ist  für  irgend 
ein  Formensystem  Xy. 

h 

(^iiu^Fj^j  =  0    (mod.  0(— 1),  .  .  .,  ^(-),  m,  (PW))  , 
so  ist  auch 

(il/'-^>X=«<--«--».-i  =  »«-  =  0   (mod.  (P('))), 
und    es    gibt    eine    nach    §  9    bekannte  Form    ^('-i)    der  Un- 
bestimmten x^,  .  .  .j  x^_^j  so  daß 
h 
^a-i)^ir.X.  =  0   (mod.  ^("^-1),  .  .  .,  0W,  m,  (PW)) 

oder  auch 

h  m  —  1 

0(^-1)  2  FjXj  +  2  ^('■)  Y,  +  0(^)  Y,  =  0   (mod.  (P(*))) 

wird.     Soll    aber  jenes    Formensystem   X^-   auch    eine  Lösung 
von  (I)  sein,  so  muß  ferner  eine  Relation 

h  m  — 1 

^(z- 1) 2  Y^ Xj  +2  ^^^"^ ^^'-'^Z.  +  ^(0 0{i-i)Z,  ~  0  (mod. (PW)) 

bestehn.    Augenscheinlich  hat  man  hierfür  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung 

m  —  1 

^  ^(0(r.—  ^(^-1)^,)  +  m\Y—  0('-')Z,)  =  0   (mod.(P(*))) ,  (IV) 

deren  Lösung  nach  den  Unbekannten  Y^ — ^('~^)Z.,  Yj — Q^^-'^^Z^ 
bekannt  ist. 

Die  allgemeine  Lösung  von  (III)  ergibt 

X,  =  ^(?,.D,   (mod.  (PW)) 

und  hieraus  weiter 

Y,~2HuU,  (mod.(P«)) 

Y,  =  2S„U.   (mod.  (P(*)))  . 
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Man  hat  dann  weiter 

Y.—  0(^-1)^,=^-^,,  V,    (mod.  (P(^))) 

und,  da  hier  ein  Koeffizient  (p('-^)  yorkommt,  die  nähere  Be- 
stimmung der   U^j  so  daß  endlich 

X,=:^G,,U„     U.  =  :SG',W,  (mod.  (PW)) 

die  allgemeine  Lösung  von  (I)  darstellt. 

Damit  ist  aber  die  Lösung  von  (I)  für  den  Fall,  wenn 
ein  Koeffizient  F  vom  Grade  0  in  ^^  ist,  auf  die  Lösung 
von  III  zurückgeführt. 

Enthält  ein  F  die  Unbestimmte  x^,  während  alle  andern 
Koeffizienten 

=  0  (mod.  ^("»-1),  . .  .,  ^('•),  m\  (P(*))) 
sind,  so  haben  wir  es  mit  der  Kongruenz 

m  —  l 

FX+^  a>»  Y,  +  0«  F^)  ~  0  (mod.  PW) 

i=r 

zu  tun^  die  den  allgemeinen  Typus  des  —  zuletzt  ge- 
sondert zu  behandelnden  —  singulären  Falls  darstellt. 

Endlich  können  alle  F,  deren  Anzahl  nun  >  1  angenommen 
werden  kann,  die  Unbestimmte  x^  enthalten.  Dann  führt  aber 
das  für  die  Reduktion  des  Grades  der  F  in  x^  schon  in  §  14 
zur  Anwendung  gekommene  Verfahren  entweder  zum  singulären 
Fall,  oder  aber  zu  Kongruenzen,  die  bis  auf  die  Irreduzibilität 
der  ^  von  der  Gestalt  (II)  sind,  und  dasselbe  ist  für  die  in- 
zwischen aufzulösenden  Kongruenzen  der  Fall. 

Der  Fall,  wo  ^(^-i)  nur  mehr  x^^  .  .  .,  x^  enthält,  führt 
unmittelbar  auf  ein  schon  erledigtes  Problem  niedrigeren  Ranges. 
Dies  ist  unter  anderm  stets  für  r  =  l  -{-  1  der  Fall. 

Wenn  ^^^  ~  ^)  wenigstens  eine  der  Unbestimmten  ^^  ^.  i , .  •  • ;  ^^  _  i 
wirklich  enthält,  so  ist  noch  nachzuweisen,  daß  wir  uns  auf  die 
Annahme  beschränken  können,  daß  die  neu  eingeführte  Form 
^(^-1)  die  Unbestimmte  x^_-^^  wirklich  enthält,  und  der  Koeffi- 
zient der  höchsten  Potenz  von  rz^^_i  nur  mehr  die  Unbestimmten 
^if  .  .  .,  iCj_i  enthält. 
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Wegea  ?  >  Ä;  -f-  1  gibt  es  aber  (in  genauer  Wiederholung 
der  am  Ende  des  §  15  angewandten  Schlußweise)  eine  homogene 
lineare  Transformation,  deren  Determinante  gleich  Eins,  und 
deren  Koeffizienten  rationale  und  ganze  Formen  der  Un- 
bestimmten x^,  .  .  .,Xi_^  sind,  die  {^^''~^^)x  =a  ^^  ®i^®  reguläre 
Form  von  x^^^,  .  .  .,  x^_i  überführt;  und  dieselbe  Transforma- 
tion führt  ^(''-1)  in  eine  reguläre  Form  von  x^^^^,  .  .  .,  x^_^ 
über,  deren  Koeffizienten  rationale  und  ganze  Formen  von 
a?i,  .  .  .,  iPj  sind;  wo  aber  den  getroffenen  Bestimmungen  ent- 
sprechend, der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x^_i  nicht 
teilbar  mod.  (P(^'^)  durch   #(')  sein  kann. 

Da  nun  diese  Transformation  an  der  Problemstellung  und 
auch  an  der  postulierten  Beschaffenheit  der  Formen  ^(''),  .  .  ., 
^(n»-i)  nichts  ändert,  können  wir  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit ^(^-^)  in  dieser  Gestalt  voraussetzen,  und  wenn  wir  die 
Kongruenz 

h  m  —  1 

2  FjXj  +  2  ^^^  Yi  +  ^^'- '^  3^r-i  =  0   (mod.  m,  (PW)) 

schreiben,  genau  so  wie  an  der  eben  angeführten  Stelle  den 
Koeffizienten  Y^_^  endgültig  auf  die  verlangte  Gestalt  bringen. 
An  der  Auflösung  der  vorgelegten  Kongruenz  tritt  hierbei 
nur  die  Änderung  ein,  daß  jetzt  die  „Unbekannten"  ^X^,  A  F^ 
auftreten,  aus  denen  aber  auch  X^,  Y^  sich  unmittelbar  be- 
stimmen lassen,  da  ja  X  eine  Form  von  x^^  .  .  .^  x^^  allein  ist, 
die  mod.  (P^*))  nicht  durch  O^')  teilbar  ist,  wir  es  also  mit 
solchen  Kongruenzen  zu  tun  haben,  in  denen  zwei  von  0 
(mod.  (P(^))j  verschiedene  Koeffizienten  Formen  von  x^y...^x^ 
allein  sind. 

§  18.  Die  arithmetische  Theorie  der  linearen  diophan- 
tischen  Probleme  wird  daher  —  abgesehn  vom  singulären  Falle  — 
vollständig  erledigt  sein,  wenn  wir  noch  die  Kongruenz 

Ä 

^F^  Xj  =  0  (mod.  ^("»-1),  .  .  .,  ^(-),  m,  (PW))      (C) 
auf  eine  solche  zurückführen,  in  der  die  ^  die  zu  Beginn  des 


a 

I 
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§  16  postulierte  Irreduzibilitätseigenscliaft  besitzen.  Denn  man 
gelangt  dann  durch  die  angegebenen  Methoden  schließlich  zu 
r  =  Z  +  1;  iii  welchem  Falle  die  Kongruenz  als  vollständig 
erledigt  angenommen  werden  kann. 

Ist  z.  B.  ^('^  (^  ^  5  ^  m  —  1)  die  erste  Form  in  der  Reihe 
0^^\  .  .  .,  ^('"-1)^  die  für  5  >  r  in  dem  Gattungsbereiche 
({l  —  1),  «j,  .  .  .,  a,_i)  (mod.  (P(*))j  für  s  =  r  im  Gattungs- 
bereiche ((/  —  1),  «;)  (mod.  (P(^))j  nicht  irreduzibel  ist,  so 
möge 

die  Zerlegung  dieser  Größe  in  irreduzible  Faktoren  in  jenem 
Gattungsbereiche  darstellen.  Die  rechts  auftretenden  Nenner 
sind    (mod.  (P^*))j    von    0    verschiedene    rationale    und    ganze 

Formen  von  x^,,.  .  .,  Xj_^f  ^i+u  •  •  •>  ^r-i-  ^^  g^^^  demnach 
eine  ebensolche  rationale  und  ganze  Form  dieser  Unbestimmten, 
die  mit   ^('"-i)  bezeichnet  werden  mag,  so  daß 

^r-i)0is)  ^  ^W0W  .  .  .  (mod.  ^(^-1),  .  .  .,  m,  (PW)) , 

wo  die  0^^\  0^^\  . ..  nach  jener  Substitution  im  Gattungsbereiche 

{{l — 1),  a^,  . . .,  a^_j)  (mod.  (P(^'))j    irreduzible,    rationale    und 

ganze  Formen  von  x^,  .  .  .,  ^i_i,^i+i,  •  .  -,  ^r-i  ^i^^- 

Jede  Lösung  von  (C)  genügt  auch  der  folgenden  Kongruenz: 

A  7»  — 1 

^ F.(^(^-i)x,.)  +  ^  0(0 (?p'(r-i)  y.)  +  0(/) . . .  r,-~  0 

(mod.  0(«-i),  .  .  .,  0W,  m,  (PW))  ^ 
und  es  ist  demnach  für  jedes  entsprechende   Y^ 
f^W  ...  Y) 

durch  ^^(^-*)  teilbar.  Infolge  der  Irreduzibilität  der  ersten 
Faktoren  findet  dasselbe  für  (Y?i^  «  ^  «  ^  „  statt. 
Nach  früher  bewiesenen  Sätzen  (§  9  d.  Kap.  und  Kap.  YII  §  7) 
gibt  es  also  eine  rationale  und  ganze  Form  von  x^,  .  . .,  Xf_i, 
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die   durch  vollständig  erledigte  Methoden  bestimmt  ist,   ^(^-i)^ 
von  der  Beschaffenheit,  daß 

Jede  Lösung  von  (C)   genügt  also  weiter  auch  der  folgenden 
Kongruenz: 


?p-0 


(n  m  —  X  \ 

(mod.  0(*-i),  .  .  .,  ^(^),  0(0,  (PW))  , 


aus  der  in  wiederholter  Anwendung  der  benutzten  Schlußweise 
auch  noch 


h 


m  —  1 


-      "*  i=s-\-l 


(mod.  0(«-i),  .  .  .,  0(^),  m\  (P(*))) 
oder  mit  Berücksichtigung  von  (Cj)  auch 


(C.) 


m  —  1 


^j^^.(?jf(^-i)x.)-f-^o(o(?p-('-i)r.)  +  0W(?p'(^-i)r,)^o 


i=i 


folgt. 


j=Ä-|-i 


(mod.  0(*-i),  .  .  .,  0(-),  0(0,  (P(*))) 


(Ca) 


Die  Lösung  von  Cg  in  Bezug  auf  die  „Unbekannten^^ 
gr(i-i)X^.,  ^('-i)Y;,  ^}^-i)Z,  erfolgt  durch  eine  Kette  von 
Kongruenzen,  in  denen  die  Koeffizienten  der  letzten  Unbekannten 
der  Reihe  nach  0W,  0'^'\  .  .  .  sind,  wo  nun  auch  CD(*^,  0^*),  .  .  . 
die  Irreduzibilitätseigen Schaft  besitzen.  Diese  sind  aber  als  er- 
ledigt zu  betrachten;  hieraus  ergeben  sich  weiter  die  Lösungen 
von  (Cg),  wenn  man  —  durch  gleichfalls  schon  erledigte  Me- 
thoden —   Yg  aus  (C^)  bestimmt. 

Jede  Lösung  von  C  ist  in  den  Lösungen  von  (Cg)  ent- 
halten; soll  umgekehrt  eine  Lösung  von  (Cg)  auch  (C)  ge- 
nügen, so  muß  der  aus  (Cg)  sich  ergebende  Ausdruck 
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Ä  m  —  l 


auch 


=  ^  0W  ü,  +  0W  ü^   (mod.  (P(^-))) 

=  W^'- 1) (^  0W  ü',  +  m  ü^    (mod.  (PW)) 


sein.  Dies  ergibt  durch  bekannte  Methoden  eine  weitere  Be- 
stimmung der  für  die  Lösung  von  (Cg)  nach  beliebigen  Formen 
und  endlich  aus 


(0 


die  Lösungen  von  (C). 


Mit  dem  Vorstehenden  ist  aber  unser  Problem  noch  immer 
nicht  vollständig  abgeschlossen.  Denn  die  Zerlegung  von  0^"^ 
in  irreduzible  Faktoren  0^^\  ...  ist  wohl  erfolgt;  aber  diese 
haben  nicht  mehr  die  vorausgesetzte  Gestalt,  indem  nun  der 
Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x^  nicht  bloß  x^,  ...,  Xi_^f 
sondern  auch  iP^^i,  .  .  .,  oc^_^  enthalten  kann.  Soll  dies  statt- 
finden, so  muß  jedenfalls  r  >  ?  +  1  sein,  und  s  >  r  sein;  da 
aber  andrerseits  l ^  1  ist,  folgt  hieraus  s ^ 4 ;  wegen  s<m  —  1 
kann  dies  also  nur  für  m  >  5  stattfinden. 

Das  Problem  der  homogenen  linearen  diophan- 
tischen  Gleichung  ist  demnach  —  (den  singulären 
Fall  behandeln  wir  in  §  19)  —  auch  für  die  Bereiche 
[[1],  x^y  x^j  ^3]  und  [[1],  x^jX^jX^yX^  vollständig  erledigt. 

Um  nun  zu  den  Fällen,  wo  mehr  als  vier  Unbestimmte 
vorhanden  sind,  aufzusteigen,  sind  die  grundlegenden  Sätze  in 
§  9  entsprechend  zu  verallgemeinern.  Hierzu  bietet  eine  homo- 
gene lineare  Transformation  der  Unbestimmten  X-^,  .  .  .,  it^j.i, 
Xi^^y  .  .  .,  Xj._^y  x^  das  passende  Mittel.  Wenn  auch  das  so 
entstehende  Formensystem  durchaus  nicht  so  einfach  ist,  wie 
in   dem  durchgeführten  Falle,   bleibt  doch   der  Gedankengang 
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im  Wesen  derselbe.  Mit  Rücksicht  auf  die  große  Komplikation 
sehe  ich  von  einer  ausführlichen  Darstellung  ab,  um  so  mehr, 
als  eine  tatsächliche  Anwendung  dieser  Resultate  für  mehr  als 
vier  Unbestimmte  vorderhand  wohl  kaum  in  Aussicht  ge- 
nommen werden  kann. 


Der  singulare  Fall. 

§  19.  Die  Auflösung  der  homogenen  linearen  diophan- 
tischen  Gleichung  wird  immer  durch  eine  endliche  Reihe  von 
Operationen  geleistet  sein,  wenn  wir  dasselbe  noch  für  den 
singulären  Fall 

i.^X+0(— i)r,,_iH \-0^^^Y^+O(-'^Y,=  O  (mod.PW)      (S) 

durchführen,  wo  die  Formen  0  schon  die  §  16  auseinander- 
gesetzte Irreduzibilitätseigenschaft  besitzen*).    Dann  muß  aber 

(i^X).,=  «„,.=  „„...,.„_,  =  „„_,  ^  0   (mod.  (P«)) 

sein,  und  es  gibt  demnach  eine  nach  den  bisherigen  Ausein- 
andersetzungen durch  eine  endliche  Reihe  von  Operationen 
bestimmte  Form  ^(^-^)  der  Unbestimmten  ^i;  •  •  •;  ^;-i>  ^^ 
daß  entweder 

yF{i-i)F=0   (mod.  0('»-i),  .  .  .,  0(^),  m,  (P«))        (a) 

wird,  oder  aber 

?p-0-i)X  =  0  (mod.  ^('«-i),  .  .  .,  ^W,  ^«,  (PW))        (b) 

sein  muß. 

Im  ersten  Falle  kann  aber  auch  die  Darstellung 

yF{i-i)F=  Ö^^_iO('"-i)  -^ h  (^r^^'^)  +  Gi^^'^  (mod.  (P(^-))) 

durch  eine  endliche  Reihe  von  Operationen  wirklich  gegeben 
werden,  und  die  vorgelegte  Kongruenz  ist  mit 


I 


*)  Auch   hier  bezieht  sich  die  Darstellung  explicite  nur  auf  den 
Fall,  wo  die  Anzahl  der  Unbestimmten  nicht  größer  als  vier  ist. 
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+  0{i)(w{i-i) Y,+  G,X)  =  0  (mod. (PW)) 

zugleicli  gelöst.  Diese  ist  aber  für  die  Unbekannten 
5*(^-i)r^_i+  G^_iX,  .  •  .  unmittelbar  gelöst,  weil  die  Koeffi- 
zienten die  Unbestimmte  x^^  überhaupt  nicht  enthalten;  und 
die  sich  weiter  ergebenden  Kongruenzen 

3«'-')r„_,+  (?„_,X  =  ^Äa)D.  (mod.  (P(*))) 

m-'-)Y„_,  +  G^_,X=:S H^W,   (mod.  (P«)) 

bieten  wieder  nur  Probleme  niedrigeren  Ranges,  die  als  er- 
ledigt betrachtet  werden  können.  In  jeder  von  ihnen  findet 
sich  nämlich  eine  neue  Unbekannte,  deren  Koeffizient  nur 
mehr  x^^  .  .  .,  Xi_i  enthält. 

Im  zweiten  Falle  muß  jedenfalls  der  Kongruenz  (b) 
genügt  werden.  Diese  bietet  aber  wieder  wegen  des  Koeffi- 
zienten ^('-1)  von  X  ein  schon  gelöstes  Problem,  d.  h.  es 
ergibt  sich  aus  ihr  jedenfalls  für  X  die  notwendige  Gestalt 

X  =  ^G,U,   (mod.(PW)) 
und  dann 

?p-(^-i)X  =  ^Ö^^^(^-i)  ü,    (mod.  (P«)) , 
wo  aber  nun 

(^^gr(*-i)  =  i2,^^_^0(m-i)_^ [-H,,O('-)  +  H,,0(')  (mod.(PW)) 

sein  muß,  und  die  wirkliche  Darstellung  von  (x,  ^^^"^^  in  dieser 
Gestalt  wieder  durch  Auflösung  von  linearen  diophantischen 
Gleichungen  in  [[1],  x^^  .  .  .,  ^^_i  |  erbracht  werden  kann. 

Die  Kongruenz  (S)  wird  demnach,  wenn  man  noch  den 
Faktor  ^(^-i)  hinzufügt,  was  an  ihrer  Auflösung  nichts  ändert: 

4-  oii)  ( ?p-a  - 1)  r,  +  ^  H^,  Fü,)  =  0  (mod.  (P W)) , 
woraus  wieder  zuerst  die  „Unbekannten" 
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bereclinet  werden  können,  und  dann  weiter  sich,  auf  Grundlage 
von  als  erledigt  anzusehenden  Problemen  niedrigeren  Ranges 
Y^_^y  .  ,  .,  Yjn-iy  ®^^®  immer  engere  Bestimmung  der  U  und 
schließlictL  auch  X  ergibt. 

Besteht  die  Kongruenz  (ß)  nur  aus  zwei  Gliedern,  so  ist, 
wie  schon  früher  zu  Ende  des  §  14  erwähnt  wurde,  diese 
allgemeine  Methode  überflüssig,  und  die  Auflösung  ergibt  sich 
in  elementarer  Weise. 


Neuntes  Kapitel. 
Die  ganzen  algebraischen  Größen*). 


Einleitende  Festsetzungen. 

§  1.  Es  sei  A  ein  beliebiger  orthoider  Bereich,  oder 
aber  der  Bereich  [1].  Unsren  weiteren  Untersuchungen  werde 
wieder  der  Bereich  [A,  ic^,  it^g,  .  .  .,  oo^]  zu  Grunde  gelegt,  d.  h. 
der  Bereich  der  aus  A  entstammenden  orthoiden,  resp.  der 
rationalen  und  ganzen  Formen  von  m  Unbestimmten  %,  . . .,  a?^, 
wo    die    X    neue,    d.   h.    in    der    Definition    des    Bereichs    A 


*)  Die  Grundlage  der  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Größen 
ist  vor  allem  der  Begriff  der  idealen  Größen,  die  E.  E.  Kummer  zuerst 
eingeführt  hat.  („Zur  Theorie  der  complexen  Zahlen",  Journ.  f.  r.  u.  a. 
Mathematik,  Bd.  35. 1847.)  Die  Definition  der  idealen  Größe,  wenn  sie  bei 
Kummer  auch  nur  an  dem  verhältnismäßig  einfachen,  aber  doch  durch- 
aus charakteristischen  Beispiele  der  aus  dem  Probleme  der  Kreisteilung 
entstehenden  algebraischen  Zahlen  erfolgt,  bedeutet  einen  epochalen 
Wendepunkt  in  der  Geschichte  der  Arithmetik.  Die  damit  begründete 
Einsicht  erreicht  aber  ihre  Vollkommenheit  erst  durch  die  in  der  „Fest- 
schrift'' (1882)  entwickelten  Kroneck  ersehen  Methoden,  deren  Wesen 
in  der  Association  neuer  Unbestimmter  beruht.  Auf  diesen  baut  sich 
unsre  Darstellung  auf.  Wie  weit  sie  über  die  „Festschrift"  hinaus- 
geht, wird  später  im  einzelnen  nachzuweisen  sein.  Die  Hauptpunkte  der 
weiteren  Entwicklung  sind  folgende:  Die  im  früheren  gegebene  voll- 
ständige Lösung  der  linearen  diophantischen  Probleme,  die  an  Stelle 
der  begrifflichen  Definition  der  neu  auftretenden  Gebilde  ihre  tatsäch- 
liche Darstellung  setzt;  die  Definition  der  idealen  Größen  als  dem 
gewöhnlichen  Additions-  und  Multiplikationsgesetz  unterworfener  Größen; 
die  dementsprechende  Aufstellung  eines  „Fundamentalsystems"  der 
idealen  ganzen  Größen;  die  Ergänzung  der  Krön  ecke  r sehen  Resultate 


462  IX-    I^ie  ganzen  algebraischen  Grrößen.     §  1. 

nicht  verwendete  Unbestimmte  sind.  Es  entstehen  dadurch 
wieder,  wie  in  den  vorhergehenden  Kapitebi,  zwei  parallele 
Theorien,  die  eine  algebraischen,  die  andere  arithmetischen 
Charakters,  deren  Grundzüge  gemeinschaftlich  vorgetragen 
werden  können;  ein  Umstand,  der  die  ganze  Darstellung  nicht 
nur  kürzer,  sondern  auch  durchsichtiger  gestaltet. 

Wenn  sich  zum  Schluß  die  beiden  Theorien  wieder  trennen, 
erhalten  wir  bei  der  ersten  Annahme  eine  im  Geiste  der  Arith- 
metik gehaltene  Theorie  der  algebraischen  Funktionen,  ins- 
besondere, wenn  in  die  Definition  von  A  keinerlei  Unbestimmte 
eintreten,  die  einer  geometrischen  Interpretation  fähigen  Sätze 
dieser  Theorie.  Die  zweite  Annahme,  A  =  [1],  ergibt  die 
allgemeinsten  Begriffsbildungen  der  reinen  Arithmetik,  die 
große  Schöpfung  Kronecker s,  die  arithmetische  Theorie  der 
algebraischen  Größen. 

Es  seien  -Fq?  ^i;  •  •  •;  -^n  i^'gend  welche  Formen  des  Be- 
reichs [A,  x-j^y  .  .  .,  a;J*),  und  endlich 

eine  in  (A,  rrj, .  .  .,  ic^)  irreduzible  Gleichung.  Adjungiert  man 
dem    Bereiche   (A,  ^r^,  .  .  .,  x^    eine  Wurzel   a  der  Gleichung 

für  jene  natürlichen  Primzahlen,  die  den  Methoden  der  Festschrift  ent- 
gehn;  und  endlich  die  Richtigstellung  der  Kronecker  sehen  Sätze  über 
die  einem  Gattungsbereich  entsprechende  Zerlegung  der  ganzen  Größen 
in  Primideale. 

Die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  hat  —  zeitlich 
viel  früher,  zuerst  in  der  zweiten  Auflage  von  Dirichlets  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie  (1871)  und  in  einer  Reihe  weiterer  glänzender  Ab- 
handlungen —  R.  Dedekind  durch  wohl  weniger  einfache,  aber  um  so 
scharfsinnigere  Methoden  begründet,  die  dann  von  ihm  und  H.  Weber 
„Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen",  Joum.  f. 
r.  u.  a.  Math.,  Bd.  92,  1881)  auf  das  im  Citat  genannte  Gebiet  übertragen 
wurden. 

Diese  Arbeit  behandelt  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen, 
von  den  Zahlenkoeffizienten  abgesehn.  Die  im  vollen  Sinne  des  Wortes 
„arithmetische"  Theorie  der  algebraischen  Größen  ist  Krone ckers 
Schöpfung. 

*)  Es  kann  auch  m  =  0  sein;  in  diesem  Falle  sind  die  F  Größen 
des  Bereichs  A. 
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F{z)  =  0,  so  entsteht  ein  Gattungsbereicli,  der  kurz  mit  F 
bezeichnet  werden  soll.  Der  Gattungsbereich  F  umfaßt  alle 
Größen  von  der  Gestalt: 

wo  G^y  G^y  .  .  .,  G^_^y  H  bis  auf  die  Bedingung  ir=j=0  be- 
liebige Formen  des  Bereichs  [A,  x^y  .  .  .,  x^  sind. 

Die  (auf  die  additive  und  multiplikative  Verknüpfung 
bezüglichen)  ^^Eigenschaften''  des  Gattungsbereichs  F  sind  von 
der  weiteren  Interpretation  der  Größe  a  unabhängig.  Bildet 
man  insbesondere  den  Galois sehen  Bereich  der  Gleichung 
F(3)  =  0,  und  sind  a^,  .  .  .^  a^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
in  diesem  Bereiche,  ferner  J^,  .  .  .,  F^  die  diesen  entsprechenden 
konjugierten  Gattungsbereiche,  so  werden  die  für  a  und  F 
gültigen  Folgerungen  auch  für  irgend  ein  a^  und  J^.  richtig 
bleiben;  und  wir  werden  umgekehrt,  wo  es  sich  um  irgend 
ein  a.  und  F.  handelt,  auch  a  und  F  schreiben  können. 

Die  Größen  des  Gattungsbereichs  F  sind  „in  Bezug  auf 
A"  algebraische,  (wenn  A  =  [1],  absolut  algebraische)  Größen, 
deren  Ordnung  n  oder  ein  Teiler  von  n  ist.  Insbesondere 
sind  die  in  F  enthaltenen  Größen  erster  Ordnung  Quotienten 

c 
von  der  Gestalt  -^ ,  die  wir  auch  als  in  Bezug  auf  [A,  x^,...^  x^ 

rationale  Größen  des  Bereichs  F  bezeichnen  wollen. 

Mit  g(a)  sind  auch  die  Größen  g(cc^),  .  .  .,  ^  (« J  gegeben. 
Es  sei  die  Norm  von  g(a)  durch 

n 

^m.g(a)  =  JJg{a;) 
1=1 

definiert*),  wenn  in  dem  rechts  stehenden  Ausdruck,  der  eine 
symmetrische  Form  von  «^,  .  .  .,  a^^  ist,  die  der  Theorie  dieser 
Formeji  entsprechende  Umrechnung  auf  Grundlage  der  Identität 


*)  Der  Ausdruck  „Norm"   geht  für  den  einfachsten  Fall  der  kom- 
plexen ganzen  Zahlen  noch  auf  Gauß  (1831)  zurück. 
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t  =  i 

stattgefunden  hat. 

Die  Norm  jeder  Größe  des  Gattungsbereichs  F  ist 
eine  rationale  Größe  desselben  Bereichs. 

Für  irgend  eine  dem  Gattungsbereiche  F  entstammende 
Form 

(r) 

(die  U^  sind  wie  früher  verschiedene  Potenzenprodukte  der 
Unbestimmten  u^,  .  .  .,  u^)  definieren  wir  entsprechend: 

Nm.  29r  («)  ü,  =  n29r  («.)  U^ ; 

(r)  /  =  !   (r) 

es  ist  demnach  die  Norm  einer  aus  F  entstammenden  Form 
eine  Form  der  w,  deren  Koeffizienten  rationale  Größen  des 
Bereichs  F  sind. 

Der  Vollständigkeit  wegen  sei  hier  noch  bemerkt,  daß 
immer  Nm.  (AB)  =  Nm.  A  Nm.  B  ist. 

Die  Form  ^g^if^)  TJ^y  die  als  einfachsten  Fall  auch  die 

{r) 

Größen  g{a)  umfaßt,  genügt  der  Gleichung: 
Nm.(^-^^,(c.)£/-\=0. 

\  (r)  / 

Die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  sind  Formen  der  u,  und 
die  Koeffizienten  dieser  Formen  wieder  rationale  Größen  des 
Gattungsbereichs  F. 

Die  Form  Nm.  Iz  —  ^Or  W  ^^  ^^^  entweder  irreduzibel 

in  (KyX^j .  .  .j  x^)j  oder  die  vollständige,  d^^  Potenz  einer  in 
(A,  rr^,  .  .  .,  x^)  irreduzibeln  Form,  wo  d  einen  Teiler  von  n 
bedeutet. 

Ist  nämlich 

Nm.  (0  -  :^g^  («)  ü,)  =  N,  (^)  N,  {,)  ■  ■  -, 
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so  kann  man  voraussetzen,  daß  der  Koeffizient  der  höclisten 
Potenz  von  z  in  'N^iß),  ^^^iß)-,  •••  gleich  Eins  ist,  und  es 
muß  z.  B. 

eine  Wurzel  von  der  Gestalt 

{'■) 

besitzen,  d.  li.  die  Gleichung 

und  die  Gleichung  F(i2)  =  0  haben  eine  gemeinschaftliche 
Wurzel  a^.     Da  aber  F(0)  =  0  irreduzibel  ist,  muß  auch 


JVi(^^,(«,)C/.)  =  0 


f 


sein,    d.h.    der  Gleichung  iV^  (^)  =  0  genügen  alle  ver- 
schiedenen   conjugierten    Werte    von    ^ffri'^i)  ^r    ^^^ 

(r) 

zwar  jeder  als  einfache  Wurzel.     Es  muß  also 
sein,  und  demnach  wird: 


Nm.  (^  -  ^  </r  W  U;j  =  (N,  (,))' 


Die  ganzen  algebraischen  Größen  und  Formen. 

§  2.     Die  rationalen  Größen  des  Gattungsbereichs  JT,  d.  h. 
die  Formenquotienten  ^  genügen  der  Gleichung  ersten  Grades 

Hz—  G  =  0, 

in  der  noch  nach  Entfernung  des  größten  gemeinschaftlichen 
Teilers  von  G  und  H  immer  (G,  H)  '^  1  vorausgesetzt  werden 
kann.  Wenn  nach  dieser  Vereinfachung  H  ^  1  oder  auch 
=  1  geworden,  so  ist  jene  rationale  Größe  eine  Form  des 
Bereichs    [A,  x^^  .  .  .,  ic^J    oder    —    wie    wir   uns    auch    aus- 

König,  algebraische  Gröfien.  30 
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drücken  wollen —  eine  in  Bezug  auf  [A^^^^ ..  .,^J  rationale 
und  ganze  Größe  des  Gattungsbereichs  J".  Ist  (J?,  G)~l 
und  H  nicht  »^  1,  so  kann  dies  selbstverständlicli  nicht  der 
Fall  sein. 

Das  so  für  den  einfachsten  Fall  gewonnene  Einteilungs- 
prinzip kann  unmittelbar  auf  alle  Größen  des  Gattungsbereichs  Fj 
sowie  auch  auf  die  diesem  Gattungsbereiche  entstammenden 
Formen  übertragen  werden. 

Die  Größe  g(a)   und   auch   die  Form  ^Or^'^)  ^r  S^^^^K 

(r) 

wie  wir  sahen,  einer  irreduzibeln  Gleichung  N^  {z)  =  0,  deren 
Koeffizienten  Quotienten  von  Formen  aus  [A,  o^^,  . . .,  x^,  w^,  . . .] 
sind.  Entfernt  man  in  dieser  Gleichung  die  Nenner  und  dann 
auch  den  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  der  als  Koeffizienten 
auftretenden  Formen,  so  entsteht  die  wieder  irreduzible  Gleichung 

Ist  in  dieser  Gleichung  (r^^  1  oder  also  auch 
Gq=  1,  so  soll  die  Größe  g (a)  eine  ganze  algebraische 
Größe  (des  Gattungsbereichs  F),  resp.  die  Form 
^9ri^)  ^r    eine     (dem     Gattungsbereiche    F    entstam- 

mende)  ganze  algebraische  Form  genannt  werden. 
Dabei  ist  immer  (auch  später)  die  nähere  Bestimmung 
„in  Bezug  auf  [A,  x^,  .  .  .,  x^Y  hinzugefügt  zu  denken. 

Um  eine  Größe  des  Gattungsbereichs  F  oder  eine  diesem 
entstammende  Form  als  „ganz"  zu  erkennen,  haben  wir 
den  folgenden,  mit  der  eben  gegebenen  Definition  gleich- 
wertigen Satz: 

Die  Größe  g(a)y  resp.  die  Form  ^^^(«)  U^  ist  dann 

(r) 

und  nur   dann  ganz,   wenn  sie  irgend  einer  Gleichung 

genügt,  in  der  G^,  .  .  .,  G^  dem  Bereiche  [A,  x^,  .  .  .,  x^^ 
resp.  [A,  x^y  .  .  .,  x^^  u^,  .  .  .]  angehörende  Formen  sind. 
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Nach  der  soeben  gegebenen  Definition  der  ganzen  Größen 
und  Formen  ist  diese  Bedingung  jedenfalls  notwendig.  Wir 
erkennen  sie  aber  auch  als  hinreichend,  wenn  wir  bemerken, 
daß  dieselbe  Größe  (oder  Form)  jedenfalls  der  irreduzibeln 
Gleichung 

genügt.  Schreiben  wir  diese  Gleichung  nach  Entfernung  der 
Nenner  in  der  Gestalt 

wo  auch  noch  (H^y  .  .  .,  H^)  r^  l  vorausgesetzt  werden  kann, 
so  muß 

^+  G,g'-'+-  ■  ■  =  (Ä-„Ä-+  •  •  •  +  S,)Ä^+  •  •  •  +  K,) 

sein,  wo  die  H  Formen  des  Bereichs  [A,  ^r^^,  .  .  .,  ic^,  %>  •  •  •] 
sind.     Wäre  nun 

X  =  S 

so  hätte  man,  wenn  (Kq^  .  .  .,  K^)  ^^  D 

gesetzt  wird, 

K{^  +  G,^-'-\-  ■  ■  •)  =  D(S„«^  +  •  •  •) (K,"^  +■■■), 

und  da  die  in  den  Parenthesen  stehenden  Formen  durchweg 
primitiv  sind,  weiter  K<^D,  also  auch  HqKq' ^  1,  und  hier- 
aus endlich,  was  zu  beweisen  war,  auch  IIq<^  1 . 

Hieraus  ergibt  sich  weiter  der  folgende  für  die  Theorie 
grundlegende  Satz: 

Summe,  Differenz  und  Produkt  zweier  ganzer 
algebraischer  Formen  sind  wieder  ganze  algebraische 
Formen. 

In  diesem  Satze  sind  auch  die  ganzen  algebraischen 
Größen  eingeschlossen,  die  als  spezielle  Formen  aufgefaßt 
werden  können.  Für  den  Beweis  können  wir  noch  voraus- 
setzen, daß  die  beiden  Formen  demselben  Gattungsbereiche  F 
entstammen,    da    wir    immer    einen    solchen    Gattungsbereich 

30* 
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konstruieren    können ,    dem    eine    beliebige    endliche     Anzahl ' 
algebraischer  Größen   angehören.     Sind  nun  y,  y"  die  beiden 
ganzen  algebraischen  Formen,  so  hat  man  nur  die  Gleichungen 

niJi^  -  ?;  ±  vH  =  0,  nn  (^  -  virn = o 

zu  bilden  und  erkennt  unmittelbar,  daß  der  Koeffizient  der 
höchsten  Potenz  von  ^  gleich  Eins  ist,  während  die  übrigen 
Koeffizienten  dem  Bereiche  A  entstammende  Formen  der  x 
und  u  sind.  Denn  sie  sind  symmetrisch  in  den  7/  einer- 
seits und  den  yj'  andrerseits  und  können  demnach  so 
geschrieben  werden,  daß  sie  aus  A  entstammende  Formen  der 
X,  u  und  der  elementaren  symmetrischen  Formen  der  y.'  und 
yj'  werden,  wo  die  letzteren  aber  der  Annahme  nach  wieder 
Formen  aus  [A,  a^^,  .  .  .,  ^^,  m^,  .  .  .]  sein  müssen. 

§  3.  Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ist  jede  Form, 
deren  Koeffizienten  ganze  Größen  aus  F  sind,  eine  ganze 
algebraische  Form.    Es  findet  aber  auch  das  Umgekehrte  statt. 

Die  Koeffizienten  jeder  dem  Gattungsbereiche  F 
entstammenden  ganzen  algebraischen  Form  sind  ganze 
algebraische  Größen  aus  F. 

Ist  dies  bewiesen,  so  können  wir  die  „ganzen  algebraischen 
Formen"  —  in  voller  Übereinstimmung  mit  der  bisherigen 
Anwendung  solcher  adjektivischer  Bezeichnungen  —  geradezu 
als  solche  Formen  definieren,  deren  Koeffizienten  ganze  alge- 
braische Größen  sind. 

Für  den  Beweis  des  Satzes  schreiben  wir  die  im  Sinne 
der  ursprünglichen  Definition  als  ganz  angenommene  Form  O 
nach  Potenzen  einer  Unbestimmten  geordnet: 

Sie  genügt  der  Gleichung 

Nm.  (^—  0)  =  0, 
in  welcher  der  Koeffizient  von  ^"  gleich  Eins,  die  übrigen  Koeffi- 


I 
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zienten  der  Annalime  nach  Formen  aus  [A,  x^y...^  x^j  u^y  Wg, . . .] 
sind.  Die  u^  nicht  enthaltenden  Glieder  besitzen  dieselbe 
Eigenschaft  und  ergeben  unmittelbar  die  linke  Seite  der 
Gleichung 

Nm.(«-O„)  =  0, 

der  die  Größe  O^  genügt.     Es  ist  also   Q^  und  damit  auch 

0  —  00  =  ««1  (^1  +  ^2^1  H ) 

eine  ganze  algebraische  Form.     Diese  genügt  der  Gleichung 

Nm.  {z  —  u^  (Ol  +  ^2^1  >, ))  =  0 

oder  in  ausgeschriebener  Gestalt 

-^"+  TFi^^-^H h  W^=Oy 

wo  man  unmittelbar  sieht^  daß  W^  eine  durch  u[  teilbare 
Form  aus  [/Ky  x^,  .  .  .y  x^y  u^,  .  .  .]  ist.     Es  genügt  also 

der  Gleichung 

und  ist  demnach  auch  eine  ganze  Größe.  Die  Wiederholung 
dieser  Schlüsse  zeigt,  daß  der  Reihe  nach  auch  O^,  O^j  •  •  • 
ganze  algebraische  Formen  sind,  die  aber  ebenso  wie  Qq  die 
Unbestimmte  %  nicht  mehr  enthalten.  Der  Satz  gilt  also  für 
Formen  von  m  Unbestimmten,  wenn  er  für  Formen  von  m  —  1 
Unbestimmten  richtig  ist.  Da  aber  für  Formen  einer  Un- 
bestimmten die  durchgeführten  Schlüsse  die  Koeffizienten 
geradezu  als  ganze  algebraische  Größen  aus  F  ergeben,  ist 
unser  Satz  in  der  Tat  allgemein  gültig. 

Die  ganzen  algebraischen  Größen  des  Gattungs- 
bereichs r  bilden  einen  echten  holoiden  Bereich,  den 
wir  mit  [F]  bezeichnen;  denn  er  genügt  der  in  Kap.  I.  §  4 
gegebenen  Definition  und  enthält  keine  Größe  erster  Ordnung 
dieses  Bereichs,  die  nicht  auch  ganz  ist.  —  Ausgenommen  ist 
nur  der  triviale  Fall,  wo  A  ein  orthoider  Bereich  und  keine 
Unbestimmten  auftreten.  (Siehe  diesbezüglich  den  Schluß 
von  §  4). 
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Die  dem  Gattungsbereiche  F  entstammenden 
ganzen  algebraischen  Formen  sind  demnach  die  dem 
Bereiche  [FJ  entstammenden  Formen;  ihre  Gesamtheit 
bildet  einen  echten  holoiden  Bereich,  der  mit  [FJ^,  bezeichnet 
werden  soll. 


Die  primitiven  ganzen  algebraischen  Formen. 

§  4.  Der  soeben  definierte  echte  holoide  Bereich  [F] 
ist  nur  in  den  allereinfachsten  Fällen  ein  vollständiger  Bereich. 
(Siehe  die  Anmerkung  zu  §  7.) 

Fällt  aber  der  Begriff  des  größten  gemeinschaftlichen 
Teilers  fort,  so  kann  auch  die  Definition  der  primitiven  Formen 
in  Kap.  III.  §  9  nicht  mehr  aufrecht  erhalten  bleiben.  An 
Stelle  derselben  tritt  nun  die  folgende*): 

Eine  dem  Bereiche  [F]  entstammende  Form  ^ 
heißt  primitiv  (oder  eine  Einheitsform),  wenn  Nm.  0 
eine  primitive  Form  der  Unbestimmten  u^,  .  .  .  ist. 
Dabei  ist  —  was  wieder  ein  für  allemal  bemerkt  werden  soll  — 
Nm.  O  als  dem  Bereiche  [A,  rr^,  ...,  x^^]  entstammende  Form 
zu  betrachten. 

Für  die  Form  Nm.  0,  deren  Koeffizienten  dem  vollstän- 
digen holoiden  Bereiche  [A,  rr^,  .  .  .,  x^  angehören,  bleibt 
die  frühere  Definition  bestehn. 

Daß  diese  Definition,  sobald  [F]  ein  vollständiger  holoider 
Bereich  ist,  mit  der  früheren  übereinstimmt,  ist  unmittelbar 
einzusehn.  Denn  Nm.  0  wird  in  diesem  Falle  dann  und  nur 
dann  primitiv  sein,  wenn  dies  für  die  Faktoren  ^j,  d>2;  •  •  •;  ^n 
der  Fall  ist.  Dann  sind  aber  d^,  .  .  .,  d„  (die  größten  gemein- 
schaftlichen Teiler  der  Koeffizienten  von  4>i,  .  .  .,  0^)  auch 
konjugierte  Größen.  Aus  d^  ^^  1  oder  ^i  ^i  =  1  folgt  aber  auch 
^2^2=  1  ^^^  ^2"^  1  ^-  s-  ^-  ^0^  ^®^  Größen  d  sind  also  alle, 
oder  keine  einzige  ~  1 .  Andrerseits  ist  aber  der  größte  ge- 
meinschaftliche Teiler  der  Koeffizienten  von  Nm.  0  geradezu 


*)  Kronecker,  Festschrift,  §  15. 
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^  ^^^2  .  .  .  d„,  also  im  ersten  Falle  ^  1  und  im  zweiten  Falle 
nicht  ~  1,  denn  aus  d^  .  .  .  d^  ~  1  würde,  da  ^2  •  •  •  ^«  ganz 
und  auch,  eine  Größe  des  Bereichs  F^  ist,  ^^  ~  1  folgen. 

Für  die  so  erweiterte  Definition  der  primitiven  Form  gilt, 
wie  unmittelbar  zu  sehn,  der  Fundamentalsatz: 

Das  Produkt  primitiver  Formen  ist  wieder  eine 
primitive  Form. 

Dabei  sind  immer  dem  Bereiche  [F]  entstammende  Formen, 
zu  verstehn.   Man  hat  dann  noch  den  weiteren  wichtigen  Satz*): 

Ist  0  eine  primitive  ganze  algebraische  Form  von 
Wj,  Wg;  •  •  j  '^  eine  beliebige  ganze  algebraische  Form, 
ferner  X  eine  ganze  algebraische  Form,  welche  die 
Unbestimmten  u  nicht  enthält,  so  kann  0^F  nur  dann 
durch  X  teilbar  sein,  wenn  schon  ^durch  X  teilbar  ist. 

Aus  der  Voraussetzung 

OW=XH, 

wo  nun  auch  H  eine  ganze  algebraische  Form  ist,  folgt 

0{Xz  —^)  =  X(00  —  B) 

und  demnach  auch 

Nrn.  Q  Nm.  {Xz  —  W)  ==  Nm.  X  Nm.  (0z  —  H) . 

Dann    muß    aber,    weil    Nm.  O   primitiv   ist,    Nm.  (Xz  —  W) 
durch  Nm.  X  teilbar  sein. 
Es  ist  also 

Nm.  (.  -  I) 

eine  Form,  deren  Koeffizienten  dem  Bereiche  [A,  ^r^,  .  .  .,  x^ 

angehören,  und  es  ist  darin  der  Koeffizient  von  z^  gleich  Eins. 

Da   weiter    in   O  nur  die  Unbestimmten  w^,  i^g,  .  .  .   ent- 

halten  sind,  muß  jedenfalls  -^  eine  Form  der  in  5^  enthaltenen 


*)  Kronecker,  Festschrift,  §  15. 
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weiteren  Unbestimmten  v^,  .  .  .  sein,  vorläufig  allerdings  nur  in 
dem  Sinne,  daß  die  Koeffizienten  noch  den  Nenner  ^  mit 
den  Unbestimmten  u  enthalten  können.  Da  aber  dieselbe 
Form  resultiert,  wenn  man  nach  dem  gewöhnlichen  Divisions- 

verfahren  -^  =  ^    bildet,    sieht  man,    daß    die   wirklich   auf- 

tretenden  Nenner    die  Unbestimmten    u  auch  nicht   enthalten 

•qs 

können.  Es  ist  also  -^  jedenfalls  eine  algebraische  Form  der 
li  und  V,  und  da  sie  endlich  der  Gleichung 


Nm.(.-|)=0 


genügt,  nach  den  für  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  statuierten 
Eigenschaften  auch  eine  ganze  algebraische  Form,  w.  z.  b.  w. 


Die  beiden  Fälle,  wo  A  einen  orthoiden  Bereich  oder 
aber  den  Bereich  [1]  bedeutet,  gestatteten  bisher  eine  völlig 
gleiche  Behandlung.  Um,  wo  dies  notwendig  scheint,  bei  der 
Trennung  beider  Fälle  eine  kürzere  Ausdrucks  weise  zu  ge- 
winnen, werden  wir  jene  Größen  und  Formen,  bei  deren  De- 
finition ein  orthoider  Bereich  A  zu  Grunde  liegt,  als  relativ 
ganze,  (in  Bezug  auf  A  ganze)  Größen  und  Formen  be- 
zeichnen und  im  Gegensatze  hierzu,  wenn  A  =  [1]  ist,  von 
absolut  ganzen  Größen  und  Formen  sprechen. 

Selbstverständlich  hat,  wenn  A  ein  orthoider  Bereich  ist, 
nur  der  Fall  ein  Interesse,  wo  Unbestimmte  x^,  x^^  .  .  .  wirk- 
lich auftreten;  ist  m  =  0,  so  wird  in  dem  A  entstammenden 
Gattungsbereiche  jede  Größe  ganz  zu  nennen  sein,  und  die 
Theorie  der  ganzen  Größen  verliert  ihren  Inhalt. 

§  5.     Es  seien 

«Q,  cx^j  a^y  ... 

irgend  welche  Größen  des  Bereichs  [F], 

ü*.,   ü»,,   ^K,  ■  ■  ■ 
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irgend  welche  verschiedene  Potenzprodukte  der  Unbestimm- 
ten u^y  U2,  .  .  .,  also  ^  cCr^r  ^^^^  ^®^  Bereiche  [r]  entstam- 

(r) 

mende  ganze  algebraische  Form,  für  die  wir  noch  die  kurze 
Bezeichnung  a^^  einführen.  Dann  ist  Nm.  a^  eine  dem  Be- 
reiche [^,  x^,  .  .  .,  rrj  entstammende  Form  der  u.  In  dieser 
Auffassung  ist  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  der  Koeffi- 
zienten   in  Nm.  a^    eine   Größe    des   Bereichs   [A,  x^,  .  .  .,  x^]y 

und  wenn  wir  diese  Größe  mit  D  bezeichnen,  — ^"  eine  dem 

Bereiche   [A,  rr^,  .  .  .,  a^J    entstammende  primitive   Form,    die, 

in   völlig   bestimmter  Weise    aus    a^   hergeleitet,    als    „Form 

von  ccj^"^)  '    ■ 

^  Nm.  cc,. 

Fm.  a..  =  — ^FT-^* 


bezeichnet  werden  soll. 

Bei  der  hieraus  resultierenden  Darstellung  von  Nm.  a^ 
=  D  Fm.cc^  ergibt  sich  nun  der  merkwürdige,  für  Kroneckers 
arithmetische  Theorie  der  algebraischen  Größen  grundlegende 
Satz,  daß  nur  Fm.  a^  von  der  Wahl  der  Potenzpro- 
dukte Z7  abhängt,  während  die  Größe  Z)  für  alle  irgend- 
wie aus  sämtlichen  Koeffizienten  a  aufgebauten 
Formen  im  Sinne  der  Äquivalenz  unveränderlich 
(invariant)  ist,  d.  h.  durch  den  Größenkomplex  («o,  c^^,  .  .  .) 
bestimmt  wird. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  seien 

ßoy  A?  ft?  •  •  • 

die  Koeffizienten  a  in  irgend  einer  beliebig  geänderten  Reihen- 
folge, femer 

V     V     V 

irgend  welche  wieder  verschiedene  Potenzprodukte  der  Un- 
bestimmten v^,  V2,  .  .  .f  wo  die  V  zum  Teile  oder  ganz  mit  den 
früher  gebrauchten  u  übereinstimmen,   oder  von  diesen  auch 


*)  Kronecker,  Festschrift,  §  14. 
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durchweg  verschieden  sein  können.  Aus  diesen  Größen  bilden 
wir  die  Form 

(») 
Dann  ist  nachzuweisen,  daß,  wenn  man  wieder 
Nm.  ß^  =  D'  Fm.  ß^ 

setzt,  D'  ^  D  ist. 

Es  ist,  ausführlich  geschrieben,  gemäß  der  Definition  der 
Norm 

wählt  man  nun  aus  jeder  Form  /3J^*^  einen  beliebigen  Koeffi- 
zienten /3jf.  und  bildet  das  Produkt 

wo  die  Indices  ^^,  ^g?  •  •  «j  /*«  ganz  unabhängig  voneinander 
gewählt  werden  können,  so  genügt  jede  Größe  7t^^  nach  dem 
Kronecker  sehen  Fundamentalsatze  (Kap.  III.  §  7)  einer  Iden- 
tität von  der  Gestalt: 

;r;  +  Jt"  «;-'  +  ••■  +  4"'  =  0 ,  ^ 

wo  ^[f")  eine  rationale  und  ganze  homogene  Form  h^^^  Dimen- 
sion der  in  Nm.  ß^  auftretenden  Koeffizienten  ist.  Dabei  ist 
Nm.  ß^  als  dem  Bereiche  [A,  x^,  .  .  .,  rrj  entstammende  Form 
der  V  aufzufassen.  Den  größten  gemeinschaftlichen  Teiler 
dieser  Koeffizienten  haben  wir  oben  mit  B'  bezeichnet,  und 
es  ist  demnach  A\^''>  durch  D'*  teilbar.  Jene  Identität  kann 
aber  auch 

geschrieben   werden    und    zeigt   in  dieser   Gestalt  unmittelbar, 

daß  ^   eine  ganze  Größe  ist. 

Nun  ist  aber  jeder  Koeffizient  in  Nm.  a^,  als  Form  der  u, 
eine  Summe  von  Größen  ut  ,  also  auch  durch  D'  teilbar,  und 
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demnach  B'  ein  Teiler  von  2),  dem  größten  gemeinschaftlichen 
Teiler  der  Koeffizienten  von  Nm.  a^.  Genau  dieselben  Schlüsse 
gelten  aber  auch,  wenn  man  die  Rollen  der  Formen  a.^^  und 
ß^  miteinander  vertauscht;  es  ist  also  auch  D  ein  Teiler  von 
D'  und  demnach,  wie  zu  beweisen  war*), 

B  ^  B\ 

§  6.  Die  aus  der  Form  a^  hergeleitete  primitive  Form 
Fm.  a^^  besitzt  noch  weitere  wichtige  Eigenschaften,  die  als 
Vorbereitung  für  die  Theorie  der  Teilbarkeit  in  [F]  hier  dar- 
zulegen sind.  Diese  sind  in  den  beiden  folgenden  Sätzen 
ausgedrückt. 

I.  Sind  a^  und  ß^  zwei  —  im  früher  erörterten 
Sinne  —  aus  derselben  Koeffientenreihe  aufgebaute 
Formen,  so  ist  /3^  Fm.  «^  in  [F]^  durch  a^  teilbar,  d.h. 
es  gibt  eine  dem  Bereiche  \r~\  entstammende  ganze 
algebraische  Form  y^^  für  die 

ist. 

Man  bestimmt  nämlich  y^  als  ganze  algebraische  Form 
einfach  durch  die  Bemerkung,  daß 

^v  Fm.  ^^  ^    1    ^    Nm  a^ 
et  D  ^^       a 

in  der  Tat  eine  ganze  Form  sein  muß.  Es  ist  dieser  Quotient, 
ausführlich  geschrieben: 

und   hierin   wird   der  Koeffizient  jedes  Potenzproduktes  V^  U^ 


*)  Die  mehrfach  hervorgehobenen  Schwierigkeiten,  die  sich  dem 
Verständnisse  des  §  14  der  Krön  eck  er  sehen  Festschrift  entgegen- 
stellen, werden  durch  Voranstellung  des  hier  citierten  Fundamental- 
satzes und  den  hier  selbständig  gefaßten  Folgesatz  desselben  in 
elementarer  Weise  gehoben.  (Siehe  die  Anmerkungen  zu  Kap.  El. 
§  4  und  5.) 
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eine  Summe  von  Größen  n  (wo  die  n^^  die  in  §  5  festgesetzte 
Bedeutung  haben)  und  ist  also  in  der  Tat  durcli  Z)  teilbar. 

IL  Ist  O  eine  beliebige,  und  E  eine  primitive 
Form  aus  [F]^,  ferner  ^E  durch  a^  teilbar,  so  ist  auch 
0Fm. or^  durch  a^  teilbar. 

Die  Voraussetzung  unsres  Satzes  wird  durch  eine  Identität 

OE=a^^f 

ausgedrückt,  wo   W  eine  Form  des  Bereichs  [r\  ist. 

Ist  nun  ß^  wieder  eine  aus  der  Koeffizientenreihe  von  a^^ 
aufgebaute  Form,  wo  aber  nun  die  v  neue,  von  den  in  den 
gegebenen  Formen  auftretenden  Unbestimmten  verschiedene 
Unbestimmte  sein  sollen,  so  hat  man  nach  (I.) 

also 

und,  da  ß^  eine  Form  ist,  die  keine  der  in  der  primitiven 
Form  E  auftretenden  Unbestimmten  enthält,  nach  dem  am 
Schlüsse  von  §  4  bewiesenen  Satze,  auch  schon  0  Fm.  ß^  durch 
ß^  teilbar,  d.  h. 

^Fm./3,=  ^,y;. 

Ist  a^,  jene  Form,  die  aus  a^  entsteht,  wenn  man  an 
Stelle  der  Unbestimmten  w^,  u^,  ...  wieder  die  neuen 
Unbestimmten  w^',  ti^,  . .  .  setzt,  so  ist  nach  (I)  wieder 

also  O  Fm.  ß^  Fm.  a^,  durch  a^,,  oder  endlich,  da  die  primitive 
Form  Fm.  ß^  keine  der  Unbestimmten  u  enthält,  wieder  nach 
§  4  auch  schon  O  Fm.  a^,  durch  «^,  teilbar.  Das  ist  aber 
der  ausgesprochene  Satz,  in  dem  nur  für  die  Unbestimmten 
u^,  u^j  ...  die  Zeichen  %',  ^fg'?  •  •  •  gesetzt  sind. 

Die  Association  der  idealen  Größen. 

§  7.  Die  in  diesem  Kapitel  definierten  echten  holoiden 
Bereiche   [F]   und  [P]^   sind  im   allgemeinen,   d.  h.   mit  Aus- 
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nähme  sehr  spezieller  Fälle,  niclit  vollständig*).  Es  entsteht 
dadurch  eine  neue,  formell  und  materiell  gleich  wichtige  Frage- 
stellung, die  schon  in  Kap.  III.  §  13  gestreift  wurde.  Der 
Bereich  [F]  soll  dergestalt  zu  einem  vollständigen 
holoiden  Bereiche  erweitert  werden,  daß  nicht  nur 
die  auf  die  additive  und  multiplikative  Verknüpfung, 
sondern  auch  die  auf  Teilbarkeit  bezüglichen  Eigen- 
schaften der  sämtlichen  in  [F]  enthaltenen  Größen  in 
dem  zu  bildenden  neuen  Bereiche  erhalten  bleiben. 
Genauer  ausgedrückt:  Sind  a,  /3,  7^,  .  .  .  irgend  welche  Größen 
aus  [F],  so  soll  es  in  dem  neuen  erweiterten  Bereiche  Größen 
geben,  für  die  man  die  Symbole  0:,  /3,  j^,  .  .  .  so  benutzen  kann, 
daß  die  Beziehungen  cc  -\-  ß  =  y  oder  aß  =  y  immer  nur  in 
beiden  Bereichen  zugleich  gültig  sind,  und  ebenso  immer 
in  beiden  Bereichen  zugleich  a  durch  ß  teilbar  oder  nicht 
teilbar  ist. 

Selbstverständlich  muß  bei  diesen  Bedingungen  auch  der 
erweiterte  Bereich  ein  echter  holoider  Bereich  sein,  und  die 
bisher  näher  untersuchten  Fälle  einer  solchen  Erweiterung  des 
Bereichs  [FJ,  der  zugeordnete  orthoide  Bereich  (F),  sowie  die 
diesem  entstammenden  Gattungsbereiche  genügen  diesen  For- 
derungen nicht. 


*)  Ist  z.  B.  r  der  aus  (1)  durch  Adjunktion  einer  Wurzel  der 
Gleichung  x^  -\-  6  =  0  entstandene  Gattungsbereich,  so  sind  die  Größen 
dieses  Bereichs  r  -{-  s  )/ —  5 ,  wo  r  und  s  Zahlen  aus  (1)  bedeuten.  Soll 
nun  r  -f-  s}/ —  5  eine  absolut  ganze  Größe  sein,  so  muß  auch  r  —  sY —  5  , 
also  ferner  2r  und  2  s|/ —  5 ,  sowie  20  s^  ==•  5  •  (2  s)^  und  schließlich  2  s 


ganz  sein.     D.  h.  jene  Größe  r  -f-  «V —  5  uauß  die  Gestalt       '     ^ 

a^  _i_  552 
haben,  wo  a  und  b  Zahlen  aus   [1]   sind.     Dann  muß  wieder   — ^ 

a*  +  fe* 
und  auch ganz  sein.     Dies  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn 

a  und  b  gerade  sind.  In  unserem  Beispiele  ist  also  der  Bereich  [F]  der 
in  Kap.  I.  §  8  mit  [}/ —  ö]  bezeichnete  Bereich  und,  wie  dort  gezeigt 
wurde,  nicht  vollständig. 
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Die  Gesamtheit  der  Quotienten  — ,  wo  y^  eine  be- 

liebige  Form  aus  [F]^  und  e^  eine  beliebige  primitive 
Form  (Einheitsform)  desselben  Bereichs  bedeutet, 
gibt  in  einfachster  Weise  einen  Bereich,  der  den  so- 
eben aufgestellten  Bedingungen  in  sämtlichen  Stücken 
genügt.  Dabei  soll  —  was  wohl  natürlich,  aber  nicht  selbst- 
yerständlich  ist  —  die  Addition  und  Multiplikation  in  diesem 
Bereiche  durch 

7'u'     I     YÜ"  ^Yu'^v"  +  y'Ü"^'v' 

I  II  I  If 

Yu'  Yu"  __  Yu'  Yu'' 

definiert  sein,  also  sich  genau  nach  den  im  orthoiden  Bereiche 
([J^Jw)  gültigen  Gesetzen  vollziehen. 

Es  sind  nun  die  den  aufgestellten  Forderungen  entsprechen- 
den Eigenschaften  des  so  definierten  Bereichs  nachzuweisen, 
der,  um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  mit  [@]  bezeichnet 
werde.      Nach    der    Definition    dieses    Bereichs    besitzen    die 

ihm    angehörenden    Größen    alle    für    die    Quotienten    —   nach 

den  Regeln  der  elementaren  Algebra  bestehenden  Eigenschaften 
und  bilden,  da  das  Produkt  primitiver  Formen  wieder  eine 
primitive  Form  ist,  jedenfalls  einen  holoiden  Bereich.  Es  ist 
aber  auch  [^]  ein  echter  holoider  Bereich,  da  z.  B.  die 
Gleichung  2x  =  1  in  [#]  keine  Lösung  besitzt.  Im  ent- 
gegengesetzten Falle  müßte  eine  Beziehung  2  ^/^^  =  t^  existieren, 
und  das  ist  unmöglich,  da  sonst  die  Norm  der  primitiven 
Form  fj,  durch  2  teilbar,   also  nicht  primitiv  wäre. 

Die  Einheiten  des  Bereichs  [05]  sind  die  Größen 
von   der  Gestalt   -^ ^  wo  auch  der  Zähler  s'u  eine  primi- 

tive  Form  ist.  Da  auch  -^  dem  Bereiche  [®]  angehört, 
sind  die  so  definierten  Größen  jedenfalls  Einheiten;  aber  auch 
nur  diese,   denn  es  muß,  wenn  —  eine  Einheit  sein  soll,  eine 

I  '" 

zweite  Größe   ^  von  der  Beschaffenheit  geben,  daß 
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wird.    Daraus  folgt  aber,  daß  Nm.  7^  Nm.  yj^,,  also  auch  Nm.7^ 
und  endlich  y^  primitiv  ist. 

Daß    der   Bereich    [^]    ein    vollständiger    holoider 
Bereich    ist,    weisen   wir   einfach    in    der  Weise    nach,    daß 


wir  für  zwei  beliebige  Größen   des  Bereichs,    -r-  und  -~    in 

der  Tat  eine  solche  Größe  des  Bereichs  [(i]  bilden,  die  im 
Sinne  der  Definition  in  Kap.  I.  §  6  ihr  größter  gemeinschaft- 
liche Teiler  ist. 

Es  seien  a^j  a^,  .  .  .  die  Koeffizienten  der  Form  a^,  und 
ebenso  a^',  a^' ,  .  .  .  die  Koeffizienten  von  a^,,-  Es  bezeichne 
femer  y^  eine  aus  den  Koeffizienten  von  ä^,  und  a^,,  aufgebaute 
Form,  in  der  aber  auch  alle  diese  Koeffizienten  wirklich  zur 
Verwendung  kommen,  d.  h. 

(r)  (s)  ' 

wo  die  W  und  W"  durchweg  verschiedene  Potenzprodukte 
der  Unbestimmten  w^,  w^^  .  .  .  bedeuten.  Dann  ist,  wenn  man 
die  ursprüngliche  Bezeichnung  für  den  größten  gemeinschaft- 
lichen Teiler  anwendet: 


wo    statt    T^y,   jede    mit    y^    äquivalente    Größe    y^  -^    gesetzt 
werden  kann*). 

Aus    den   Koeffizienten   von    ä^,   und   d'^,,   bilden   wir    die 
lineare  Form 

mit  den  neuen  Unbestimmten  ^',  t";   dann  ist  nach  Satz  (I.} 
in  §6 


*)  Um  die  Bedeutung  des  Zeichens  ^^o  nicht  zu  verrücken,  ist  dabei 
noch  zu  bemerken,  daß  die  in  der  Parenthese  stehenden  Größen  selbst 
dann,  wenn  z.  B.  s[,f  =  1,  nicht  etwa  als  Formen,  sondern  als  einheit- 
liche Zeichen  für  Größen  aus  [®]  aufzufassen  sind. 
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(^  K  K  +  ^  K  K\  F"^-  y^.  =  Vw  y'w ; 

V  (r)  (6-)  / 

wo  y'^,  wieder  eine  Form  aus  [F]^  bedeutet.  Da  die  t  neue 
Unbestimmte  sind,  stehn  in  dieser  Identität  rechts  und  links 
lineare  Formen  der  t,  und  man  hat,  wenn  man  die  Koeffizienten 
der  t  vergleicht,  für  jedes  a  eine  Identität  von  der  Gestalt 

also    geradezu    einen    Ausdruck    der  Tatsache,    daß    cc    in  [^] 

durch  y^  teilbar  ist,  da  ja  ^'^^"     eine  Größe  des  Bereichs  [#J 

ist.     Dasselbe  ist   dann  auch  für  a'^,  und  a'^„  und  endlich  für 

die    mit    ihnen    äquivalenten    Größen    ^    und    -—    der   Fall. 

D.  h.  y^  ist  jedenfalls  ein  gemeinschaftlicher  Teiler  dieser 
Größen. 

Es  ist  endlich  y^  der  gesuchte  größte  gemeinschaftliche 
Teiler,  wenn  jeder  Teiler  von  a'^,  und  a^„  auch  ein  Teiler 
von  y^  ist*).  Um  dies  nachzuweisen,  bemerken  wir  zuerst, 
daß  in  Wiederholung  der  soeben  angewandten  Schlußweise 
nach  §  6  auch  eine  Identität 


{^<t;) 


Fni.<.  =  a,,^, 


besteht  und  aus  dieser,  genau  wie  früher,  folgt,  daß  jeder 
Koeffizient  a  durch  a^,,  also  auch  durch  jeden  Teiler  von 
a'^,  teilbar.  Es  sind  also  die  Koeffizienten  a  und  a'  durch 
jeden  gemeinschaftlichen  Teiler  von  a'^,  und  a^„  teilbar,  und 
dasselbe  gilt  für  die  Größe  y.^  in  [0^].  Damit  ist  nicht  nur 
bewiesen,  daß  der  Bereich  [d]  ein  vollständiger  ist,  sondern 
auch   ein  Verfahren    erlangt,    den    größten  gemeinschaftlichen 


*)  Der  Kürze  wegen  sind  hier  die  im  Zähler  stehenden  Formen 
statt  der  mit  ihnen  äquivalenten  Quotienten  geschrieben,  was,  wenn 
wir  nur  nicht  vergessen,  daß  die  Teilbarkeit  in  [®»j  zu  verstehn  ist,  an 
der  Richtigkeit  oder  Allgemeinheit  der  ausgesprochenen  Tatsachen 
nichts  ändert. 
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Teiler    zweier    Größen    des    Bereichs    in   fertiger    Gestalt    un- 
mittelbar zu  bilden*). 

§  8.  Die  Größen  des  Bereichs  [^]  gehören  entweder 
schon  dem  Bereiche  [F]  an,  oder  sie  sind  neue,  dem  Bereiche 
[F]  associierte  Größen,  wenn  wir  unter  Association  eben 
eine  den  jetzt  gestellten  Bedingungen  entsprechende  Erweiterung 
des  gegebenen  Bereichs  verstehen**).  (Ähnlich  war  früher  die 
Adjunktion  eine  solche  Erweiterung  eines  gegebenen  holoiden 
Bereichs,  bei  welcher  gleichfalls  die  Regeln  für  die  additive 
und  multiplikative  Verknüpfung  der  ursprünglichen  Größen 
ungeändert  bleiben,  weiter  aber  noch  eine  Reihe  von  im  ur- 
sprünglichen Bereiche  unlösbaren  Gleichungen  nun  lösbar  wird). 

Eine  Größe,  die  dem  Bereiche  [#]  angehört,  soll  als 
ideale  Größe  des  Bereichs  [F]  bezeichnet  werden;  es  ist 
dies  eine  nicht  ganz  genaue,  aber  bequeme  Ausdrucks  weise, 
die  sich  auch  in  andern  mathematischen  Disziplinen  wieder- 
findet. (So  spricht  man  z.  B.  von  den  imaginären  Punkten 
einer  Geraden  u.  s.  f.).  Die  ideale  Größe  des  Bereichs  [F] 
im  weiteren  Sinne  des  Wortes  kann  auch  eine  Größe  sein,  die 
die  dem  Bereiche  [F]  „wirklich^^  angehört;  ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  ist  sie  eine  ideale  Größe  im  engeren  Sinne  des  Wortes. 

*)  Der  Beweis  dafür,  daß,  wenn  a  und  ß  Größen  des  Bereichs  [F] 
sind,  a  durch  ß  auch  in  [®J  nur  dann  teilbar  ist,  wenn  dies  schon  in 
[F]  der  Fall  war,  mag  noch  in  einigen  Worten  ausgeführt  werden.  Ist 
a  durch  ß  in  [45]  teilbar,  so  ist  cc  Fm.  ß  durch  ß  in  [Fj^^  teilbar;  nun 
ist  aber  Fm.  ^  =  1,  also  muß  a  durch  ß  in  [r]^^  und  demnach  auch 
schon  in  [F]  teilbar  sein. 

**)  Daß  die  hier  associierten  Größen  „Größen"  im  vollen  Sinne  des 
Wortes  sind,  d.  h.  sowohl  die  Addition,  wie  die  Multiplikation  gestatten, 
und  nicht  bloß  die  letztere,  wie  in  Dedekinds  Theorie  der  Ideale 
und  Kroneckers  Darstellung,  halte  ich  für  einen  nicht  bloß  formalen 
Fortschritt  in  der  auf  die  Erhaltung  des  DivisorenbegriflFs  abzielenden 
mathematischen  Begriifsbildung.  (Siehe  hierauf  bezüglich  die  Anmerkung 
zu  §  24.)  Damit  ist  auch  die  scharfe  Grenze  zwischen  „Teilern"  und 
„Divisorensystemen''  gezogen. 

Für  den  speziellen  Fall  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  hat 
schon  H.  Weber  in  seinem  „Lehrbuch  der  Algebra",  II. Bd.  §154  solche 
Größen  benutzt,  die  von  ihm  s.  g.  ganzen  Funktionale. 
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Eine  nur  im  Sinne  der  Äquivalenzbestimmung  gegebene 
ideale  Größe  des  Bereichs  [F]  wird  nach  Dedekind  als 
Ideal  bezeichnet.  Dabei  ist  aber  zu  beachten^  daß  die  Defini- 
tion des  Ideals  innerhalb  der  Dedekindschen  Theorie  selbst 
eine  gewisse  Umwandlung  erleidet.  Ursprünglich  ist  in  dieser 
als  „Ideal"  jede  solche  Menge  von  Größen  aus  [jT]  zu  ver- 
stehn,  welche  die  folgende  Eigenschaft  besitzt:  Sind  a  und  ß 
zwei  Größen  der  Menge ^  und  y  eine  beliebige  Größe  aus  [JT], 
so  gehören  auch  cc-\-  ß  und  ay  zur  Menge.  Sind  nun  (a^,  cc2,  .. .) 
und  ifiiy  ß2)  '  '  •)  zwei  solche  Mengen  oder  Ideale,  so  ist  auch 
die  aus  allen  Produkten  der  Gestalt  a^ß^  und  allen  Summen 
solcher  Produkte  bestehende  Menge  ein  „Ideal".  Diese  „Mul- 
tiplikation der  Ideale"  ist  nichts  anderes,  als  das,  was  wir 
früher  (Kap.  VII)  als  Komposition  zweier  Divisorensysteme 
bezeichnet  haben,  wenn  wir  diese  Ideale  als  Divisorensysteme 
,,mit  unendlich  vielen  Elementen^^  auffassen.  Dedekinds 
„höchst  sorgfältige  und  scharfsinnige  Art  der  Deduktion,  die 
bei  seinen  ganz  abstrakten  Begriffsbestimmungen  ebenso  not- 
wendig, als  bewundernswert  erscheint"*)  fährt  dann  folgender- 
maßen fort.  Es  wird  einerseits  bewiesen,  daß  jedes  so  auf- 
gefaßte Ideal  einem  Divisorensystem  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Elementen  äquivalent  ist,  anderseits,  daß,  wenn  ein  solches 
Divisorensystem  oder  Ideal  («i,«2,  •••)  ein  zweites  {ßx,  ß^y  •  •  ^ 
enthält,  es  immer  auch  als  Produkt  aus  (ß^y  ß<^,  .  •  •)  und  einem 
dritten  Ideal  dargestellt  werden  kann**).  Faßt  man  endlich 
das  Ideal  nicht  mehr  als  Größenmenge,  sondern  als  durch  eine 


*)  Kroneckers  Worte  in  der  Festschrift  am  Ende  des  §  21. 
**)  Allerdings  ist  dieser  Beweis  nur  für  den  Fall  der  algebraischen 
Zahlen  und  der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen  durch- 
geführt (siehe  das  Citat  in  §  1),  und  es  muß  dahingestellt  bleiben,  welche 
Schwierigkeiten  sich  dem  Beweise  im  allgemeinen  Falle  der  absolut 
ganzen  Größen  entgegenstellen  würden,  wenn  man  ausschließlich  nur 
die  nach  Dedekind  gestatteten  Hilfsmittel  benutzen  darf.  Die  von 
verschiedenen  Autoren  für  die  Dedekind  sehe  Idealtheorie  gegebenen 
„Vereinfachungen"  beruhen  durchweg  auf  einer  mehr  oder  weniger  ver- 
hüllten Anwendung  der  Krön  eck  ersehen  Grundideen. 
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endliche  Anzahl  von  Größen  aus  [FJ  definiertes  Symbol,  für 
das  die  früher  angedeutete  Multiplikationsregel  besteht,  so 
bildet  die  Gesamtheit  dieser  Symbole  einen  Bereich,  für  den 
zwar  kein  Additionsgesetz,  wohl  aber  das  gewöhnliche  Multi- 
plikationsgesetz besteht,  und  der  —  wie  man  leicht  zeigt  — 
insofern  ein  vollständiger  ist,  als  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  zweier  Ideale  wieder  ein  Ideal  ist.  Ist  endlich  a  eine 
bestimmte,  ^  eine  beliebige  Größe  aus  [F],  so  kann  das  aus 
allen  Produkten  a^  hergeleitete  Ideal  als  Symbol  durch  a 
bezeichnet  werden,  und  diese  Symbole  a  stimmen  mit  den 
Größen  a  in  allen  auf  die  Multiplikation  und  Teilbarkeit  be- 
züglichen Eigenschaften  überein.  Es  ist  aber  dann  das  gestellte 
Problem,  allerdings  mit  der  Beschränkung  auf  nur  multiplikativ 
verwendbare  Größen  gelöst,  und  man  kann  nun  in  der  Tat 
das  Ideal  als  eine  nur  durch  Aquivalenzbestimmung  gegebene 
ideale  Größe  des  Bereichs  [F]  betrachten*).  Es  wird  dem- 
gemäß nach  Grundlegung  der  Theorie  —  auch  bei  Benutzung 
der  einschlägigen  Literatur  —  gleichgültig  sein,  ob  wir  das 
Ideal  in  der  einen  oder  andern  Weise  definieren  wollen. 
In  jenen  FäUen  nämlich,  wo  die  Dedekindsche  Theorie  der 
Ideale  nicht  ausgeführt  ist,  kann  man  nach  den  bisherigen 
Entwicklungen  unmittelbar  erkennen,  daß  die  Gesamtheit  der 
Größen  aus  [F],  die  durch  eine  bestimmte  Größe  aus  [Oi>] 
teilbar  sind,  ein  Ideal  im  Sinne  Dedekinds  bilden,  und  daß 
dieses  Ideal,  soweit  nur  Aquivalenzbestimmungen  in  Betracht 
kommen,  jene  Größe  aus  [di]  vollständig  vertritt. 

Kronecker  bezeichnet  die  nur  durch  Aquivalenzbestim- 
mung gegebenen  idealen  Größen  als  algebraische  Divisoren, 
ein  Ausdruck,  der  in  der  Anwendung  vielfach  unbequem  ist 
und  wohl  auch  deshalb  in  der  Literatur  wenig  benutzt  wird. 
Wenn  auch  wir  in  diesem  Falle  von  der  Kronecker  sehen 
Terminologie    abweichen,    so    geschieht    dies    nicht    nur    aus 


*)  Auf  die  Kummer  sehe  Auffassung  der  idealen  Zahl,  die  von 
unvergänglicher,  aber  heute  doch  nur  mehr  historischer  Bedeutung  ist, 
soll  eben  deshalb  hier  nicht  eingegangen  werden. 
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den  eben  angeführten  Gründen,  sondern  auch  in  Berück- 
sichtigung der  historischen  Entwicklung,  sowie  der  evidenten 
Analogie  bei  Einführung  der  imaginären  und  der  idealen  Größen. 
Um  durch  eine  zweckmäßige  Bezeichnung  die  Darstellung 
übersichtlicher  zu  gestalten,  sollen  die  idealen  Größen  des 
Bereichs  [F]  inj  weiteren  Sinne  des  Wortes,  d.  h.  beliebige 
Größen  aus  [(!&]  durch  kleine  gotische  Buchstaben,  fl,  b,  C,  .  .  . 
bezeichnet  werden.  Für  die  Größen,  die  im  engeren  Sinne  des 
Wortes,  d.  h.  „wirklich'^  dem  Bereiche  [F]  angehören,  bleiben 
die  kleinen   griechischen  Buchstaben  a,  /3,  7^,  .  .  .   vorbehalten. 

§  9.  Wenn  die  bei  Bildung  einer  idealen  Größe  des  Be- 
reichs fr*]: 

zur  Verwendung  gelangenden  Größen  a,  s  durchweg  dem 
Formenbereiche  [A,  ä^^,  .  .  .,  a^„J  angehören,  d.  h.  ganze  alge- 
braische Größen  erster  Ordnung  des  Gattungsbereichs  (F) 
sind,  wird  es  angezeigt  sein,  auch  diese  kurz  als  (in  Bezug 
auf  [A,  Xj^j  .  .  .,  x^])  rational  und  ganz  zu  bezeichnen. 

Die  Norm  einer  beliebigen  idealen  Größe  fl  des  Bereichs 
[F]  wird  nach  dem  früheren  durch 

Nm.tt  =  /7-^^ 

definiert,  ist  demnach  immer  rational,  d.  h.  ein  Quotient 
zweier  Formen  aus  [A,  x^y  .  .  .,  x^,  u^j  .  .  .,  v^,  .  .  .],  wo  der 
Nenner  jedenfalls  primitiv,  also  auch  eine  Größe  aus  [05]  ist; 
in  diesem  Sinne  ist  also  Nm.Ä  immer  rational  und  ganz. 

Zur  Grundlegung  der  hier  entwickelten  allgemeinen  Theorie 
des  größten  gemeinschaftlichen  Teilers  sind  noch  folgende 
Bemerkungen  hinzuzufügen. 

Sind 


£. 


zwei  ideale  Größen  des  Bereichs  [F],  so  können  die  in  ihnen 
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auftretenden  Koeffizienten  in  verschiedenster  Weise  als  gewissen 
Gattungsbereichen  angehörend  betrachtet  werden.  Dabei  ist 
es  aber  möglich,  die  in 

gegebene  Definition  des  größten  gemeinschaftlichen  Teilers  von 
der  Wahl  dieses  Gattungsbereichs  ganz  unabhängig  zu  gestalten; 
denn  wir  können  unter  den  äquivalenten  Größen  jene  wählen, 
in  denen  der  Nenner  gleich  Eins  ist. 
Insbesondere  ist  die  durch 

(a,  b)  -  1 

ausgedrückte  Eigenschaft  der  idealen  Größen  tt  und  b 
unabhängig  von  der  Wahl  des  Gattungsbereichs  I] 
wenn  dieser  nur  die  Koeffizienten  a,  ß  enthält. 

Seien  (r^)  und  (Fg)  zwei  solche  Gattungsbereiche  und 
(F3)  ein  Gattungsbereich,  der  (r^)  und  (Fg)  enthält.  Nun  ist, 
wenn  nur  ß^  so  geschrieben  wurde,  daß  die  in  ß^  auftretenden 
Potenzprodukte  V  von  den  in  a^^  benutzten  Potenzprodukten  U 
durchweg  verschieden  sind, 

und  also 

Nm.  B  ^  Nm.  (a^  +  ß„)  . 

Dabei  hat  aber  Nm.  (a^^  -{-  ß^)  eine  verschiedene  Bedeutung, 
je  nachdem  (Fj),  (Fg)  oder  (Fgj  zu  Grunde  gelegt  wird.  Sei 
Nm.  (a„+^J  in  diesen  drei  Fällen  N^,  N^  und  iVg.  Dann 
muß  aber 

sein,  und  die  drei  Formen  N^^  N^^  N^  sind  demnach  zu  gleicher 
Zeit  primitiv.  Das  bedeutet  aber  geradezu,  daß  die  Äquivalenz 
ll  ~  1  für  die  beiden  bis  auf  die  festgestellte  Bedingung  be- 
liebig gewählten  Gattungsbereiche  F^  und  Fg  immer  zugleich 
richtig  oder  falsch  ist,  w.  z.  b.  w. 

Von  diesen  Betrachtungen  ausgehend,  gelangt  man  noch 
zu  folgendem  Satze: 
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Seien  a,  ß  und  d  „wirkliche"  ganze  algebraische 
Größen  eines  solchen  Gattungsbereichs,  dessen  ,,wirk- 
liche"  ganze  Größen  schon  für  sich  einen  vollstän- 
digen Bereich  bilden,  und  d  ^  (a,  /3),  so  wird  auch,  für 
jeden  anderen  Gattungsbereich  (F),  der  a,  ß  und  ö 
enthält,  d  ~  (a,  ß)  sein,  wenn  man  zu  dem  entsprechen- 
den erweiterten  Bereiche  [^]  übergeht. 

Man  hat  dann  jedenfalls  a  =  d[i,  ß  =  dv^  wo  auch  fi 
und  V  jenem  Gattungsbereiche  angehören,  und  für  diesen 
(|u.,  v)  ^  1.  Es  ist  also  (ft,  v)  auch  für  jeden  der  betrachteten 
Gattungsbereiche  ^  1,  woraus  in  der  Tat  nach  Kap.  I.  §  6 
und  dem  früher  Bewiesenen  (a^  ß)  ^  (d^,  dv)  ^  d(^,  v)  ^  d 
folgt. 

Besonders  wichtig  wird  der  Satz,  wenn  man  «,  ß  in 
dem  Gattungsbereiche  erster  Ordnung,  der  in  jedem  aus 
(A,  x^y  .  .  .,  Xj^)  entstammenden  Gattungsbereiche  enthalten  ist, 
d.  h.  in  [A,  x^j  .  .  .,  x^  selbst  wählt,  wo  dann  «,  ß  und 
auch  d  Formen  des  Bereichs  [A,  ;r^,  .  .  .,  ic^]  sind.  Er  lautet 
in  diesem  Falle: 

Sind  ö^^  und  h^  zwei  Formen  desBereichs[A,:ri,...,icJ, 
und  d^  ihr  größter  gemeinschaftlicher  Teiler  in  diesem 
vollständigen  Bereiche,  so  ist  auch  beim  Übergänge 
von  irgend  einem  aus  (A,  x^,  .  .  .,  x^J  entstammenden 
Gattungsbereiche     (F)     zu     [^1     für     diesen    Bereich 
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§  10.  Aus  dem  vollständigen  holoiden  Bereiche  [@]  ent- 
steht in  bekannter  Weise  der  zugeordnete  orthoide  Bereich 
(#),  der,  wie  unmittelbar  zu  sehn,  mit  dem  [FJ^  zugeordneten 
orthoiden  Bereiche  ([F])^  übereinstimmt.  Es  wird  oft  bequem 
sein,  (0^)  als  „vollständigen"  Gattungsbereich  und  dem  gegen- 
über (F)  als  Gattungsbereich  kurzweg  oder  auch,  wo  dies  zur 
Klarheit  notwendig  erscheint,  als  „wirklichen"  Gattungsbereich 
zu  bezeichnen. 
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Der  Bereich  (^)  enthält  den  vollständigen  holoiden  Be- 
reich [®].  Alle  Größen  von  {(§)  sind  ,,ideale  Größen  des 
Gattungsbereichs  (r")",  und  zwar  ,;ganze  ideale  Größen",  wenn 
sie  schon  dem  Bereiche  [(S>]  angehören;  „gebrochene  ideale 
Größen"  im  entgegengesetzten  Falle.  Diese  werden  zwar  hier 
nicht  mehr  zur  Anwendung  gelangen,  sind  aber  bei  Weiter- 
führung der  Theorie  der  algebraischen  Größen  kaum  zu  ver- 
meiden. Sie  können  immer  so  geschrieben  werden,  daß  der 
Nenner  rational  und  ganz  wird. 

Die  idealen  Größen  des  Gattungsbereichs  (F),  sowohl  die 
ganzen,  wie  die  gebrochenen,  können  wieder  ideale  Größen 
im  engeren  Sinne  des  Wortes  oder  wirkliche  Größen  des 
Gattungsbereichs  (F)  sein.  Im  zweiten  Falle  sind  sie  Größen 
des  „wirklichen"  Gattungsbereichs  (F),  im  ersten  Falle  findet 
dies  nicht  statt. 

Wir  werden  uns  nun  mit  den  auf  die  Teilbarkeit  be- 
züglichen Eigenschaften  der  ganzen  idealen  Größen 
beschäftigen  und,  da  wir  uns  dabei  durchweg  auf  die  Größen 
eines  Bereichs  [05]  beschränken,  die  diesbezügliche  Aussage 
weglassen  können. 

Für  die  Größen  des  Bereichs  [#]  hat  man  in  erster 
Eeihe  die  in  Kap.  I.  §  5  für  beliebige  holoide  Bereiche  fest- 
gesetzten, auf  die  Teilbarkeit  bezüglichen  Definitionen  und 
Sätze.  Insbesondere  ist  eine  solche  Größe  |J  irreduzibel,  wenn 
sie  keinen  im  Sinne  der  Aquivalenzbestimmung  von  1  und  |l 
verschiedenen  Teiler  besitzt.  Jede  echte  irreduzible  ganze  ideale 
Größe  ist  aber  auch  eine  Primgröße,  weil  der  Bereich  [@J  ein 
vollständiger  holoider  Bereich  ist  (Kap.  I.  §  6).  Aber  auch 
jede  solche  Primgröße  ist  eine  irreduzible  ganze  ideale  Größe, 
und  wir  werden  von  nun  ab  meist  die  kürzere  Bezeichnung 
benutzen.  Als  Primgröße  hat  |I  bekanntlich  die  fundamentale 
Eigenschaft,  daß  ein  Produkt  zweier  ganzer  Größen  UÜ  nur  dann 
durch  p  teilbar  ist,  wenn  schon  Ä  oder  li  den  Teiler  |J  besitzt. 

Man  hat  nun  vor  allem  auch  ein  wohldefiniertes 
Verfahren,  um,  wenn  fl  und  b  zwei  ganze  ideale  Größen 
sind,  zu  entscheiden,  ob  ü  durch  b  teilbar  ist. 
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Dabei  können  vor  allem  für  ü  und  b  die  mit  ihnen  äqui- 
valenten Formen  «^  und  ß^  gesetzt  werden.  Es  ist  also  b 
dann  und  nur  dann  ein  Teiler  von  dj  wenn  cc^  durch  ß^  oder 

auch  ^-    o-  teilbar  ist.    Nun  ist  aber  ^^       '  ^^  jedenfalls  eine 

Form  der  u  und  v  und  also  jedenfalls  eine  ganze  ideale  Größe, 
wenn  sie  eine  ganze  algebraische  Form  ist,  d.  h.  ganze  al- 
gebraische Koeffizienten  hat,  was  nach  den  in  §  2  auseinander- 
gesetzten Methoden  entschieden  wird.  In  diesem  Falle  ist  also 
ü  durch  b  teilbar,  aber  auch  nur  in  diesem  Falle.  Ist  nämlich 
a^  Fm.  ß^  im  Formenbereiche  [F]^  durch  ß^  nicht  teilbar,  so 

kann  auch     '^   o  keine  ganze  ideale  Größe  sein,  d.  h.  nicht 

rv 

dem  Bereiche  [Cl»]  angehören.  Sonst  gäbe  es  zwei  primitive 
Formen  £^,,  e'^„  von  der  Beschaffenheit,  daß 


ßu  ««'" 

eine  ganze  algebraische  Form  ist.  Dann  muß  aber  nach  (II) 
in  §  6,  da  auch  s'^,  Fm./3^  eine  primitive  Form  ist,  mit  cc^e'^,  Fm.  j3^ 
zugleich  schon  a^^  Fm.  ß^  in  [F^^  durch  ß^  teilbar  sein,  was  das 
Gegenteil  der  jetzt  getroffenen  Annahme  besagt. 

Man  sieht  ferner  unmittelbar,  daß  b  dann  und  nur  dann 
-^  1,  wenn  für  die  mit  b  äquivalente  Form  ß^  die 
rationale  und  ganze  Form  Nm.  ß^  (als  dem  Bereiche 
[A,  a^i,  .  .  .,  x^    entstammende  Form   aufgefaßt)   primitiv  ist. 

Um  zu  entscheiden,  ob  b  ein  echter  Teiler  von  ü  ist, 
haben  wir  noch  den  folgenden  einfachen  Satz: 

Der  Teiler  b  von  iX  ist  dann  und  nur  dann  ein 
echter  Teiler  von  ü,  wenn  Nm.  b  ein  echter  Teiler 
von  Nm.  ü  ist. 

Ist  nämlich  ü  =  bt,  so  hat  man  auch  Nm.  ü  =  Nm.  b  Nm.  f, 
und  es  ist  b  oder  t  dann  und  nur  dann  ^^  1,  wenn  Nm.  b 
oder  Nm.  r  '^  1  ist.  Dieser  so  einfache  Satz  wird  dadurch 
wichtig,  daß  er  die  Entscheidung  über  die  vorliegende  Frage 
auf  den  Bereich  [A,  rr^,  .  .  .,  rrj  zurückführt.     Es  ist 
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Nrn.  tt  =  ^,  Nrn.  ir  =  ^,  Nrn.  t  =  -^, 

WO  Ä,  B,  C  Formen  des  Bereichs  [A,  x^j  .  .  .,  xj\j  und  e,  e^y 
£2,  ^3  diesem  Bereiche  entstammende  primitive  Formen  sind. 
Es  ist  also  weiter  b  oder  t  dann  und  nur  dann  ^^  1,  wenn 
in  Bezug  auf  diesen  Bereich  B  oder  C  ^  1;  d.  h.  Ix  ein 
echter  Teiler  von  fl,  wenn  die  Form  B  ein  echter 
Teiler  der  Form  Ä  ist. 

Man  sieht  auch,  daß  die  Norm  jeder  ganzen  idealen  Größe 
einer  rationalen  und  ganzen  wirklichen  Größe  aus  [Oi>],  d.  h. 
einer  Form  aus  [A,  rc^,  .  .  .,  a^„J  äquivalent  ist,  was  wir  des 
häufigen  Gebrauchs  wegen  besonders  erwähnen. 

§  11.  Nach  Association  der  idealen  Größen  eines  Gattungs- 
bereichs werden  die  Gesetze  der  Teilbarkeit  für  die  ganzen 
Größen  des  Bereichs  ebenso  einfach  und  klar,  wie  im  Bereiche 
der  rationalen  und  ganzen  Zahlen.  Insbesondere  gilt  —  und 
darauf  beruht  eben  die  Wichtigkeit  und  Fruchtbarkeit  der 
eingeführten  Methoden  —  der  Fundamen talsatz : 

Jede  ganze  ideale  Größe  des  Gattungsbereichs, 
mit  Ausnahme  der  0  und  der  Einheiten,  ist  als  Pro- 
dukt einer  endlichen  Anzahl  von  Primgrößen  dar- 
stellbar, und  zwar  ist  diese  Darstellung  im  Sinne  der 
Äquivalenz  eindeutig  bestimmt. 

Ist  n  eine  solche  ganze  ideale  Größe,  die  also  weder  =0, 
noch  ~  1,  so  ist  ist  sie  entweder  eine  Primgröße,  oder  sie 
besitzt  einen  echten  Teiler  b.  Dann  ist  aber  ll  wieder  nicht 
=  0  und  auch  nicht  ^^  1;  es  ist  also  b  entweder  eine  Prim- 
größe, oder  sie  besitzt  einen  echten  Teiler  t  u.  s.  f.  In  dieser 
Reihe  ä,  b,  t,  .  .  .  muß  man  aber  nach  einer  endlichen  An- 
zahl von  Schritten  zu  einer  Primgröße  gelangen,  die  ein 
Teiler  von  fl  ist.  Denn  es  ist  auch  in  der  Größenreihe 
Nm.  a,  Nm.  b,  Nm.  C,  .  .  .  jede  ein  echter  Teiler  der  ihr  voran- 
gehenden, und  dasselbe  ist  auch  für  die  Reihe  Ä,  B,  C ^  .  .  . 
der  Fall,    wenn    diese   Größen    die    den   Normen    äquivalenten 
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Fomieii  aus  [A,  ^^^  .  .  .,  x^\  bedeuten,  und  die  Teilbarkeit  auf 
diesen  Bereich  bezogen  wird.  Da  nun  aber  die  Form  Ä  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  echten  Teilern  besitzt,  muß  man, 
wenn  die  Reihe  fl,  Ü,  r,  .  .  .  nicht  schon  früher  abbricht,  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  einer  Größe  Ij 
gelangen,  deren  Norm  einer  irreduzibeln  Form  H  aus 
[A,  a?!,  .  .  .,  icj  äquivalent  ist.  Diese  Größe  Ij  muß  aber  dann 
nach  dem  letzten  Satze  in  §  10  eine  Primgröße  sein. 

Die  mit  n  bezeichnete  Größe  ist  also  jedenfalls  durch  eine 
Primgröße  |Ti  teilbar;  dann  ist  fl  entweder  selbst  eine  Prim- 
größe, die  '^  ]Ji,  oder  aber  rt=)Jilli,  und  Ä^  weder  0,  noch 
'--^  1;  dann  ist  wieder  Äj  durch  eine  Primgröße  pg  teilbar  u.  s.  f. 
In  der  so  entstehenden  Reihe  ö,  ä^,  flg?  •  •  •  ist  wieder  jede  Größe 
ein  echter  Teiler  der  ihr  vorangehenden,  und  die  Reihe  muß 
also  wieder  im  Endlichen  abbrechen.     Man  erhält  demnach: 


(l  =  hh''-^ 


wo  |Ji,  .  .  .,  ].t  gleiche  oder  verschiedene  Primgrößen  bedeuten, 
oder,  wenn  man  die  äquivalenten  Primgrößen  vereinigt,  auch 

Daß  es  keine  im  Sinne  der  Äquivalenz  von  dieser  ver- 
schiedene Darstellung 

gibt,  folgt  in  bekannter  Weise  (siehe  z.  B.  Kap.  IV.  §  2). 
Ebenso  ersieht  man,  daß  jede  von  0  verschiedene  Größe  tt 
nur  eine  endliche  Anzahl  nicht  äquivalenter  Teiler 
besitzt,  die  sämtlich  in  der  Gestalt 

geschrieben  werden  können. 

Der  soeben  entwickelte  Gedankengang  bietet  allerdings 
bloß  einen  Existenzbeweis  der  behaupteten  Darstellung 
und  ist  daher  völlig  unbrauchbar,  wenn  wir  in  weiteren  Unter- 
sachungen  diese  Darstellung  als  bekannt  voraussetzen  müssen. 
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Um  diese  Lücke  auszufüllen,  ist  noch  eine  Reihe  weiterer 
Entwicklungen  notwendig,  und  die  wirkliche  Darstellung  von 
ü  als  Produkt  von  Primgrößen  durch  ein  bestimmtes  endliches 
Verfahren  wird  demgemäß  erst  später  (§  26)  gegeben  werden 
können. 

§  12.  Die  Theorie  der  Teilbarkeit  in  [1],  oder  auch 
allgemeiner  in  [A,  ic^,  .  .  .,  x^]  einerseits  und  [05]  andrerseits 
unterscheidet  sich  —  trotz  des  soeben  gegebenen  gemeinsamen 
Fundamentalsatzes  —  sehr  wesentlich  durch  das  Auftreten  sol- 
cher ganzer  Größen  in  [05],  die  nicht  rational  sind.  Dies 
geschieht,  sobald  (F)  nicht  mit  (A,  3?^,  .  .  .,  a^^)  zusammenfällt, 
also  ein  eigentlicher  Gattungsbereich  (d.  h.  von  höherer  als 
der  ersten  Ordnung)  ist.  Die  hierauf  bezüglichen  Hauptsätze 
sind  nun  aufzuzählen. 

I.  Jeder  ganzen  idealen  Größe  H  entspricht  eine 
Form  Ä  des  Bereichs  [A,  x^^  .  .  .,  x^J,  so  daß  eine  Form 
dieses  Bereichs,  als  Größe  aus  [05j  aufgefaßt,  dann 
und  nur  dann  durch  rt  teilbar  ist,  wenn  sie  durch  Ä 
teilbar  ist,  wo  die  letztere  Teilbarkeit  im  Formen- 
bereiche [A,  .%,  .  .  .,  rrj  zu  verstehen  ist. 

Es  ist  jedenfalls  Nm.  fl  und  auch  die  mit  Nm.  ü  äqui- 
valente Form  Ä  aus  [A,  x^,  .  .  .,  x^]  durch  rt  teilbar,  also  auch 
jede  durch  Ä  teilbare  Form  dieses  Bereichs,  Ist  dasselbe  auch 
für  eine  durch  Ä  nicht  teilbare  Form  B  der  Fall,  so  muß 
auch  der  im  Formenbereiche  gebildete  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  Ä^  von  Ä  und  B  (nach  dem  Satze  am  Ende  von  §  9) 
durch  a  teilbar  sein.  Ist  nun  wieder  B^^  wohl  durch  ö,  nicht 
aber  durch  Ä^  teilbar,  so  wird  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  A^  von  A^^  und  B^  wieder  durch  tt  teilbar  sein  u.  s.  f. 
In  der  Formenreihe  ^,  ^i,  J-g,  .  .  .  ist  aber  Ä^  ein  Teiler  von 
A^_^  und  niemals  A^^  A^_^'^  denn  es  ist  A^  der  größte  ge- 
meinschaftliche Teiler  von  A^_^  und  einer  nicht  durch  A^_i 
teilbaren  Form  jB^_i*,  demnach  ist  A^^l,  oder  ein  echter 
Teiler  von  A^_^.  Die  Reihe  muß  also  in  der  Weise  ab- 
brechen, daß   ein   Glied  ~  1   wird,   oder  aber  keine  durch  A^ 
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niclit  teilbare  Form  B^  existiert^  die  durch  Ä  teilbar  ist.  Man 
gelangt  dadurch  in  der  Tat  zu  einer  Form  A,  die  dann  und 
nur  dann  ^^  1  sein  kann,  wenn  tt  f^  1  ist. 

IL  Die  einer  Primgröße  p  in  der  angegebenen 
Weise  entsprechende  Form  P  ist  eine  Primform,  und 
die  Nm.  |l  äquivalente  Form  P  ~  P*.  Wäre  nämlich 
F  =  P^P^y  SO  müßte  eben,  weil  p  eine  Primgröße  ist,  schon 
Pj  oder  Pg  durch  ^  teilbar,  also  nach  der  für  P  statuierten 
Eigenschaft  P^  oder  Pg  ^  1  sein. 

Nun  ist  weiter  P  =  |Jä,  mithin 

Nm.  P=  P"  =  Nm.  p  .  Nm.  a, 
also  P  f^  Nm.  p  ein  Teiler  von  P"  und  nicht  1 ,  demnach 
-P*,  (7.=  1,  ...,«). 

Man  nennt  p  eine  Primgröße  (Primideal)  A;**^  Grades, 
wenn  Nm.  p  ~  P*  ist. 

Die  verschiedenen  in  einer  Primform  als  Teiler  enthaltenen 
Primideale  heißen  nach  Kronecker  verbundene  Primideale. 

III.  Ist  der  der  Untersuchung  zu  Grunde  liegende 
Gattungsbereich  (F)  ein  Galoisscher  Bereich,  so  ent- 
hält jede  rationale  und  ganze  Größe  des  Bereichs  [05] 
jeden  ihrer  verbundenen  Primteiler  gleich  oft.  Da 
irreduzible  Formen  aus  [A,  ^j,  .  .  .,  ar^J,  die  nicht  äquivalent 
sind,  auch  in  [d»]  relativ  prim  sind,  ist  der  Satz  nur  für 
irreduzible  Formen  zu  beweisen.     Es  sei  für  eine  solche: 

p  ^  p«  j]^  r' .  .  . ; 

dann  gilt  diese  Zerlegung  in  jedem  der  konjugierten  Bereiche. 
Wenn  man  also  die  n  konjugierten  Werte  von  p  mit  Pty  ••  y^^ 
bezeichnet  und  so  fort,  so  hat  man  auch 

Da  aber  die  konjugierten  Gattungsbereiche  jetzt  zusammen- 
fallen, können  diese  Darstellungen  nicht  verschieden  sein,  und 
man   ersieht   zuerst  unmittelbar,   daß    konjugierte   Primgrößen 


Teilbarkeitstheorie  der  Ideale.  493 

jetzt  auch  verbunden  sind;  aber  auch  das  Umgekehrte  ist 
richtig.  Verbundene  Primgrößen  sind  jetzt  immer  auch  kon- 
jugiert. Denn  es  ist  z.  B.  Nm.  \f.  durch  P,  also  auch  durch 
t\^  teilbar,  und  dies  findet  nur  dann  statt,  wenn  irgend  ein 
n .  ^  (\^  ist.  Wäre  nun  z.  B.  a  <,hy  so  hätte  man,  da  einer 
der  konjugierten  Werte  von  %,  z.  B.  i\j  ~  |I^  sein  muß,  auch 

P-IJ/rj}..., 

d.  h.  P  müßte  den  Teiler  p^  enthalten.  Ebenso  wenig  kann 
h  <ia  sein. 

Es  ist  also,  wenn  p,  JJ,  r,  .  .  .  die  in  P  als  Teiler  ent- 
haltenen Primgrößen  sind, 

P~(pjir...)"- 

§  13.  Ein  Ideal,  das  einer  wirklichen  Größe  des  Bereichs 
[F]  äquivalent  ist,  wird  nach  Dedekind  ein  Hauptideal 
genannt. 

Man  erkennt  dann  sehr  leicht  die  folgende  Tatsache: 

Ist  Ä  ein  beliebiges  Ideal,  p  ein  beliebiges  Prim- 
ideal, so  gibt  es  immer  ein  Hauptideal,  das  wohl 
durch  fl,  aber  nicht  durch  ap  teilbar  ist. 

Man  findet  es  unmittelbar  aus  den  Koeffizienten  der 
mit  0  äquivalenten  Form  a^.  Diese  Koeffizienten  müssen 
sämtlich  durch  ß,  aber  wenigstens  einer  durch  ttp  nicht  teilbar 
sein.  Im  entgegengesetzten  Falle  wäre  ja  auch  tt  durch  üp 
teilbar,  was  unmöglich.  Dieser  so  bestimmte  Koeffizient  be- 
stimmt im  Sinne  der  Äquivalenz  das  gesuchte  Hauptideal. 

Hieraus  folgt  auch  allgemeiner:  Ist  fl  ein  beliebiges 
Ideal,  während  ^^y^^y  -  -  -y^r  beliebige  Primideale  sind, 
so  gibt  es  immer  ein  Hauptideal,  das  wohl  durch  ä, 
aber  durch  keines  der  Ideale  Äp^^,  ttpg?  •  •  •;  Äp^  teilbar  ist. 

Es  sei  m^  das  Produkt  von  pi,  .  •  .,  p^  mit  Ausschluß  von 
p^.  Dann  gibt  es,  wie  eben  gezeigt  wurde,  eine  wirkliche 
Größe  ft  in  [F],  die  wohl  durch  ttm^,  aber  nicht  durch  ^iVdil^i 
teilbar  ist;  und  das  durch 

A  +  Ä+  •■  +  ^. 
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bestimmte  Hauptideal  besitzt  die  gesuchte  Eigenschaft.  Es 
ist  jedenfalls  durch  ü  teilbar;  sollte  es  auch  durch  tl|J.  teilbar 
sein,  so  müßte,  da  dies  gewiß  für  jedes  ß  mit  Ausschluß 
von  ß^  stattfindet,  auch  ß.  durch  Up,-  teilbar  sein.  Nun  enthält 
aber  UWt^Pj-  jede  Primgröße  mit  Ausnahme  von  JI^  ebenso  oft 
als  Teiler  wie  am^,  die  Primgröße  Iß.  aber  ebenso  oft  wie 
Üpi'^  es  müßte  also  im  Gegensatz  zur  Annahme  ß^  durch  üm^|J^ 
teilbar  sein. 

Man  erkennt  ferner,  daß  es  unendlich  viele  (im  Sinne 
der  Äquivalenz)  verschiedene  Hauptideale  gibt,  die  der 
gestellten  Bedingung  genügen.  Wenn  wir  z.  B.  die  durch 
die  wirklichen  Größen 

bestimmten  Hauptideale  der  Aufgabe  gemäß  bestimmt  haben, 
und  nun  z.  B.  S\  ein  Primideal  ist,  das  zu  «j^,  «g?  •  •  •?  ^ä?  Pi?  •  ••?  I^r 
relativ  prim  ist,  so  läßt  sich  ein  Hauptideal  «^^^  bestimmen, 
das  wohl  durch  ü(\,  aber  durch  keine  der  Größen  ü^]^^^  . . .,  ttt\Tß^ 
teilbar  ist,  also  oflPenbar  wieder  die  Aufgabe  löst  und  von 
«1,  .  .  .,  a^  verschieden  ist.  Daß  man  so  eine  unbegrenzte 
Reihe  von  Größen  a  erhält,  ist  evident;  denn  es  gibt  unendlich 
viele  irreduzible  Formen  in  [A,  iZ^^,  .  .  .,  ^„J,  also  auch  un- 
endlich viele  Primideale. 

Damit  gelangen  wir  schließlich  zu  dem  schönen,  von 
Dedekind  herrührenden,  für  seine  Theorie  besonders  wichtigen 
Satze: 

Jedes  Ideal  n  ist  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  zweier  Hauptideale,  und  zwar  kann  jedes  Ideal 
auf  unendlich  viele  Arten  so  dargestellt  werden. 

Ist  ü  ein  Hauptideal  a,  so  sind  diese  Darstellungen 
(a^,  av),  wo  (/i,  v)  ^  1.  Ist  aber  tt  kein  Hauptideal, 
und  a  irgend  ein  durch  fl  teilbares  Hauptideal,  ferner 
1^1?  p2J  •  •  •>  l^r  ^^®  Primteiler  von  a,  so  wird  für  jedes  der 
unendlich  vielen  Hauptideale  /3,  die  wohl  durch  tt,  aber  keines 
der  Ideale  a^J^,  npg?  •  •  •;  ^Vr  teilbar  sind,  (a,  ß)  ^^  ü  sein*). 


*)  An  die  soeben  auseinandergesetzte  Theorie  knüpft  eine  Reihe 
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Das  Fuudamentalsystem  der  wirklichen  Crrößeu 
eines  CS-attung^sbereichs. 

§  14.     Wenn   der  Gattungsbereich  F  aus  (A,  x^,  .  .  .^  x^) 
durch  Adjunktion  einer  Wurzel  a  der  Gleichung 

entsteht,   ist   a  im  allgemeinen  keine  ganze  Größe,  wohl  aber 
FqK,  da  diese  Größe  der  Gleichung 

genügt,    die   aus    der  vorigen   entsteht,    wenn   man   mit   F^~^ 


weiterer  Problemstellungen  an,  die,  wenn  auch  ohne  weitere  Ausführung, 
hier  doch  kurz  erwähnt  werden  sollen. 

Die  im  Texte  benutzte  Äquivalenz  der  idealen  Größen  ist  im  Sinne 
von  Kap.  I.  §  5  als  „absolute  Äquivalenz"  zu  bezeichnen.  Dem  gegen- 
über bildet  die  Gesamtheit  der  Größen  y  j ,  wo  y  eine  gegebene  wirkliche 
ganze  Größe  des  Gattungsbereichs,  t  irgend  eine  ideale  Einheit  aus  [@] 
bezeichnet,  d.  h.  die  Gesamtheit  der  einer  wirklichen  ganzen  Größe  ab- 
solut äquivalenten  Größen  aus  [C5J  einen  Äquivalenzbereich,  der  also 
(Kap.  I.  §  12)  wieder  eine  relative  Äquivalenz  —  nach  Kronecker s 
Vorschlag  eine  Kummer  sehe  Äquivalenz  —  begründet.  Diese  relative 
Äquivalenz  ergibt  nun  eine  Klasseneinteilung  der  idealen  Größen  oder 
Ideale,  die  bisher  nur  für  die  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  weiter 
ausgeführt  wurde.  In  diesem  einfachsten  Falle  ist  die  Anzahl  der  so 
entstehenden  Klassen  endlich;  und  das  Problem  der  Bestimmung  dieser 
Klassenzahl  (siehe  z.  B.  Dedekinds  häufig  citiertes  Buch)  das  Funda- 
mentalproblem der  s.  g.  analytischen  Zahlentheorie. 

Eine  weitere  von  Kronecker  (Festschrift,  §  22)  angeregte  BegrifFs- 
bildung,  die  aber  bisher  nicht  weiter  verfolgt  wurde,  bewegt  sich  gerade 
in  entgegengesetzter  Richtung,  insofern  sie  auf  einer  Verschärfung  des 
ursprünglichen  Äquivalenzbegriffs  beruht.  Im  Anschluß  an  §  7  dieses 
Kapitels   können   diese  Untersuchungen  dadurch  charakterisiert  werden, 

daß   in  den  dort  eingeführten  Quotienten   —    der  Nenner  e^  nun  eine 

eigentlich  primitive  Form  sein  soll.  Als  eigentlich  primitive  Form 
ist  hier  eine  solche  Form  2J£r  ^r  ^^  verstehn ,  für  welche  die  Koeffi- 
zienten fj-,  als  Divisorensjstem  aufgefaßt,  der  im  engeren  ^Sinne  ge- 
nommenen Äquivalenz  (Kap.  VII.  §  2) 

(fi,  fj,  .  .  .)~  1 
genügen. 
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multipliziert  und  F^z  =  t  setzt.  Dabei  ist  unmittelbar  zu  sehn, 
daß  mit  cc  auch  F^a  eine  algebraische  Größe  n^^^  Ordnung  ist. 

Zur  Definition  des  Gattangsbereichs  J",  sowie  des  in  ihm] 
enthaltenen  Bereichs  [F]  kann  daher  immer  eine  unmittelbar 
bekannte  ganze  Größe  des  Bereichs,  y,  verwendet  werden; 
und  dies  soll  im  folgenden  durchweg  geschehen. 

Ist  y  diese  ganze  Größe  des  Gattungsbereichs  F,  so  wird 
jede  Größe  des  Gattungsbereichs  wieder  in  der  Gestalt 

H 

darstellbar  sein,  wo  ö^o?  ^i?  •  • -9  ^«-i  ^^^  ^  (^^^  ^=  ^) 
Formen  aus  [A,  x-^,  .  .  .,  ^^_i]  bedeuten.  Ist  11=  ly  so  ist 
jene  Größe  gewiß  ganz;  aber  es  muß  durchaus  nicht  jede 
ganze  Größe  so  darstellbar  sein,  daß  H  ==  1  wird. 

Es  zeigt  sich  dies  schon  an  dem  einfachsten  Beispiel 
jenes  Gattungsbereichs,  den  man  erhält,  wenn  man  dem  Be- 
reiche (1)  eine  Wurzel  der  Gleichung  x^  -\-  3  =  0  adjungiert. 
Man  sieht  dann  unmittelbar,  daß  die  Größe 


ganz    ist,    denn    sie    genügt    der    Gleichung   x^ -\- x-\- 1  =  0. 
Und  es  kann  nicht 


lii^  =  „  +  z.>/=r3 


sein,   wo  a  und  h  gewöhnliche  ganze  Zahlen  bedeuten.     Hier- 
aus würde  nämlich 


(2a  +  1)  +  (2h  —  !)•/—  3  =  0, 

also  auch 

2a  +  l=0, 2h  — 1  =  0 

und  im  Gegensatz  zur  Annahme  a  = ^ ,  6  =  —  folgen. 

Um  die  allgemeine  Gestalt  der  ganzen  Größen  in  F  fest- 
zustellen, sei  ^  eine  beliebige  solche  ganze  Größe;  dann  kann 
man  jedenfalls 

f,=  B,+  B,y  +  ---+Il„_,r-' 
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schreiben,  wenn  man  unter  R  Größen  erster  Ordnung  aus  F, 
d.  h.  Quotienten  zweier  Formen  aus  [A,  rTi,  .  .  .,  x^  versteht. 
Dasselbe  findet  aber  in  allen  konjugierten  Gattungsbereichen 
statt,  und  man  hat  daher  zur  Bestimmung  der  R  das  Gleichungs- 
system: 

^,=  Ro+B,r,+  ---  +  R,_,yr\ 

Bedenkt  man,  daß  das  Quadrat  der  aus  den  Koeffizienten  der 
Unbekannten  gebildeten  Determinante  bis  auf  das  Vorzeichen 
geradezu  die  Discriminante  der  irreduzibeln  Gleichung  ^*®" 
Grades  für  y,  also  eine  Form  des  Bereichs  [A,  ic^,  .  .  .,  ic^]  ist, 
die  wir  mit  I)  oder  D('y)  bezeichnen  wollen  (und  auch  kurz 
die  Discriminante  von  y  nennen),  so  sieht  man,  daß 

DR, 

ganz  sein,    also  in  dem  Ausdruck  ^^  wenn  man  den  größten 

gemeinschaftlichen  Teiler  von  G^  und  H  schon  entfernt  hat, 
H  ein  Teiler  von  D  sein  muß,  oder  endlich 

geschrieben  werden  kann. 

Jede  wirkliche  ganze  Größe  des  Gattungsbereiclis 
r  läßt  sich  mithin  in  der  Gestalt 

/^  —  B 

darstellen,  wo  D  die  Discriminante  von  y,  und  daher 
jD,  sowie  auch  G^j  .  .  .,  G„_^  Formen  aus  [A,  x^^  .  .  .,  x^ 
sind. 

Aus  dieser  Darstellung  folgt  aber  eine  Darstellung  der 
ganzen  Größen  von  F  in  Gestalt  ganzer  Formen,  die  von 
grundlegender  Bedeutung  ist. 

Aus  den  Formensystemen  {G^^  G^,  .  .  .,  G^_^,  die  bei  der 
Darstellung    sämtlicher    ganzen    Größen    zur   Verwendung    ge- 

König,  algebraische  Gröfien.  32 
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langen,   läßt  sich  nämlich  nach  dem  Satze*)  in  Kap.  VII.  §  5 
eine  endliche  Anzahl  von  Formen 


G^\  Gf.  .  •  .  Gt. 

(i=l,...,.) 

so  wählen, 

daß  für  jedes  weitere  System 
Gq,  (ti,  .  .  .,  (t„_i 

Relationen 

von  der  Gestalt 

bestehn. 

Sind 

also 

_  (?(,»  +  (?i''y  +  •  •  •  +  Gf. 

,y„-l 

ft—                             j) 

(i=l,..,r) 

r  bestimmte  ganze  Größen  des  Gattungsbereichs  F,  so 
läßt  sich  jede  weitere  wirkliche  ganze  Größe  aus  F 
in  der  Gestalt 

r 

1  =  1 

schreiben,  wo  H^  Formen  des  Bereichs  [A,  x^,  .  .  .,  x^ 
sind.  Daß  auch  jede  solche  Größe  eine  ganze  Größe  des 
Gattungsbereichs  darstellt,  ist  evident. 

Jedes  solche  System  ii^y  •'■)  i^r  ^^^^  ^^^  ^^^  Fundamental- 
system der  Gattung  bezeichnet  werden.  Dabei  kann  dieses 
Fundamentalsystem  insofern  auf  seine  notwendigen  Elemente 
beschränkt  werden,  daß,  wenn  z.  B.  für  ^^  eine  Relation 


1 
t=i 


f*r=-2'^>i 


*)  Wenn  man  genau  so  wie  in  Kap.  VIT.  §  6  die  Formen  G^\  Gf. 
mit  Hilfe  der  neuen  Unbestimmten  u^^  u^,  .  .  .  in 

G^)  =  G'i)u^  -f-  Gfu^  -\ 

zusammenfaßt. 
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besteht,  dieses  Element  einfach  wegbleibt.  Ob  irgend  ein  ft 
in  dieser  Weise  weggelassen  werden  kann^  wird,  wie  man  sieht, 
durch  die  Auflösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen  ent- 
schieden. 

Eine  andere,  viel  tiefer  liegende  Frage,  die  bisher  in  dieser 
Allgemeinheit  nicht  untersucht  wurde,  ist  die  nach  der  kleinsten 
Anzahl  von  Elementen,  die  in  einem  Fundamentalsysteme  auf- 
treten müssen. 

Jedenfalls  ist  die  Anzahl  der  Elemente  des  Pun- 
damentalsystems  r^w,  die  Ordnung  der  Gattung. 

Im  entgegengesetzten  Falle  würde  nämlich  aus 

r 
i  =  l 

eine  Gleichung  vom  höchstens  n  —  1*®"  Grade  mit  nicht  durch- 
weg verschwindenden  Koeffizienten  für  y  folgen,  was  unmöglich, 
da  ja  y  eine  algebraische  Größe  n^^^  Ordnung  ist. 


§  15.  Um  ein  Fundamentalsystem  der  in  Bezug 
auf  den  orthoiden  Bereich  A  relativ  ganzen  Größen 
eines  aus  (A,  rr^,  ...,  x^)  entstammenden  Gattungs- 
bereichs aufzustellen,  gehn  wir  wieder  von  der  (durch  die 
Definition  des  Gattungsbereichs  selbst  unmittelbar  gegebenen) 
ganzen  Größe  y  des  Gattungsbereichs  aus.  Die  Discriminante 
von   y   sei    D-    diese    ist,    wie    wir    wissen,    eine    Form    aus 

[A,     X^y     . .    .,    iT^J. 

Jede  (relativ)  ganze  Größe  des  Gattungsbereichs  ist  in 
der  Gestalt 

darstellbar;  wäre  also  D  ^  1,  so  ergäbe  sich  unmittelbar 
1;  7?  •  •  •?  y^~^  als  Fundamentalsystem.  Wir  haben  daher  nur 
den  Fall  näher  zu  untersuchen,  wo  D  die  Unbestimmten  x 
wirklich  enthält. 
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Dabei  kommt  es  darauf  an,  die  Formen  G  aus 
[A,  x^y  .  .  .y  x^l  in  allgemeinster  Weise  so  zu  bestimmen,  daß 
jene  Größe   ganz   werde.     Dann  müssen  vor  allem  die  Größen 

g.+  g.n+-^-+g„-,rr-^     (i=l,...,„) 

aus  Fiy  (i  =  ly  .  .  .y  n)  ganze  Größen  sein,  und  ebenso  die 
elementaren  symmetrischen  Formen  dieser  Größen,  die 

^y    -^^y  '  '  -y   ^ 

geschrieben  werden  können,  wo  Sj  eine  homogene  Form  f^^ 
Dimension  von  G^y  G-^y  .  .  .,  G^_^  mit  Koeffizienten  aus 
[A,  a?!,  .  .  .,  x^  ist.  Die  statuierte  Bedingung  ist,  wie  man 
unmittelbar  sieht,  auch  hinreichend;  denn  die  als  ganz  zu  er- 
weisende Größe  genügt  dann  in  der  Tat  einer  Gleichung  von 
entsprechender  Gestalt. 

Unser  Problem  läßt  sich  also  dahin  fassen,  daß  in  den 
homogenen  Formen  j*®^  Dimension  >S'^.  (;  =  1,  •  •  .,  n)  die 
„unbekannten"  Formen  G  so  zu  bestimmen  sind,  daß  S^  durch 
D^  teilbar  sei;  die  Teilbarkeit  ist  auf  den  Bereich  [A,  a^^,  . . .,  x^ 
zu  beziehen. 

Eine  lineare  Transformation  der  Unbestimmten  Xy  deren 
Determinante  gleich  Eins,  und  deren  Koeffizienten  rationale 
und  ganze  Zahlen  sind,  und  die  ^ —  wie  man  unmittelbar  sieht 
—  an  der  Problemstellung  nichts  ändert,  wird  D  in  eine 
reguläre  Form  der  x  überführen,  deren  Dimension  r  sei.  Dabei 
ist  r  =1=  0,  da  der  Fall  I)  ^  1  als  schon  erledigt  betrachtet 
werden  kann. 

Nach  dieser  linearen  Transformation  kann  man 

Ä  =  0 

schreiben,  wo  die  (r^^  nur  mehr  Formen  aus  [A,  ri;i,  .  .  .,  ä^^_i] 
(für  m  =  1  Größen  aus  A)  sind.  Die  Formen  Gq,  .  .  .,  G^_^ 
ergeben   dann   und  nur  dann  ganze  Größen  in  (1),   wenn  dies 
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für  Gq  ,  .  .  .,  G'n-i  der  Fall  ist.  In  der  letzten  Fassung  des 
Problems  kann  man  also  geradezu  die  unbekannten  Formen 
als  Formen  r  —  1*®^  Grades  in  x^  voraussetzen;  und  die  Tat- 
sache der  Teilbarkeit  durch  B^  wird  sich  demnach  durch  ein 
System  diophantischer  Gleichungen  in  [A,  a?^,  .  .  .,  :r^_i]  aus- 
drücken, deren  Grad  jedoch  bis  zum  n^^^  ansteigt.  Als  „Un- 
bekannte" treten  in  diesen  Gleichungen  die  Formen  (r^.^  und 
nur  diese  auf;  nicht  aber  vielleicht  auch  die  unbekannten 
Koeffizienten  der  Quotienten,  deren  Existenz  vorausgesetzt 
wird.  Man  erkennt  dies  unmittelbar,  wenn  man  die  fraglichen 
Teilbarkeitsbedingungen  im  Sinne  des  Kap.  III.  §  1  u.  2  durch 
das  gewöhnliche  Divisionsverfahren  herstellt. 

Dieselben  Teilbarkeitsbedingungen  können  aber  noch  ganz 
anders  interpretiert  werden.  Wenn  man  statt  A  das  Reich  der 
aus  (A,  x^y  .  .  .,  ^m_i)  entstammenden  algebraischen  Größen, 
mit  einer  schon  gebrauchten  Bezeichnung  {A,  x-^,  .  .  .,  x^_-^), 
zu  Grunde  legt,  so  werden  die  Bedingungen  dafür,  daß  die 
Größen 

^  }    V  —  1,  . . .,  /^; 

in  Bezug  auf  {A,  rr^,  .  .  .,  x^_^]  relativ  ganz  seien,  wenn  man 
jetzt  unter  G.j^  beliebige  Größen  dieses  Bereichs  versteht,  genau 
durch  dieselben  Gleichungen  ausgedrückt  wie  früher. 

Dieses  Gleichungssystem  hat  aber  die  evidente  Eigen- 
schaft, daß  mit  den  Systemen  Gf^  und  Gf^^  auch  das  System 
^^iV  +  '^^fh  ^^^®  Lösung  davon  ist,  wie  immer  auch  u 
und  V  aus  { A,  ^j,  .  .  .,  ^^_i}  gewählt  werden  mögen.  Man 
kann  also  darauf  die  in  Kap.  V.  §  12  und  13  erhaltenen 
Resultate  anwenden  und  damit  festsetzen,  daß  die  Minimal- 
resolvente  in  Bezug  auf  die  Unbekannten  G^j^  linear  sein 
muß.  Diese  wird  aber  durch  rationale  Operationen  aus  den 
vorgelegten  Gleichungen  erhalten,  und  es  wird  demnach  der 
Inhalt  des  untersuchten  Gleichungssystems  mit  dem  Inhalt 
eines  Gleichungssystems  vollständig  übereinstimmen,  das  in 
Bezug  auf  die  G'ih  linear  ist  und  dessen  Koeffizienten  Formen 
aus  [A,  ^1, . .  ',x^_j]  sind.  Sollen  nun  Formen  aus  [A,  ^j , . . .,  ^^_i] 
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jenen  Gleichungen  genügen,  so  müssen  sie  auch  dieser  linearen 
Gleichung  genügen,  und  umgekehrt. 

Die  Bestimmung  der  (x^;^  wird  daher  einfach  durcki 
ein    System    linearer    diophantischer    Gleichungen    in 
[A,  ^1,  .  .  .,  ^m_i]    gegeben;    und    die   Gesamtheit    der  in 
Bezug    auf    A    relativ    ganzen    Größen    des    Gattungs- 
bereichs r  durch  die  lineare  Form 

dargestellt,    wenn    jÖ^,  H^,  .  .  .    beliebige    Formen    des 
Bereichs  [A,  x^y  .  .  .,  x^']  sind. 

Man  erhält  das  Fundamentalsystem,  wenn  man  in 


die  allgemeine  Lösung  für  Gqj  G^j  ...  einsetzt  und  nach  den 
in  diesen  auftretenden  unbestimmten  Formen  ordnet,  als  das 
System  der  Koeffizienten  dieser  Formen.  Diese  sind  ganze 
Größen,  denn  sie  entsprechen  der  Wahl  1Z^=  1,  wenn  alle 
übrigen  H  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Die  soeben  auseinandergesetzte  Methode  istinKroneckers 
Festschrift  (§  6)  kurz  angedeutet.  Nach  einer  dort  hinzu- 
gefügten Bemerkung  ist  die  Methode  „auch  anzuwenden",  wenn 
es  sich  um  das  Fundamentalsystem  absolut  ganzer  Größen 
handelt.  Für  eine  solche  Anwendung  der  Methode  würde  es 
aber  neuer  theoretischer  Hilfsmittel,  insbesondere  einer 
(sehr  komplizierten)  Darstellung  der  allgemeinen  Eliminations- 
theorie für  Kongruenzensysteme  bedürfen.  Auf  diese  Ent- 
wicklungen gehe  ich  nicht  ein,  weil  mit  den  Eliminations- 
methoden ein  fremdes  und  jedenfalls  überflüssiges  Element 
in  die  Behandlung  des  Problems  eingeführt  wird,  und  zwar 
nicht  nur  in  die  Theorie,  sondern  auch  in  die  Praxis  der 
Herstellung  des  Fundamentalsystems.  Statt  dessen  werden 
wir  eine  andere,  wesentlich  einfachere  Methode  für  die  Lösung 
des  vorgelegten  Problems  geben,  die  außerdem  für  relativ  und 
absolut  ganze  Größen  völlig  identisch  ist.    Nur  der  einfachste 
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Grenzfall,  wenn  der  Gattungsbereich  aus  algebraischen  Zahlen 
besteht,  entzieht  sich  ihr  und  soll  deshalb  zuerst  für  sich 
abgehandelt  werden. 

§  16.  Für  den  durch  die  ganze  algebraische  Zahl  y 
definierten  Gattungsbereich  {y)  ist  jede  Größe  dieses 
Bereichs  in  Bezug  auf  (1)  relativ  ganz,  und  wenn  y  eine 
algebraische  Zahl  rC-^^  Ordnung  ist,  jede  Größe  des  Bereichs 
gewiß  in  der  Gestalt 

darstellbar,  wenn  die  r  entsprechend  gewählte  rationale 
Zahlen  sind. 

Für  die  Herstellung  eines  Fundamentalsystems  der  ab- 
solut*) ganzen  algebraischen  Zahlen  des  Bereichs  {y)  besteht 
nun  ein  sehr  einfaches  Verfahren,  das  wohl  in  allen  die  Theorie 
der  algebraischen  Zahlen  behaadelnden  Werken  zu  finden  ist, 
hier  aber  doch  reproduziert  werden  muß,  weil  die  nachher  zu 
gebende  allgemeine  Methode  gerade  für  diesen  einfachsten 
Fall  versagen  kann. 

Ist  die  Discriminante  von  y  gleich  dj  so  ist  jede  ganze 
Zahl  des  Bereichs  gewiß  in  der  Gestalt 

d 
darstellbar:  man  hat  also  wie  früher  aus  Zahlen  dieser  Form 
die  ganzen  Zahlen  auszuwählen.  Die  ^  und  d  sind  rationale 
und  ganze  Zahlen.  Nennt  man  Iz^  den  kleinsten,  nicht  negativen 
Rest  von  g^  (mod.  c?),  so  ist  die  allgemeinste  Gestalt  jener 
Zahlen 

WO  die  a  beliebige  rationale  und  ganze  Zahlen  bedeuten,  wäh- 
rend /^o,  Ä*!,  .  .  .,  ^„_i  nur  die  Werte  0,  1,  .  .  .,  <^  —  1  annehmen 
können. 


*)  Der  Zusatz  „absolut"  wird  in  diesem  Falle  als  selbstverständlich 
wegzulassen  sein,  da  eben  jede  algebraische  Zahl  „relativ"  ganz  ist. 
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Die  Zahlen  1,  y^  .  .  .,  y'^~'^  mit  den  in  endlicher  Anzahl 
vorhandenen  ganzen  Zahlen  der  Gestalt 

d 

bilden  augenscheinlich  ein  Fundamentalsystem. 

Daß  man  aus  diesem  auch  immer  in  einfachster  Weise 
ein  genau  n  Elemente  enthaltendes  Fundamentalsystem  erhalten 
kann,  ist  schon  ein  der  speziellen  Theorie  der  algebraischen 
Zahlen  angehöriger  Satz,  der  eben  deshalb  hier  nicht  weiter 
ausgeführt  wird*). 


Teilbarkeit  der  Formen  nach  einem  Äquivalenzmodul. 

§  17.  um  die  definitive  Lösung  der  ferner  zu  erledigenden 
allgemeinen  Grundprobleme  in  der  arithmetischen  Theorie  der 
algebraischen  Größen  möglichst  einfach  zu  formulieren,  ist 
endlich  noch  eine  —  die  letzte  —  neue  Begriffsbestimmung  ein- 
zuführen, die  jetzt  besprochen  werden  soll.  In  irgend  einem 
vollständigen  holoiden  Bereiche  definiert  die  Gesamtheit  jener 
Größen  t,  deren  größter  gemeinschaftlicher  Teiler  mit  einer 
gegebenen  Größe  ttt  die  Eins  ist,  im  Sinne  von  Kap.  I.  §  12 
einen  Äquivalenzbereich,  der  als  der  Größe  nt  zugeordnet  be- 
zeichnet werden  kann.  Diese  Größe  Ut,  die  jetzt  zu  gleicher 
Zeit  einen  Kongruenzbereich  und  einen  Äquivalenzbereich  be- 
stimmen wird,  soll  von  nun  ab  Äquivalenzmodul  genannt 
werden.  Zwei  jenem  vollständigen  holoiden  Bereiche  ent- 
stammende Formen  %^  und  3^2  sollen  nach  dem  Äquivalenz- 
modul tn  —  (aequ.  mod.  in)  —  äquivalent  genannt  werden, 
wenn  es  zwei  Größen  jenes  Äquivalenzbereichs  t^  und  t^  gibt, 
so  daß 


*)  Ein  dieser  Schlußreihe  genau  analoges  Verfahren  ist  auch  dann 
noch  anwendbar,  wenn  wir  es  mit  dem  Bereiche  (A,  x)  entstammenden 
Gattungsbereichen  zu  tun  haben,  wo  A  ein  orthoider  Bereich  ist,  ins- 
besondere also  in  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Ver- 
änderlichen, wenn  von  den  Zahlenkoeffizienten  abgesehn  wird  (siehe 
Kronecker,  Festschrift,  §  7). 


I 
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ti  3(i  ^  ^2  ^2  (mod.  tn) 

wird;   eine  Beziehung,  die,  wenn  es  auf  die  Größen  t^  und  ^2 
nicht  ankommt,  durch 

^1  '^  ^2  (aequ.  mod.  tlt) 
angedeutet  werde. 

Ferner  soll  ^^  aequ.  mod.  ttl  durch  ^^  teilbar  heißen, 
wenn   es  zwei  Größen  jenes  Äquivalenzbereichs  t^  und  t^  gi^t, 

so  daß 

fi3(i  =  ^2^2  33  (mod.  m) 

wird,  wo  auch  ^(3  eine  jenem  vollständigen  holoiden  Bereiche 
entstammende  Form  ist. 

Die  Teilbarkeit  nach  dem  Äquivalenzmodul  m  ist  von  der 
Teilbarkeit  nach  dem  Modul  (Kongruenzmodul)  tlt  wohl  zu 
unterscheiden.  Es  ist,  wie  schon  früher,  ^^  durch  ^2  O^od.  Itt) 
teilbar,  wenn  es  eine  dritte  Form  ^(3  gibt,  so  daß 

3i  ^  3I2  ^3  (inod.  ttt) ; 

während  die  Teilbarkeit  aequ.  mod.  ttt  nach  der  neu  eingeführten 
Bezeichnung  durch 

3(i  ~  3I2  3^3  (aequ.  mod.  tlt) 

ausgedrückt  wird. 

Die  in  Kap.  I.  §  5  angeführten  drei  Grundgesetze  der 
Rechnung  mit  Äquivalenzen  behalten,  wie  man  sehr  leicht 
sieht,  auch  jetzt  ihre  Geltung,  mit  der  einzigen  Modifikation, 
daß  in  III  nicht  bloß  die  NuU,  sondern  jede  Größe  ß  auszu- 
schließen ist,  für  die  (^,  ttt)  nicht  ^  1;  für  irreduzible  tlt  ins- 
besondere also  jede  Größe  iB,  die  ^0  (mod.  ttt). 

Diese  Begriffsbestimmungen  sollen  auf  den  Fall  angewen- 
det werden,  wo  der  vorgelegte  vollständige  holoide  Bereich 
[A,  x^j  .  .  .,  x^]  ist  und  A,  wie  immer,  entweder  einen  orthoi- 
den  Bereich  oder  [1]  bedeutet;  wir  werden  es  demnach  mit 
diesem  Bereiche  entstammenden  Formen  der  neuen  Un- 
bestimmten ^1,  02)  '  '  •  2^  tun  haben.  Der  Modul  P  soll 
aber  jetzt  eine  echte  irreduzible  Größe  des  Bereichs 
[A,  ^1,  .  .  .,  xj  sein. 
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Eine  dem  Bereiche  [A,  ^^^  .  .  .,  x^]  entstammende  Form  G 
der  neuen  Unbestimmten  z^,  z^,  .  .  .  soll  wieder  aequ.  mod.  P 
ein  echter  Teiler  von  F  sein,  wenn  F  durch  G  teilbar 
aequ.  mod.  P,  aber  G  weder  der  Einheit,  noch  der  Form  F 
selbst  nach  dem  Äquivalenzmodul  P  äquivalent  ist. 

Eine  Form  Gj  die  ^^  1  (aequ.  mod.  P)  ist,  für  die  also 

e^G^e^  (mod.  P) 

wird,  wo  e^  und  e^  zu  P  teilerfremde  Größen  des  Bereichs 
[A,  x^y  .  . .,  x^]  sind,  muß  offenbar  selbst  auch  einer  zu  P 
teilerfremden  Größe  dieses  Bereichs  mod.  P  kongruent  sein. 
Ist  also 

G  r^  G^G^  und  G^^  1  (aequ.  mod.  P) , 

so  muß  auch 

G^^  G  (aequ.  mod.  P) 

sein,  was  übrigens  auch  aus  dem  dritten  Grundgesetze  für 
Äquivalenzen  unmittelbar  folgt. 

Eine  Form  (r,  die  nach  dem  Äquivalenzmodul  P  keinen 
echten  Teiler  besitzt,  soll  wieder  als  aequ.  mod.  P  irreduz ible 
Form  bezeichnet  werden.  Man  hat  dann  den  Satz:  Eine 
Form  G  ist  nach  dem  Äquivalenzmodul  P  gewiß  nicht 
irreduzibel,  wenn  sie  mod.  P  als  Produkt  zweier  die 
Unbestimmten  ^  wirklich*)  enthaltenden  Formen  dar- 
gestellt werden  kann. 

Aus  der  Kongruenz 

G^G^G,  {mod.  P), 

wo  G^,  G^  die  Unbestimmten  s  enthaltende  Formen  sind,  folgt 
sofort 

G  ^  G^G2  (aequ.  mod.  P) , 

und  es  ist  nach  der  für  G^  und  G2  geltenden  Ahnahme  weder 
Gl  noch  G^^  1- 


*)  Dieser  kurze  Ausdruck  bedeutet  eine  solche  Form,  in  der 
irgend  ein  Potenzprodukt  der  z,  das  nicht  Eins,  einen  mod.  P  von 
Null  verschiedenen  Koeffizienten  besitzt. 


J 
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§  18.  In  der  auf  den  Äquivalenzmodul  P  bezogenen 
Teilbarkeitstheorie  der  Formen,  wo  P  eine  echte  irreduzible 
Größe  des  Bereichs  [A,  x^y  .  .  .,  rrj  bedeutet,  haben  wir  den 
fundamentalen  Satz  nachzuweisen,  daß  jede  aequ.  mod.  P 
echte  irreduzible  Form  auch  eine  Primform  ist,  d.  h. 
daß  für  eine  solche  Form  G  jedes  Produkt  P^jPg  ^^^  dann 
aequ.  mod.  P  durch  G  teilbar  sein  kann,  wenn  dies  schon  für 
einen  der  Faktoren  F^  oder  F2  stattfindet. 

Dabei  wird  der  Fall,  wo  P  eine  gewöhnliche  Primzahl  p 
ist,  gesondert  zu  betrachten  sein.  Dann  ist  A  =  [1],  da 
für  einen  orthoiden  Bereich  A  jede  rationale  Zahl,  also  auch 
p  r^  1  wäre. 

In  diesem  (ersten)  Falle  folgt  aus  der  Äquivalenz 

F^F^^  GH  (aequ.  mod. ^9) 
die  Kongruenz 

^1  ^1  ^2  -==^  ^2  ^^  (mod.  p) . 
Nun  ist  (r,  das  die  Unbestimmten  0  wirklich  enthält, 
jedenfalls  mod.  p  in  der  Gestalt  e^  G^  darstellbar,  wo  G^  eine 
mod.  p  primitive  Form  der  z  ist  und  die  Unbestimmten  2 
wieder  wirklich  enthält.  Dann  muß  weiter  G^  auch  mod.  ^ 
irreduzibel,  also  auch  mod.^  eine  Primform  sein*),  und  e^, 
das  die  z  nicht  enthält,  ist  gewiß  nicht  durch  G^  teilbar.  Dies 
muß  demnach  für  F^F^,  also  endlich  auch  für  P\  oder  Pg 
der  Fall  sein.     Es  ist  also  z.  B. 

Pi  E^  G^H^,  63 Pi  EEE  GH  (mod.  p) , 
mithin  auch 

F^^GH^  (aequ.  mod.  p)  • 

Aus  den  soeben  gegebenen  Entwicklungen  folgt  noch 
unmittelbar  der  Satz: 

Ist  der  Äquivalenzmodul  eine  gewöhnliche  Prim- 
zahl p,  so  ist  eine  Form  G  dann  und  nur  dann  aequ. 
mod.p  irreduzibel,  wenn  sie  mod.^  irreduzibel  ist. 


*)  Die  Theorie  der  Teilbarkeit  der  Formen  nach  einem  Primzahl- 
modul p  ist  ganz  elementarer  Natur  und  unter  der  im  vorhergehenden 
Kapitel  behandelten  Theorie  der  P- Systeme  enthalten. 
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Daß  die  Irreduzibilität  mod.  p  eine  Folge  der  entsprechen- 
den Eigenschaft  aequ.  mod.  p  ist,  haben  wir  schon  früher  (§  17) 
erschlossen;  ist  umgekehrt  G  irreduzibel  mod,  ^,  so  folgt  die 
Unmöglichkeit  einer  Darstellung  als  Produkt  aequ.  mod.  p,  dessen 
Faktoren  die  z  wirklich  enthaltenden  Formen  sind,  d.  h.  die 
Unmöglichkeit  der  Äquivalenz 

G  ^  G^G^  (aequ.  mod.  p) 

leicht,  wenn  man  Gy  (r^,  G^  als  Produkt  einer  zu  |j  teiler- 
fremden Größe  des  Bereichs  [A,  a?i,  .  .  .,  rrj  und  einer  mod.  ^ 
primitiven  Form  der  0  schreibt.  Seien  die  letzteren  Formen 
G\  G^y  G2J  die  aequ.  mod.  p  mit  6r,  resp.  G^  und  G^  aequi- 
valent  sind.     Dann  hat  man 

e^  G'  ^^  ^2  G^  G^  (mod.  p) , 
und  es  muß  nun,  weil  G'  und  G-l  G^  primitiv  sind,  endlich 

G'=±G;G^  (mod-i?) 
sein,  es  wäre  also  auch  G'  und  damit  auch  G  nicht  irreduzibel 
mod.  p. 

Jede  Form,  die  nicht  ^^  0  oder  1  (aequ.  mod. ^),  ist 
also  aequ.  mod.p  als  Produkt  von  nach  dem  Äquivalenz- 
modul p  irreduzibeln  Formen  darstellbar,  und  diese 
Darstellung  ist  im  Sinne  der  Äquivalenzbestimmung 
eindeutig  bestimmt. 

Das  letztere  ergibt  sich  aus  dem  Umstände,  daß  aequ.  mod.^ 
echte  irreduzible  Formen  auch  Primformen  sind.  Die  Darstellung 
selbst  folgt  unmittelbar  aus  der  Zerlegung  mod.  j?,  wo  nur  die 
z  nicht  enthaltenden  Teiler,  die  jetzt  ^^  1  sind,  weggelassen 
werden  können,  also  jeder  wirkliche  Teiler  jetzt  aequ.  mod.  p 
in  der  kanonischen  Gestalt  einer  mod.  p  primitiven  Form 
geschrieben  werden  kann. 

§  19.  Ganz  anders  ist  vorzugehn,  wenn  die  irreduzible 
Form  P  wenigstens  eine  der  Unbestimmten  x,  z.  B.  x^ 
wirklich  enthält.  Wir  fassen  dann  in  der  gleichfalls  irredu- 
zibeln Gleichung: 
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^j  als  Unbekannte,  die  übrigen  x  als  Unbestimmte.  Diese 
Gleichung  definiert  einen  aus  (A,  ir^,  .  .  .,  x^  entstammenden 
Gattungsbereich  (|),  wo  wir  unter  %  eine  solche  Größe  des 
Gattungsbereichs  verstehn,  für  die  P(|,  .  .  .)  =  0  wird. 

Jede  Kongruenz  A^^B  (mod.  P)  ergibt  dann  eine  Iden- 
tität \Ä\^  =  [-B]^,  wo  das  Zeichen  [•  •  j^  die  Ersetzung  von  x^ 
durch  I  andeutet. 

Jede  Größe   des  Gattungsbereichs  (J)  kann  in  der  Gestalt 

-^   geschrieben  werden,   wo  A  und  E  Formen  des  Bereichs 

\J^y  x^,  .  .  .j  x^^  sind,  von  denen  die  erste  in  x^  den  w  —  1*®^ 
Grad  nicht  übersteigt,  die  zweite  x^  überhaupt  nicht  enthält. 
Ist  demnach  F  irgend  eine  dem  Bereiche  [A,  x^^  .  .  .,  x^  ent- 
stammende Form  der  Zj   so  erhält  man  für  F  eine  Beziehung 

WO  E  eine  Form  aus  [A,  x^,  .  .  .,  x^  und  W  eine  Form  der 
X  und  Zj  die  in  rz^i  den  Grad  n  —  1  nicht  übersteigt.  Es  ist 
also  EF —  ^  jedenfalls  in  dem  Sinne  durch  P  teilbar,  daß 
dabei  noch  die  Unbestimmten  x^^  ...  enthaltende  Nenner  auf- 
treten könnten.  Da  aber  nicht  nur  die  Gleichung  P  =  0, 
sondern  auch  schon  die  Form  P  irreduzibel  ist,  d.  h.  auch 
keinen  von  x^  unabhängigen  Teiler  besitzt,  hat  man  schließlich 

EF—  «p-=0  (mod.  P). 

Ist  endlich  ^als  Form  der  z  nicht  primitiv,  also  W=E^O, 
so  hat  man  schließlich 

F  c^  O  (aequ.  mod.  P)  . 

Man  hat  damit  für  F  eine  ihr  (aequ.  mod.  P)  äquivalente  Form 
von  kanonischer  Gestalt,  Q,  gefunden,  die  eine  in  x-^  den 
n  —  1*®"^  Grad  nicht  übersteigende  primitive  Form  der  z  ist. 
Es  sind  nun  zwei  Formen  P\  und  F^  dann  und  nur 
dann  aequ.  mod.  P  äquivalent,  wenn  [^J^  und  [^^g]^  i^ 
Gattungsbereiche  (J)  äquivalent  sind. 
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Aus  jPj  ~  jPg  (aequ.  mod.  P)  folgt  Q^  ~  Og  (aequ.  mod.  P) 
oder 

^1  Ol  =  ^2  ^2  (i3iod.  P)  ; 
also 

[A]j[^i]i  =  [A]j[*.]i, 

d.  h.  [Oj]^  und  [^2]!  unterscheiden  sich  nur  durch  Multipli- 
kation mit  von  0  verschiedenen  Größen  aus  (|)  und  sind  dem- 
nach äquivalent.  Da  die  angeführten  Schlüsse  sich  augen- 
scheinlich auch  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  ausführen 
lassen,  ist  der  angeführte  Satz  bewiesen. 

Eine  von  0  verschiedene  Form  O^  die  kein  2  enthält,  ist 
~  1  (aequ.  mod.  P),  da  O  vom  höchstens  n  —  1*^^  Grade, 
also  relativ  prim  zu  P  ist. 

Wenn  wir  zum  Beweise  des  am  Anfang  von  §  18  aus- 
gesprochenen Satzes  zurückkehren,  und  der  Annahme  nach 

F^F^r^GH  (aequ.  mod.  P) 

ist,  kann  man  die  sämtlichen  Formen  in  der  ihnen  äquivalenten 
oben  charakterisierten  Gestalt  geschrieben  denken  und  hat 
dann  die  Identität: 

Ist  aber  G  irreduzibel  aequ.  mod.  P,  so  ist  gewiß  auch 
[(t]|  im  Gattungsbereiche  (|)  irreduzibel.  Eine  echte  Zer- 
legung ergäbe  ja  unmittelbar  eine  Darstellung  aequ.  mod.  P 
von  G  als  Produkt  zweier  die  ^  wirklich  enthaltenden  Formen. 
Es  muß  also  [F^]^  oder  [F^]^  durch  [G]^  teilbar  sein.  Hat 
man  z.  B.  [F^']^=^  [Gj^Hy  so  kann  man  die  Form  H  der  ^ 
wieder  so  schreiben,  daß  die  Nenner  nur  mehr  ^g?  •  •  •?  ^m  ®^^" 
halten,  und  es  wird  dann  endlich,  wenn  der  Zähler  [JET]^  ge- 
schrieben wird, 

i^i-^  Ö^l?  (aequ.  mod.  P), 
w.  z.  b.  w. 

Aus  diesen  Entwicklungen  folgt  weiter  der  Satz: 
Ist   der   Aquivalenzmodul    P   eine    Form    der    Un- 
bestimmten, die  z.  B.  x^  wirklich  enthält,   so   ist  eine 
Form  G  dann  und  nur  dann  aequ.  mod.  P  irreduzibel, 
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wenn  [G]^  in  dem  durch  eine  Wurzel  der  Gleichung 
P^O  (mit  der  Unbekannten  %)  definierten  Gattungs- 
bereiche (I)  irreduzibel  ist*). 


*)  Also  durchaus  nicht,  wenn  G  mod.  P  irreduzibel  ist. 
Dieser  wichtige  Unterschied  zwischen  den  beiden  für  den  Äquivalenz- 
modul anterschiedenen  Fällen,  auf  den  wir  noch  zurückkommen,  soll 
hier  besonders  betont  sein.  Im  allgemeinen  sind  bei  der  Zer- 
legung mod.  P  irreduzible  Formen  durchaus  nicht  immer 
Primformen.  Das  ist  nur  in  den  der  Theorie  der  algebraischen 
Zahlen  und  der  algebraischen  Funktionen  einer  Unbestimmten,  wenn 
von  den  Zahlenkoeffizienten  abgesehn  wird,  der  Fall.  Hier  stimmt 
auch  die  Irreduzibilität  mod.  P  und  aequ.  mod,  P  überein. 

So  ist  z.  B. 

■F=  ^1*—  2^l^2  -f  ^2*  —  xz^z^  4-  xz^z^  +  tz^^ 
nach   dem   Äquivalenzmodul   x^  —  4:t,    wo    x   und  t  Unbestimmte  be- 
deuten, reduzibel;  denn  es  ist 

F  r^  {2  z^  —  2  z^  —  z^  x)^  (aequ.  mod.  x^  —  4  ^) , 
weil 

4:F  =  {2z^  —  2z^  —  z^  xy  (mod.  x^  —  4.t). 

Dagegen  ist  F  irreduzibel  mod.  x^  —  4<  in  dem  Sinne,  daß  es 
nicht  als  Produkt  zweier  rationalen  und  ganzen  Formen  mod.  x^  —  4  * 
darstellbar  ist.  Denn  es  müßten  dann  rationale  und  ganze  Formen  X 
von  X  und  t  existieren,  für  welche 

^{X,z,  +  X,z,  -f  X,z,){X,'z,  +  X,'z,  +  X,'z,')  =  {2z,-2z,-z,xy 

(mod.  x^  —  4  *) 
wäre.     Setzt  man  in  der  dieser  Kongruenz  entsprechenden  Identität 

t  =  u^^    X  =  2u, 
so  erhält  man  die  weitere  Identität 

{X,  z,  +  X,z,-i-  X, z,)  (X/ z,  +  X,'  z,  +  X^ z,)  =  (z,  -z,-  uz,)', 

wo  X  eine  rationale  und  ganze  Form  von  u  bedeutet,  die  aus  X  durch 
die  angegebene  Substitution  entsteht.  Da  aber  auch  X  rationale  und 
ganze  Koeffizienten  besaß,  sieht  man  unmittelbar,  daß  in  jedem  X  der 
Koeffizient  der  ersten  Potenz  von  u  eine  gerade  Zahl  sein  muß. 

Andrerseits  müßte,  wegen  der  eindeutigen  Zerlegung  von 
{Zj^  —  ^2  —  '^'^»y  i^  rationale  und  ganze  Primformen,  im  Gegensatze 
mit  der  für  X,  eben  statuierten  Eigenschaft, 

X^  =  ±u 
sein.     Die  vorausgesetzte  Zerlegung  ist  also  in  der  Tat  unmöglich. 
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Daß  aus  der  Irreduzibilität  von  G  nach,  dem  Äquivalenz- 
modul P  immer  aucli  die  Irreduzibilität  von  [G]^  im  Gattungs- 
bereiche (I)  folgt,  wurde  schon  früher  erwähnt.  Ist  umgekehrt 
[ö^]  irreduzibel  in  (?),  so  führt  die  Annahme 

G  c\J  G^G^  (aequ.  mod.  P) , 

wo  G^  und  G^  die  z  wirklich  enthaltende  Formen  sein  sollen, 
zu  einem  Widerspruche.     Es  wäre  dann  auch 

EG  =  E^G^G,  (mod.  P), 

wo  E,  E^  durch  P  nicht  teilbare  Formen  aus  [A,  x^^,  .  .  .,  ^r^] 
sind;  und  weiter 

wo  7]  eine  von  0  verschiedene  Größe  des  Gattungsbereichs  (|) 
ist,  also  müßte  eine  wirkliche  Zerlegung  von  [G~\^  vorhanden  sein. 

Jede  Form,  die  nicht  ^^  0  oder  1  (aequ.  mod.  P),  ist 
also  —  gerade  so  wie  früher  für  den  Fall  einer  ge- 
wöhnlichen Primzahl  —  aequ.  mod.  P  als  Produkt  von 
nach  dem  Äquivalenzmodul  P  irreduzibeln  Formen 
darstellbar,  und  diese  Darstellung  ist  im  Sinne  der 
Äquivalenzbestimmung  eindeutig  bestimmt. 

Das  letztere  ist  eine  Folgerung  aus  der  Tatsache,  daß 
aequ.  mod.  P  echte  irreduzible  Formen  auch  immer  Primformen 
sind.  Die  Darstellung  selbst  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der 
Zerlegung  von  [G]^  im  Gattungsbereiche  (|),  in  welcher  nur 
die  Nenner,  von  x^  unabhängige  Formen,  durch  Multiplikation 
zu  entfernen  sind ,  also  die  Faktoren  in  der  früher  erörterten 
kanonischen  Gestalt  geschrieben  werden  können. 

§  20.  Wie  die  nun  abgeschlossene  Theorie  der  Zerlegung 
einer  Form  zeigt,  ist  die  Einführung  des  „Äquivalenzmoduls" 
prinzipiell  nicht  unbedingt  notwendig,  da  die  betreffenden  Be- 
griffsbestimmungen schließlich  auch  ohne  diese  neue  Ausdrucks- 
weise formuliert  werden  könnten.  Dasselbe  findet  aber  bei 
jeder  Erweiterung  der  mathematischen  Symbolik  statt,  und 
es  wird  immer  zu  erwägen  sein,  wie  weit  die  Einführung  des 
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neuen  Symbols  zweckmäßig  ist.  In  Bezug  auf  den  Äquivalenz- 
modul  ist  dies  in  hohem  Maße  der  Fall.  Ohne  ein  Eingehn 
in  die  hier  in  Frage  kommenden  Eigenschaften  der  Formen 
ist  eine  Lösung  der  Fundajientalprobleme  der  arithmetischen 
Theorie  der  algebraischen  Größen  überhaupt  nicht  möglich; 
wollte  man  trotzdem  die  der  neuen  Aquivalenzhestimmung 
entsprechenden  Bezeichnungen  vermeiden^  so  würde  die  ganze 
Darstellung  nicht  nur  äußerst  schwerfällig  und  undurchsichtig 
werden,  sondern  es  müßten  auch  immer  die  beiden  bisher 
unterschiedenen  Fälle  gesondert  behandelt  werden.  Eine  ein- 
heitliche Theorie  kann  also  die  neue  Ausdrucksweise  nicht 
vermeiden.  In  dieser  erhalten  wir  noch  außer  dem  soeben 
gegebenen  grundlegenden  Theoreme  die  folgenden  für  die 
Anwendungen  wichtigen  Sätze. 

Es  sei  G  eine  dem  Bereiche  [A,  x^,  .  .  .,  ^J  ent- 
stammende Form  von  Zy  z^j  z^y  .  .  .,  die  mod.  P  regulär 
in  Bezug  auf  z  ist.  Es  sei  ferner  die  Zerlegung  von 
G  nach  dem  Aquivalenzmodul  P: 

G  -  Gl-  G;^...  Gy  (aequ.  mod.  P) , 

wo  bei  der  jetzt  gebrauchten  Schreibweise  G^,  G^,  ... 
schon  aequ.mod.  P  nicht  äquivalente  Formen  bedeuten. 
Die  Zerlegung  von  G  enthält  bei  dieser  Annahme 
dann  und  nur  dann  eine  Primform  mehrfach,  wenn 
die  Discriminante  von  G  (nach  z)  mod.  P  verschwindet. 
Es  sind  dann  ferner  die  Discriminanten  der  Primformen 
G^,  G2,  . .  .  (nach  z),  sowie  die  Resultanten  irgend 
zweier  verschiedener  Primformen  (nach  z)  durchweg 
mod.  P  von  0  verschieden. 

Die  angeführten  Tatsachen  sind  evident,  wenn  der  Äqui- 
valenzmodul eine  natürliche  Primzahl  ist,  da  wir  es  dann  eben 
nur  mit  der  Zerlegung  der  Form  G  (mod.  p)  zu  tun  haben. 

Für  den  Fall  eines  Unbestimmte  enthaltenden  Äquivalenz- 
moduls  sind  die  folgenden  einfachen  Betrachtungen  anzustellen. 
Mehrfache  Primfaktoren  sind  in  G  vorhanden,  wenn  solche 
bei  der  Zerlegung  von  [G]^  im  Gattungsbereiche  (^)  auftreten. 

König,  algebraische  GröBen.  33 
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Auch  [G]^  ist  regulär  in  Bezug  auf  ^  und  besitzt  also  nur 
wieder  in  Bezug  auf  ^  reguläre  Teiler.  Mehrfaclie  solche  Teiler 
treten  dann  und  nur  dann  auf,  wenn  die  Discriminante  von 
[G\^  nach  0  verschwindet.  Diese  ist  aber  [Dscr.  G]^  und  also 
dann  und  nur  dann  Null,  wenn  Dscr.  (r  £EEE  0  (mod.  P). 

Wäre  weiter  Dscr.  G^  ^0  (mod.  P),  so  hätte  man  auch 
Dscr.  [ö^i]^  =  ^5  d.  h.  es  wäre  [G^^]^  und  auch  G^  keine  Prim- 
form. Ebenso  würde  aus  Res.  (G^,  G^)  ^  0  (mod.  P)  auch 
Res.  {[G^\,  [_G^]^  ==  0  folgen;  da  aber  [G^]^  und  [61^2]^  iiTedu- 
zible  Formen  sind,  müßten  [G^]^  und  [G^]^  äquivalent  sein, 
und  es  wäre  im  Gegensatze  zur  Annahme  auch 
6ri  «^  G2  (aequ.  mod.  P) . 

Allgemeine  Methode  zur  Aufstellung  der  Fundamental- 

Systeme. 

§  21.  Das  nun  zu  lösende  Problem  kann  folgendermaßen 
gefaßt  werden: 

Es  sei  wieder  A  ein  orthoider  Bereich  oder  aber  der 
Bereich  [1],  P  irgend  eine  irreduzible  Größe  des  Bereichs 
[A,  a^i,  .  .  .,  Xj^  und  wieder  y  eine  diesem  Bereiche  entstam- 
mende ganze  algebraische  Größe  n^^^  Ordnung.  Es  seien  ferner 
9i^  92?  •  •  •;  9*  wirkliche  ganze  Größen  des  durch  y  definierten 
Gattungsbereichs  (F).  Dann  sollen  dem  Bereiche  [A,  iCj,  . . .,  :r„J 
angehörige  Formen  X^,  .  .  .,  Xj^  so  bestimmt  werden,  daß 

P 

eine  ganze  Größe  sei,  und  es  ist  noch  insbesondere  nachzu- 
weisen, daß  dies  dann  und  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn 

ist,  wo  die  H  bestimmte,  die  Y  beliebige  Formen  des  Bereichs 
[A,  rTj,  .  .  .,  x^l  bedeuten. 

Daß  nach  Lösung  dieses  Problems  das  Fundamentalsystem 
der  wirklichen  ganzen  Größen  aus  (F)  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Schritten  aufgestellt  werden  kann,  ist  sehr  leicht 
einzusehn. 


^ 
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Ist     die    Discriminante    von    y     in     [A,  ^r^,  .  .  .,  x^^     in 
irreduzible  Faktoren  zerlegt 

SO  muß,  wenn  in  der  Bezeichnung  des  §  14: 

B 
ganz  sein  soll,  dies  jedenfalls  auch  für 

der   Fall   sein.     Der  Annahme   nach   geschieht    dies   bei   einer 
gewissen  oben  angegebenen  Gestalt  der  G,  also  wenn 


I 


G,  +  6^.7+ •••  +  ^.-17"'-'^  ^    yv  ^oJ-^^^jy^'-'-^^n-uy"-' 

wird,  wie  immer  auch  die  Formen  Yj  gewählt  sind.  Die 
Koeffizienten  der  Yj  in  der  eben  hingeschriebenen  Summe 
sind  also  ganze  Größen,  und  es  wird,  wenn  man  sie  kurz 
mit  q)j  bezeichnet: 

s 
Gq  -^  G^7  +  ■  ■  ■  -^  Gn-ir"-'   _  ./S^ 

D  ^         P,Ps-..' 

Es  muß  dann  wieder 

p. 

ganz  sein.  Dies  ergibt  nach  dem  als  richtig  angenommenen 
Satze  nun  eine  ähnliche  Bestimmung  der  Yy  wie  früher  der  G. 
Fährt  man  so  fort,  bis  alle  irreduziblen  Faktoren  von  D  ent- 
fernt sind  (unter  denen  auch  gleiche  vorkommen  können), 
so  erhält  man  schließlich  alle  wirklichen  ganzen  Größen  des 
Gattungsbereichs  in  der  Gestalt 

EW^Yi"-', 
wo  die   "^F  bestimmte  ganze  Größen,  die  Yj""^  beliebige  Formen 
aus  [A,  Ä^i,  . . ,,  x^\  bedeuten.  Mit  anderen  Worten:  Die  ganzen 
Größen  (pj  bilden  ein  Fundamentalsystem. 

38* 
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Das  demnach  zu  lösende  Problem  soll  sogleich,  um  Wieder- 
holungen zu  vermeiden,  allgemeiner  formuliert  werden. 

Es  seien  ^^^  cp^,  .  .  .,  qp^  wirkliche  ganze  Größen  des 
dem  Gattungsbereiche  (F)  zugehörigen  Galoisschen 
Bereichs,  P  eine  Primform  des  Bereichs  [A,  x^,  .  .  .,  x^ 
und  weiter  (nach  §  12,  Satz  III): 

es  sollen  dann  die  gleichfalls  dem  Bereiche  [A,:ri,...,^J 
angehörigen  Formen  X;^,  ...,  X;t  i^  allgemeinster  Weise 
so  bestimmt  werden,  daß 

Xi9Pi  +  •  •  •  +  x,<p,  =  0  (mod.  rr r'  •  •  ■),       (C) 

wo  c  =  1,  2,  .  .  .,  a  sein  kann. 

Dabei  zeigt  sich  vor  allem,  daß  mit  dem  Falle  c  =  1 
auch  die  übrigen  Fälle  c  >  1  vollständig  erledigt  sind.  Ist 
nämlich  —  wie  nachher  nachgewiesen  werden  soll  —  die  all- 
gemeine Lösung  der  Kongruenz 

^t9iH h^ii-9>;fc  =  0  (mod.}irjr-.) 

in  der  Gestalt 

gegeben,  so  müssen  auch  die  Lösungen  der  Kongruenz  (C) 
diese  Gestalt  haben  und  die  Größen  X-  genügen  gewiß  auch 
dieser  Kongruenz  (C),  wenn  weiter 

y,2H,,<p,  +  ■■■+  Y,2Hu9i  =  0  (mod.  r^r  •  •  ■)      (C) 


ist.     Nun   ist    aber    ihrer   Entstehung   nach   jede    der  Größen 

k 

^HijfPi  durch  ^t\x  .  .  .  teilbar,  und  der  größte  gemeinschaft- 


=1 


liehe  Teiler  dieser  Größen,  ihrer  sämtlichen  konjugierten  und 
P  genau  eine  Potenz  von  Tßi\X.  Wäre  nämlich  für  irgend 
eine  dieser  Größen 


(ix«)p<^-p)~rr--, 
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SO  wäre,  da  die  verbundenen  Primideale  in  einem  Galois- 
schen  Bereiche  auch  konjugierte  Ideale  sind,  für  irgend  eine 
konjugierte  Größe  auch 


(^H,,^'/\p)'-r(\'---, 


und  im  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  aller  dieser  Größen 
muß    demnach    der   Exponent    des    Priraideals    p    die   kleinste 
aller  Zahlen  sein,  die  als  Exponenten  überhaupt  vorkommen. 
Es  ist  demnach 

» ■-  (i'^-i«Pi«,  •  •  •,  ^H,,,ff), . . .,  p)  ~  r<i' ••■, 

wo  g  ^a  sein  muß. 

Die  Kongruenz  (C)  kann  also,  wenn  wir  den  Teiler  ^ 
entfernen,  auch  in  der  Gestalt 

k  k 

r^i=i___  +  ...4.r^!=L__^o(mod.r-^ii-^...)   (CO 

geschrieben  werden*). 

Dabei  sei  sogleich  auf  den  wichtigen  Umstand  aufmerksam 
gemacht,  daß  die  Bestimmung  der  Größe  ^  die  Kenntnis 
der  Zerlegung  von  P  in  seine  Primideale  nicht  vor- 
aussetzt; und  ferner,  daß,  wenn  der  Modul  der  Kongruenz 
(C)   ohne   diese  Zerlegung  bekannt  ist,   dies   auch  für 


*)  Daß  wir  hier  in  der  Kongruenz  durch  h  wirklich  dividieren 
können,  obgleich  keine  bloße  Äquivalenzbestimmung  stattfindet,  ist  eine 
Folge  davon,  daß  h  nicht  bloß  als  Ideal  im  Sinne  der  Äquivalenz- 
bestimmung betrachtet  wird,  sondern  als  einem  holoiden  Bereiche  an- 
gehörige  Größe  im  vollen  Sinne  dieses  Wortes  gegeben  ist.  Dies  könnte 
weder  in  Dedekinds  noch  in  Kroneckers  Theorie  geschehn  und 
konstituiert  jene  —  eben  durch  diese  und  andere  Anwendungen  wichtige  — 
Erweitei-ung  der  Theorie  der  idealen  Größen,  auf  welche  schon  in 
§  8  hingewiesen  wurde  und  die  —  in  dieser  Darstellung  zum  ersten 
Male  —  einen  definitiven  Abschluß  der  hierher  gehörigen  arithmetischen 
Grundprobleme  gestattet. 
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den  Modul  der  Kongruenz  (C")  der  Fall  ist^  da  ja  nur 
aus  (\i(\X  .  .  .y  der  Teiler  b  zu  entfernen  ist. 

Die  linke  Seite  der  Kongruenz  (C")  wird^  wenn  man  die 
Division  durch  ti  nach  den  früher  für  die  idealen  Größen  fest- 
gesetzten Rechnungsregeln  wirklich  ausführt^  ein  Quotient 
zweier  Formen,  in  denen  als  Unbestimmte  vorerst  die  bei  der 
tatsächlichen  Bildung  von  t^  auftretenden  neuen  Unbestimmten 
zu  betrachten  sind.  Die  im  Nenner  auftretende  Form  ist 
primitiv  und  kann  demnach  in  der  Kongruenz ,  da  wir  damit 
nur  zu  einer  äquivalenten  idealen  Größe  übergehn,  ganz  weg- 
gelassen werden.  Jener  Zähler  endlich  wird  dann  und  nur 
dann  durch  |j^~^i|^~^  .  .  .  teilbar,  wenn  dies  für  jeden  Koeffi- 
zienten in  der  nach  den  Potenzprodukten  der  neuen  Un- 
bestimmten geordneten  Form  der  Fall  ist. 

Man  erhält  demnach  zur  Bestimmung  der  Y  das  mit  der 
Kongruenz  (C)  oder  (C")  gleichwertige  Kongruenzensystem: 

Y,W,,+  Y,W,,+  ■  ■  ■  +  Y,  «<;,  =  0    (mod.  r-^q'"»  •  •  ■) 
(.=  1,2...)  (C") 

und  damit  die  gesuchte  Reduktion  des  Problems,  da  der 
Modul  jetzt  eine  niedrigere  Potenz  von  ^^  .  .  .  ist  als  früher. 
Daß  dabei  statt  einer  Kongruenz  nun  ein  System  von  solchen 
Kongruenzen  auftritt,  ist  unwesentlich.  Ist  nämlich  die  all- 
gemeine Auflösung  einer  solchen  Kongruenz  bekannt  und  ins- 
besondere in  der  vorausgesetzten  Gestalt  einer  endlichen  Schar 
gegeben,  so  wird  diese  in  den  übrigen  einzusetzen  sein.  Da- 
durch wird  die  Aufgabe  weiter  auf  ein  System  reduziert,  in 
dem  die  Anzahl  der  Kongruenzen  sich  um  Eins  verringert  hat, 
eventuell  auch  um  mehrere,  wenn  unter  den  resultierenden 
Kongruenzen  sich  auch  solche  finden,  die  identisch  befriedigt  sind. 
Diese  Reduktionsmethode  muß  aber  immer  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  einem  Systeme  identisch 
befriedigter  Kongruenzen  führen,  in  denen  jeder  Koeffizient 
durch  T^^~^t\°~^  .  .  .  teilbar  ist,  also  die  Y  sich  als  keiner  wei- 
teren Bedingung  unterworfene  beliebige  Formen  bestimmen. 
Da    nämlich    bei   jedem    einzelnen   Schritte    dieses    Verfahrens 
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der  gemeinsame  Exponent  der  Primideale  l^y  t\,  .  .  .  sich  wenig- 
stens um  Eins  erniedrigt,  muß  dies,  wenn  nicht  früher,  so 
doch  nach  c  Schritten  geschehn,  wo  dann  der  Modul  ~  1 
geworden  ist.  Ob  und  wann  dies  geschehe,  ersieht  man  un- 
mittelbar durch  Bildung  der  Größe 


rr 


ISTm. 


die  dann  als  Quotient  primitiver  Formen  erscheint. 

Wie  schon  hervorgehoben  wurde,  setzt  das  Verfahren  die 
Kenntnis  der  Zerlegung  von  P  in  Primideale  nicht  voraus,  nur 
muß  der  Modul  p*^  q''  . . .  irgendwie  gegeben  sein.  Jene  Zerlegung 
von  P  ist  nur  als  theoretisches  Hilfsmittel  für  die  Begründung 
des  Verfahrens  benutzt,  gelangt  aber  bei  der  praktischen  Aus- 
führung nicht  zur  Anwendung.  Es  genügt  daher  der  für 
diese  Zerlegung  früher  gegebene  Existenzbeweis,  und  es  wird 
umgekehrt  die  jetzt  entwickelte  Methode  durch  die  damit  ge- 
gebene Herstellung  des  Fundamentalsjstems  dahin  führen,  daß 
wir  auch  die  Zerlegung  von  P  in  Primideale  tatsächlich 
ausführen. 

Das  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  formulierte  Problem 
verlangt  nun  geradezu  die  Auflösung  der  Kongruenz 

X,<p,+  ---  +  X,cp,~0  (mod.P); 

dabei  ist  P  jedenfalls  eine  genaue  Potenz  von  p  1|  .  .  . ,  und  es 
trifft  auch  die  weitere  früher  betonte  Voraussetzung  ein,  daß 
der  Modul  der  Kongruenz  eine  tatsächlich  gegebene  Größe  ist. 
Das  ganze  Verfahren,  dessen  wir  zur  Aufstellung  des  Funda- 
mentalsystems irgend  eines  Gattungsbereichs  benötigen,  ist 
demnach  auf  die  Auflösung  der  Kongruenz 

^i<3Pi  H h  X,(p,  -~  0  (mod.  p  Jl  .  .  .) 

zurückgeführt,  wo  p,  i|,  .  .  .  die  verschiedenen  in  P  enthal- 
tenen Primgrößen  bedeuten;  das  Verfahren  zur  Auflösung  jener 
Kongruenz  wird  aber  wieder  unabhängig  von  der  Kenntnis  der 
Zerlegung  von  P  zu  formulieren  sein. 
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§  22.     Um     das    auf   seine    einfachste    Gestalt    gebrachte 
Problem  zu  erledigen,  bilde  man 

F=n(0-  9,<%i <p<ih,) , 

WO  das  Produkt  auf  die  verschiedenen  konjugierten  Werte 
von  z  —  fpi^i  —  *  •  •  —  ^k^k  ^^  erstrecken  ist  und  also  F  eine 
dem  Bereiche  [A,  a;^,  .  .  .,  x^  entstammende  Form  der  neuen 
Unbestimmten  z^  z^y  .  .  .,  z^.  ist.  Wird  das  Produkt  nach  dem 
Äquivalenzmodul  P  in  irreduzible  Faktoren  zerlegt,  so  ergibt  sich: 

F  ^  i^«i  F^-^  .  .  .  (aequ.  mod.  P)  . 

Diese  Äquivalenz  ist,  wie  wir  wissen,  mit  einer  Kongruenz 

Q'Feee  Q"F^^F^^  .  .  .  (mod.  P) 

gleichbedeutend,  wo  Q'  und  Q''  dem  Bereiche  [A,  iCi,  . .  .,  itj 
angehörige,  zu  P  teilerfremde  Größen  sind.  Der  zu  Grunde 
gelegte  Galoissche  Bereich  werde  weiter  durch  Adjunktion 
sämtlicher  Wurzeln  der  Gleichung 

FF^F^...  =  0 

erweitert,  in  der  z  als  Unbekannte,  z^,  .  .  .,  z^.  auch  weiterhin 
als  Unbestimmte  zu  fassen  sind.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

jP=  0  sind  dann  die  konjugierten  Größen  q>^i^z^  -\ 1-  fp^[^Zj^ . 

Die  Wurzeln  der  Gleichungen  F^=  0,  F^=  0,  .  .  .  mögen 
endlich  mit 

bezeichnet  werden,  wo  demnach  l^l^j  -■•  den  Grad  von  F^,  F^,  ... 
in  z  bezeichnen;  es  ist  dann  noch,  wenn  P"  in  ^  vom  Grade  l  ist: 

Ist  nun  |J  irgend  ein  in  P  enthaltenes  Primideal,   so  be- 
steht auch  die  Kongruenz 

qF^Q"F-^F^^...  (mod.p), 

und  es  müssen  die  Größen 

g>i''^^iH V^fh 


I 
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einerseits  und  die  Größen 

«l;   •  •  V  «^i,;   ßu  ■  '  •;  Aj  •  •  • 

andrerseits,  wenn  jedes  a  a^-mal,  jedes  ß  a^-msii  u.  s.  f.  gezählt 
wird,  abgesehn  von  der  Reihenfolge  mod.  ^  übereinstimmen*). 
Die  Größen  a^,  .  .  .,  a^j  /^j,  .  .  .,  /3^  sind  dabei  mod.  p  durchweg 
verschieden;  im  entgegengesetzten  Falle  müßte  die  Discrimi- 
nante  irgend  eines  F.^  oder  die  Resultante  zweier  solcher 
Formen  JP^,  Fj  nach  dem  Modul  p  oder,  da  dies  Formen  der 
3  sind,  die  dem  Bereiche  [A,  iCj,  .  .  .,  x^]  entstammen,  auch 
mod.  P  verschwinden.  Dies  ist  aber  nach  ihrer  Bildung  und 
dem  Satze  in  §  20  ausgeschlossen. 

Allerdings  scheinen  diese  Entwicklungen,  insbesondere 
auch  die  in  der  Fußnote  gegebene  Schlußweise  an  die  Voraus- 
setzung geknüpft,  daß  die  a,  ß,  .  .  .  ganze  Größen  sindT.  Dies 
ist  im  allgemeinen  durchaus  nicht  der  Fall,  insbesondere  nicht, 
wenn  der  Aquivalenzmodul  P  die  Unbestimmten  x^,  ...  ent- 
hält. Dann  ist  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  0  in 
F^,  F2,  .  .  .  durchaus  nicht  1,  sondern,  weil  F  eine  reguläre 
Form  der  0  ist,  eine  Form  des  Bereichs  [A,  x^,  .  .  .,  x^]^  von 
der  nur  feststeht,  daß  sie  zu  P  teilerfremd  ist. 

Demnach  wird,  wenn  A  der  Koeffizient  der  höchsten 
Potenz  von  z  in  F  ist,  nicht  «,  wohl  aber  Äa  ==  cc  eine 
ganze  Größe.  Man  kann  aber,  wie  dies  auch  häufig  in  den 
Elementen  der  Zahlentheorie  geschieht,  anstandslos,  in  den 
Kongruenzen  mod.  p   solche   Größen  zulassen,   deren  Nenner 


*)  Ist  nämlich 

Q'  (^  -  l«i)  (^  -  f^a)  •  •  •  ^  Q"  iz  -  rj  {z  -  v^)  .  .  .  (mod.  p), 
so  muß 

Q  («'1  -  ^1)  K  -  1^2)  •  •  •  =  0  (mod.  p) 

sein.  Da  femer  (^',  P)  und  also  auch  (^,  p)  «^  1 ,  muß  ferner,  weil  |J 
ein  Primideal  ist,  einer  der  Faktoren  durch  p  teilbar  sein.  Ist 
dies  z.  B.  v^  —  jn^ ,  also  v^  ^  j^i  (mod.  p),  so  kann  man  den  Faktor 
z  —  ^tj  ^  2  —  v^  auf  beiden  Seiten  entfernen  und  erhält  also  wieder 
z.  B.  Vg  ^  ju-j  (mod.  p)  u.  8.  f.  Für  diesen  Schluß  ist  nur  zu  beachten, 
daß  das  gewöhnliche  Divisionsverfahren  nach  einem  Primmodul  ein- 
deutig bestimmt  ist. 
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durch  jr  nicht  teilbar  ist,  wenn  man  die  Kongruenzbeziehung 

^  =  ^  (mod.  JJ) 
einfach  als  andere  Schreibweise  für 

Bfi  ^^  Äv  (mod.  p) 
betrachtet.     So  hat  dann  die  Kongruenz 

«  ^  qpj'^  ^^  _|_  .  .  .  _[_  (p(^)  2^  (mod.  p) 
die  folgende  Bedeutung 

J.a  ~  a  ^  ^(9)W<^i  -I \-  (pfz,^  (mod.  p)  . 

Die  in  der  vorstehenden  Fußnote  gegebene  Schlußweise 
ist  leicht  auf  den  Fall  zu  übertragen,  wo  iw-^,  f^2;  •••?  ^i;  ^2;  •• 
nicht  ganz  sind,  dies  aber  für  A^ii^,  A^^^y  .  .  ,  B^v^^B^v^,  .  .  . 
der  Fall  ist,  wo  A^,  A^,  .  .  .,  B^,  B^,  .  .  .  durch  p  nicht  teil- 
bare Größen  sind.  (Man  bemerke  dabei  noch,  daß  dann  die 
A  und  B  auch  zu  P  teilerfremd  sind,  also  auch  durch  die 
verbundenen  oder  konjugierten  Primideale  (\,  r,  ...  nicht  teil- 
bar sind.)  Es  ist  dann  nur  mehr  A^A2  .  .  .  B^B^  .  .  .  2  =  / 
durch  Multiplikation  mit  der  entsprechenden  Potenz  von 
A^A^  .  .  .  Bj^B^  einzuführen. 

§  23.  Wenn  wir  nach  diesen  weiteren  Festsetzungen  zu 
der  von  Anfang  des  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten 
Kongruenz  zurückkehren,  so  hat  man  endlich  in 

F,F,...  =  0  (mod.p) 

eine  Kongruenz,  deren  Wurzeln  die  mod.  p  verschiedenen  Größen 

<P^^^i-\ h9l'^^. 

sind,  wobei  die  Anzahl  der  Wurzeln  mit  dem  Grade  dieser 
Kongruenz,  ^i+  ?2~t~  '  '  ?  übereinstimmt.  Ist  der  Koeffizient 
der  höchsten  Potenz  von  ^  in  dieser  Kongruenz  gleich  §, 
so  ist  Q  eine  zu  P  teilerfremde  Form  des  Bereichs 
[A,  a?!,  .  .  .,  ^^],  und  man  hat  endlich,  wenn  man  der  Kürze 

wegen 

0^F,F,... 
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setzt  (ähnlich  wie  in  Kap.  YI.  §  15): 

r|li         ^(0+  r^Ai  =0  (mod.p). 

■^^r     r  '  ^^r     r 

Nun  ist  die  Discriminante  von  0  nach  z  eine  Form  aus 
[A,  x^j  .  .  .,  x^^  z^y  z^y  .  .  .]^  die  mod.  P  von  Null  verschieden 
ist,  und  behält  diese  Eigenschaft ,  wenn  man  für  z^^  z.^,  .  .  . 
entsprechend  gewählte,  leicht  zu  bestimmende  Größen  Z^,  Z^, . . . 
aus  [A,  x^j  .  .  .,  x^  setzt*). 

Bezeichnet  man  die  Ausführung  der  Substitution 

kurz  mit  [.  .  .]z<''?  so  wird 


mod.  p   von  Null  verschieden,   und  es  wird  auch  das  über  die 
mod.  p    verschiedcE 
erstreckte  Produkt 


mod.  p    verschiedenen    ^i  +  ^2  +  *  •  •   Grrößensysteme  qp(/)  .  .  .  (p^p 


nm\ 


JzO") 
von  Null  mod.  |J  verschieden  sein.     Es  entsteht  aus 


wenn  man  z^=  Z^  setzt;   diese   Größe  ist  eine   symmetrische 
Form    der  Wurzeln    von  ^  ^e  0  (mod.  |l),    und    also    mod.  :p 


*)  Für  diese  Schluß  weise  ist  es  wieder  (ebenso,  wie  in  Kap.  VIII. 
§  4)  nur  notwendig,  daß  es  unendlich  viele  mod.  P  von  einander  ver- 
schiedene Größen  des  Bereichs  [A^a^i,  .  .  .,a;„J  gebe.  Dies  ist  immer 
der  Fall,  wenn  der  Bereich  Unbestimmte  enthält.  Ist  P  eine  gewöhn- 
liche Primzahl,  so  sind  1^  x^,  x^^,  .  .  .  solche  Größen;  enthält  P  zu- 
mindest eine  Unbestimmte,  so  sind  1,2,3,...  Größen  der  gesuchten 
Ai-t.  Ausgeschlossen  bleibt  nur  der  Fall  der  algebraischen  Zahlen,  wo 
an  Stelle  von  [A^  a^^,  .  .  .,  x^  der  Bereich  [1]  tritt.  Dann  ist  der  an- 
zuwendende Schluß  allerdings  eventuell  falsch,  und  ebendeshalb  mußte 
das  hier  allgemein  zu  lösende  Problem  gerade  für  diesen  allereinfachsten 
Grenzfall  früher  gesondert  betrachtet  (und  erledigt)  werden. 
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nach  Multiplikaticn  mit  einer  genügend  hohen  Potenz  von  Q\ 
als  Form  S  aus  [A,  Xj^^  .  .  .,  x^^^,  z^,  z^j,  .  .  ^  darstellbar,  die] 
mod.  P  von  Null  verschieden  ist. 

Ganz  ähnlich  sieht  man,  daß  das  Produkt 

WO  gerade  der  Faktor    ^—  L^..  auszuschließen  ist,  aus 

durch  die  Substitution  z^  ==  Z^  entsteht.  Diese  letzte  Größe 
ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Größen  Z(p^,pz^  mit  Aus- 
schluß von  Ucp^pz^j  also  mod.  JJ  nach  Multiplikation  mit  einer 
genügend  hohen  Potenz  von  Q  in  der  Gestalt 

['P-(^,  ^1,  z^,  . .  .],_2;,;,o.^ 
darstellbar,  und  es  ergibt  sich  endlich 


S9,«  =  [-'ir|^J^,,  (mod.p), 


dz,}yS'') 

oder  _ 

Sq>'^->  =  tAii,Z„Z,,..)  (mod.|l), 

wo  ^j,  ^2,  ...  der  Reihe  nach  die  Wurzeln  der  Kongruenz 

[J'iJ;...]v=z,;-:0  (mod.p), 

d.  h.  die  Größen  9^')  Z^-\-  •  •  -  -\-  cp^p  Z^  bezeichnen.  Diese  Kon- 
gruenz besitzt,  da  die  Z^  entsprechend  gewählt  sind,  auch  jetzt 
so  viele  (mod.  |j)  verschiedene  Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einheiten 
zählt,  und  jeder  ihrer  Wurzeln  t^  entspricht  ein  Größensystem 
^If ,  9?^'),  ....  Dabei  ist  diese  Bestimmung  der  Größen  gpj.'^  bei 
jeder  Wahl  des  in  P  enthaltenen  Primideals  dieselbe;  und 
es  .kann,  wenn  die  Rechnung  statt  auf  p  nun  auf  i\  bezogen 
wird,  eine  Verschiedenheit  nur  insofern  eintreten,  als  die  kon- 
jugierten Größen  9J.')  in  andrer  Reihenfolge  auftreten. 
Mit  der  Kongruenz 

^1  9^1  H h  ^.9*    -  0  (mod.  ;i(|  .  .  .) 
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ist  das  System  von  Kongruenzen 

X,  (pi')  +  •  •  •  +  X,  9)(.')  -  0  (mod.  p  q  .  .  •)       (^  =  1 ,  2,  .  .  •) 

gleichbedeutend;  und  für  dieses  kann  wieder 

X.  <p(')  +  ■  •  •  +  XM''  -  0  (mod.  p)  (»  =  1,  2,  •  •  ■) 

X,  9></)  +  •  ■  •  +  X,  9,«  -  0  (mod.  q)  (»  =  1,2,...) 

gesetzt  werden,  da  ja  |J^  i],  ...  verschiedene  Primideale  sind. 
Irgend   eines,   z.  B.   das  erste  dieser  Systeme,   geht  durch 
Multiplikation  mit  S  in 

-^1  tt  (l)  +  •  •  •  +  X,  t,  Ä)  =  0  (mod.  JI)       (i  =  1 ,  2,  •  •  .) 

über,  und  dieses  System  kann  wieder  durch  das  völlig  gleich- 
bedeutende System 

^?r(X.  f,  (S,)  +  .  .  •  +  X>,(fe)  =  0  (mod.  V)     (r  =  1,  2,  •  •  •) 

ersetzt  werden.  (Daß  auch  hier  erst  die  Größen  Q^^  ganz 
sind,  man  also  wieder  mit  einer  Potenz  von  Q  multiplizieren 
muß,  um  Kongruenzen  im  engeren  Sinne  des  Wortes  zu  er- 
halten, d.  h.  Eigenschaften  von  ganzen  Größen  auszudrücken, 
braucht  wohl  nicht  mehr  besonders  hervorgehoben  zu  werden.) 
Das  letztere  System  ersetzt  das  vorstehende  vollständig,  weil  ja 
I  gr  |2,  wieder  mit  einer  Potenz  von  Q  multipliziert,  eine  zu  |X 
teilerfremde  ganze  Größe  ist. 

Nun  hat  man  auf  der  linken  Seite  in  jeder  Kongruenz 
^ies  letzten  Systems  eine  symmetrische  Form  der  J^,  und  dieses 
geht  daher  in  die  rationale  und  ganze  Gestalt 

ArX^+-+  ArX, :-  0  (mod.  P)  (r  =  1,2,.-  •) 

über;  denn  eine  durch  |J  teilbare  Form  aus  [A,  i^i,  .  .  .,  x^l 
ist  stets  auch  durch  P  teilbar  und  umgekehrt.  Das  ist 
aber  ein  System  von  linearen  diophantischen  Gleichungen 
im  Bereiche  [A,  rr^,  .  .  .,  ^i'J,  und  hieraus  ergibt  sich  in  be- 
kannter Weise  die  allgemeine  Lösung,  und  zwar,  wie  behauptet 
in  Gestalt  einer  endlichen  Schar. 
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Da  endlich  von  )J  nur  eben  vorausgesetzt  wurde, 
dieses  Ideal  ein  in  P  enthaltenes  Primideal  ist,  bezieht  sich 
die  erhaltene  Lösung  genau  ebenso  auch  auf  i\,  X,  ...  und 
ist  also  auch  die  allgemeine  Lösung  der  Kongruenz 

^k9>i  H h  Xk^Pk  =  0  (mod.  }H|  •  .  .)  • 

Damit  sind  wir  aber  im  Besitze  aller  Hilfsmittel,  um 
das  Fundamentalsystem  der  wirklichen  ganzen  Größen  eines 
beliebigen  Gattungsbereiches  durch  eine  endliche  Anzahl  be- 
kannter Operationen  wirklich  zu  berechnen. 

Daß  die  tatsächliche  Lösung  eines  so  allgemeinen,  in  die 
verschiedensten  Disziplinen  der  Mathematik  hineinragenden 
Problems  sich  rechnerisch  langwierig  gestalten  muß,  war  wohl 
vorauszusehn.  Doch  wird  der  volle  Überblick  der  allgemeinen 
Arithmetik  der  algebraischen  Größen  uns  lehren,  daß  die  hier 
gegebene  Methode,  gerade  weil  sie  mit  der  Zerlegung  gewisser 
rationaler  und  ganzer  Größen  in  Prim ideale  parallel  läuft,  die 
einzige  naturgemäße  Methode  ist,  die,  ohne  der  Natur  der 
Sache  fremde  Hilfsmittel  zu  verwenden,  die  wesentlichen  Eigen- 
schaften der  zu  untersuchenden  arithmetisch-algebraischen  Ge- 
bilde prinzipiell  klarstellt. 


Das  Fuudamentalsystem  der  idealen  Größen  eines 
Gattungsbereichs. 

§  24.  Ist  ^i,  ^2)  '  '  -y  l^r  ®^^  Fundamentalsystem  der  wirk- 
lichen ganzen  Größen  des  Gattungsbereichs  (F),  so  kann 
dieses  in  gewissem  Sinne  auch  als  Fundamentalsystem  der 
idealen  ganzen  Größen  desselben  Gattungsbereichs  angesehn 
werden.  Jede  solche  ideale  ganze  Größe  kann,  wenn  sie  als 
Quotient  zweier  dem  Gattungsbereiche  entstammender  ganzer 
algebraischer  Formen  definiert  wird,  unmittelbar  so  geschrieben 
werden,  daß  der  Nenner  „in  Bezug  auf  [A,  ^r^,  .  .  .,  ic^]"  auch 
rational  und  ganz  ist,  d.  h.  so,  daß  dieser  Nenner  eine  dem 
Bereiche  [A,  a^^,  .  .  .,  x^  entstammende,  primitive  Form  wird. 
Ist  die  ganze  ideale  Größe  in  dieser  Weise  geschrieben: 
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a== 


SO  kann  jeder  Koeffizient  cc-  als  wirkliche  ganze  Größe  aus  [F] 
mit  Hilfe  des  Fundamentalsystems  auf  die  Gestalt 

«i  ==  «tl  ^1  +  (^2  /^2  H h  «ir  /^r 

gebracht  werden,  wo  die  Größen  a  Formen  aus  [A,  x^,  .  .  .,  x^\ 
sind;  ordnet  man  also  nach  den  Größen  fi,  so  wird 

Ä  =  kl  ^1  +  kg  /i2  H hK^^ry 

wo  die  k  rationale  und  ganze  ideale  Größen  sind,  d.  h.  durch 
Quotienten  zweier  aus  [A,  x^,  .  .  .,  x^]  entstammenden  Formen 
—  selbstverständlich  mit  primitivem  Nenner  —  dargestellt 
werden. 

Diese  Darstellung  der  ganzen  idealen  Größen  eines  Gattungs- 
bereichs gestattet  aber  noch  eine  wesentliche  Vereinfachung, 
die  von  ganz  neuen  Gesichtspunkten  aus  wieder  zeigt,  wie  sehr 
die  Association  der  idealen  Größen  bei  der  Untersuchung  eines 
Gattungsbereichs  naturgemäß  und  zweckdienlich  ist. 

Während  nämlich  die  Anzahl  der  Elemente,  die  in  ein 
Fundamentalsystem  der  wirklichen  Größen  des  Gattungsbereichs 
aufgenommen  werden  müssen,  im  allgemeinen  größer  ist  als 
die  Ordnungszahl  des  Gattungsbereichs,  gibt  es  nach  Associa- 
tion der  idealen  Größen  immer  Fundamentalsysteme  von  n  Ele- 
menten, wenn  n  die  Ordnung  der  Gattung  bezeichnet,  wo 
aber  in  gewissen  Fällen  die  Bezeichnung  als  Fundamentalsystem 
etwas  allgemeiner  als  bisher  zu  verstehen  ist.  Ausführlicher 
formuliert,  gibt  es  immer  n  ideale  ganze  Größen 
nii,  .  .  .,  Tn„  von  der  Beschaffenheit,  daß  jede  ideale 
ganze  Größe  des  Gattungsbereichs  als  homogene  und 
lineare  Form  von  UX^,  .  .  .,  tlt„  darstellbar  ist,  und  zwar 
so,  daß  die  Koeffizienten  rationale  und  ganze  ideale 
Größen  des  Gattungsbereichs  werden,  wenn  wir  sie 
mit  einer  bestimmten  —  später  vollständig  zu  be- 
rechnenden —  rationalen  und  ganzen  Zahl  d  multi- 
plizieren. 
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Dieses  Fundamentalsystem  der  idealen  ganzen  Großen  ist 
aus  dem  Fundamentalsysteme  der  wirklichen  ganzen  Größen 
ohne  jede  weitere  Rechnung  herzustellen.  Ist  nämlich  ^i^, . . .,  ^^ 
das  letztere  Fundamentalsystem^  sind  femer  die  u^,...,u^  neue 
Unbestimmte,  und 

SO   ist  in  der  soeben  auseinandergesetzten  Bedeutung 

das  Fundamentalsystem  der  idealen  ganzen  Größen 
des  Gattungsbereichs*). 

Bevor  wir  jedoch  an  die  Begründung  dieses  wesentlichsten 
Fundamentalsatzes  der  allgemeinen  Arithmetik  gehn,  muß  noch 
eine  Reihe  einfacher  Bemerkungen  vorausgeschickt  werden. 

Die  Größe  g  soll  in  der  Folge  als  Fundamentalgröße 
oder  Fundamentalform  der  Gattung  bezeichnet  werden. 
Ihrer  Bildung  nach  stellt  sie,  wenn  für  ii^y  .  . .,  u^  beliebige 
Formen  aus  [A,  x^y  .  .  .,  x^  und  nur  diese  zugelassen  werden, 
alle  wirklichen  ganzen  Größen  des  Gattungsbereichs  dar.  Man 
sieht  unmittelbar,  daß  %  eine  Einheit  ist.  Denn  es  ist  0  der 
größte  gemeinschaftliche  Teiler  von  ^j,  .  .  .,  /it,.,  und  dieser  muß, 
da  auch  eine  Gleichung 

besteht,  ein  Teiler  der  Eins  sein. 


*)  Durch  Einführung  der  hier  benutzten^  auch  dem  gewöhnlichen 
Additionsgesetze  unterworfenen  idealen  Größen  wird  Fassung  und  Beweis 
des  hier  vorgetragenen  Satzes  besonders  einfach.  Die  entsprechenden 
Erörterungen   der  Kronecke rschen  Festschrift  finden  sich  in  §  25. 

Selbstverständlich  bezieht  sich  die  Frage,  ob  es  wirklich  notwendig 
ist,  einen  Faktor  d  hinzuzufügen,  nur  auf  die  Untersuchung  der  absolut 
ganzen  Größen ;  da  im  Falle  relativ  ganzer  Größen  jede  gewöhnliche 
rationale  Zahl  als  der  Einheit  äquivalent  zu  betrachten  ist. 

Für  den  Fall  [A ,  a?i ,  .  .  . ,  ^„J  =  [1] ,  d.  h.  für  die  Theorie  der 
algebraischen  Zahlen  hat  K.  Hensel  diese  Fragen  durch  elegante, 
spezielle  Methoden  endgültig  erledigt.  („Untersuchung  der  Fundamental- 
gleichung einer  Gattung  etc."    Journal  f.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  113,  1893.) 
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Es  ist  g  eine  Größe  n^^  Ordnung;  denn  die  Gleichung 

Nm.(;2f  — 9)  =  0, 

der  sie   genügt,   muß  irreduzibel  sein,   da  dies  auch  bei  jenen 
Werten  der  u  stattfindet,  für  welche   g   eine  wirkliche  ganze 
Größe  n*®^  Ordnung  wird.   Die  n  konjugierten  Großen  0^,  •  •  •?  9« 
sind  demnach  sämtlich  verschieden. 
Die  Gleichung 

Nm.(^  — 0)  =  O, 

die  in  gewisser  Weise  alle  ganzen  Größen  des  Gattungsbereichs 
—  wirkliche  und  ideale  —  umfaßt,  soll  als  Fundamental- 
gleichung der  Gattung  bezeichnet  werden. 

Die  Discriminante   der  Fundamentalgleichung,  ü, 
ist  unmittelbar  bekannt  und  kann 

geschrieben  werden,  wo  P^,  .  .  .,  P^  gleiche  oder  verschiedene 
Primformen  des  Bereichs  [A,  ic^,  .  .  ,,  x^  bedeuten,  und  E  eine 
diesem  Bereiche  entstammende  primitive  Form  der  u  ist.  Man 
hat  also: 

II-P1...P,. 

Soll  nun  für  irgend  eine  ideale  ganze  Größe  fl  eine  Iden- 
tität von  der  Gestalt 

stattfinden,  wo  die  r  rationale  ideale  Größen  sind,  so  muß 
diese  Identität  in  den  n  konjugierten  Gattungsbereichen  in 
gleicher  Weise  gelten.  Sind  also  die  n  konjugierten  Werte 
von  a  der  Reihe  nach  fli,  .  •  ;  Ä„,  so  sind  die  l'  durch  die 
Bedingungen 

gegeben,  und  es  ergibt  sich  für  die  Größen  r  eine  eindeutige 
Bestimmung  von  der  Gestalt: 

König,  algebraische  Gröfiea.  34 
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wo  die  Größen  kj,  weil  die  ä^  ganz  sind,  rationale  und  ganze 
ideale  Größen  sind. 

Der  zu  beweisende  Satz  besagt  nun,  daß  die  so  bestimmten 
Größen  d\ij,  wie  immer  auch,  die  ganze  Größe  tt  gewählt  sei, 
immer  durch  ^  teilbar  sind,  imd  kann  also  auch  folgender- 
maßen   ausgesprochen    werden:    Eine    ganze   ideale  Größe  der 

Gestalt  ^00'^-^  +  kjö"-^  + h  ^K-i  kann  nur  dann  durch  fl 

teilbar  sein,  wenn  jede  der  rationalen  und  ganzen  idealen 
Größen  dh^y  dk^y  ...  durch  5)  teilbar  ist. 

§  25.  Der  soeben  ausgesprochene  Satz  ist,  wie  man  un- 
mittelbar sieht,  in  dem  folgenden  einerseits  einfacheren,  andrer- 
seits allgemeineren  Satze  enthalten: 

Sind  ko,  . . .,  k„_i  rationale  und  ganze  ideale  Größen, 
0  die  Fundamentalgröße  des  Gattungsbereichs,  so  kann 
J^oÖ"~^+  ^iÖ"~^+  •  •  •  +  K-i  ^^^  dann  durch  irgend  eine 
Primform  P  des  Bereichs  [A,  iP^,  .  .  .,  x^  teilbar  sein, 
wenn  jede  der  Größen  dp^Q,  dpk^y  .  .  .  diese  Eigenschaft 
besitzt. 

Für  den  Fall  relativ  ganzer  Größen  ist  d  =  1  zu 
nehmen;  ebenso  in  der  Theorie  der  absolut  ganzen 
Größen  für  jede  wirkliche  Primform,  sowie  für  jede 
natürliche  Primzahl  p,  die  nicht  zugleich  in  (n  —  2)! 
und  der  Discriminante  der  Fundamentalgleichung  als 
Teiler  enthalten  ist.     Ist  in  letzterem  Falle  'B  genau 

durch  p"^  teilbar,  so  genügt  es  jedenfalls  dj^  =  p  ^^'  zu 
nehmen,  wo  ^(y)  die  größte  in  —  enthaltene  ganze 
Zahl  bedeutet. 

Das  Prinzip  des  Beweises  rührt  von  Kronecker*)  her. 

Jede  ganze  ideale  Größe  des  Bereichs  ü  kann  in  der  Ge- 
stalt Ijiiw^i  +  lj2i^2  H~  •  •  *  +  (Jr/^r  geschrieben  werden.  Dann  hat 
man  für  die  Differenz  zweier  konjugierter  Werte  ä^  und  ü^: 

♦)  Festschrift,  §  25. 
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Die  Dijfferenz  der  entsprechenden  konjugierten  Werte  der 
Fundamentalgröße  ist: 

also  nichts  anderes,  als  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler 
der  ganzen  Größen  fi^. —  ^^^j^  .  .  .,  fi^. —  fi^j.  Hieraus  folgt, 
daß  üi —  n^  immer  durch  ^. —  g^.  teilbar  ist*). 

Ist  nun  k  (s)  =  Ho  0*  +  kl  Ö*"  ^  H h  K  durch  P  teilbar, 

so  ist  nach  dem  soeben  gegebenen  Hilfssatze  auch 

eine  ganze  Größe,  oder  ausführlich  geschrieben: 

'^K(3r'-'  +  ij^-"-'  +  •  •  •  +  sr*-')  +  K-t     (1) 

Ä  =  0  ^ 

durch  P  teilbar.  Für  j  kann  der  Reihe  nach  jede  Zahl  von 
1  bis  n,  mit  Ausschluß  von  i,  gesetzt  werden.  Berücksichtigt 
man  „ 

7  =  1 

WO  S^,  .  .  .,  Sj^  dem  Bereiche  [A,  iCj,  .  .  .,  x^]  entstammende 
Formen  sind,  so  wird,  wenn  man  (1)  für  j  =  1,  .  .  .,  n  mit 
Ausschluß  von  i  summiert,  diese  Summe,  die  wieder  eine 
ganze  Größe  und  durch  P  teilbar  ist: 

^h,((M-s+;<)sr''-'+s.9r'-'+--+s,-»-i)+(»«-i)h«-, 

;<  =  o 

Dieser  Ausdruck  ist  gleich 

{n-s)Kir'+K'Br'+----  (2) 

Wendet  man  aber  dieses  Verfahren  wiederholt  an,  so 
gelangt  man  schließlich  zu  dem  Resultate,  daß  auch 
(n  —  s)  '"  (n  —  2)  ho  durch  P  teilbar  ist;  also,  wenn  wir  in 
der  Theorie  der  relativ  ganzen  Größen  bleiben,  wo  jede 
Zahl  ~  1,  endlich  auch  k^  durch  P  teilbar  sein  muß. 

*)  Damit  ist  die  Untersuchung  allerdings  aus  dem  Bereiche  [F] 
in  den  entsprechenden  Galois sehen  Bereich  verlegt,  was  aber  für  die 
Entscheidung,  ob  eine  Größe  ganz  ist,  durchaus  gleichgültig  ist. 

34* 
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Für  die  aritlimetische  Theorie  der  absolut  ganzen  al- 
gebraischen Größen  versagt  diese  Schluß  weise,  wenn  P  eine 
in  (n  —  2) !  als  Teiler  enthaltene  natürliche  Primzahl  ist. 

In  diesem  Falle  bemerke  man,  daß,  wenn 


(1)+' 


koö^  +  kiör'H \-K 

durch  p^^^f  '    teilbar  ist  und  D  genau  p'^  enthält,  nach  elemen- 

taren  Determinantensätzen  kfJD  durch  p    \^'       teilbar  sein  muß, 
und  also,  da  a<i2e(^\  -{-  2    ist,    k?   oder  auch   It,.  durch  ^ 

teilbar  sein  muß. 

Damit  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  auch  für  eine  solche 
Primzahl  d  =  \  schon  genügt.  Insofern  dies  nicht  stattfindet, 
wollen  wir  die  betrefifende  Primzahl  als  irregulär  bezeichnen. 
Es  wäre  für  den  Ausbau  der  Theorie  von  großem  Interesse, 
zu  entscheiden,  ob  solche  irreguläre  Primzahlen  für  gewisse 
Gattungsbereiche  in  der  Tat  existieren.  Um  trotz  dieser  Lücke 
den  Fundamentalsatz  über  kritische  Primformen  vollständig 
beweisen  zu  können,  fügen  wir  hier  noch  die  folgenden  Ent- 
wicklungen ein. 

Es  sei  wieder  k  {z)  vom  Grade  s  ^n  —  1  eine  Form, 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  k(9f)  durch  die  irreguläre 
Primzahl  p  teilbar  ist,  ohne  daß  dies  für  die  Koeffizienten 
ko,  kl,  . ..  stattfindet.  Wir  bezeichnen  die  Fundamentalgleichung 
mit  F{z)  =  0  und  zerlegen  sodann  F(z)  in  irreduzible  Faktoren 
(aequ.  mod.  p)  —  oder,  was  hier  dasselbe  bedeutet,  (mod.  p) : 

F{z)  =  F^  (^)«i .  .  .  F^i^fr  (mod.  p)  . 

Ahnlich  sei 

k(0)  =  F,  (zfi .  .  .  jF;  (zfr  G^  (^)c, .  . .  (mod.  p) , 

wo,  wenn  k  {z)  (mod.  p)  nicht  durch  F^  {z)  teilbar  ist,  \  =  0 
zu  nehmen  ist. 

Setzt  man  jetzt  ^  ==  g^,  so  folgt,  da  der  Annahme  nach 
auch  k(gj^0  (mod.  2?)  ist: 
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F,(s,)'''...F,is,yr  =  0{mod.p) 

F,  (0,)'' ...  -F.  (g,-)''-  G,  (8<)°i .  .  •  SE  0  (mod.  p) . 

Jedes  Primideal  von  p  muß  also  schon  in  einer  der  Größen 
i^^(0.)  .  .  .  F^{i^^  als  Teiler  enthalten  sein;  und  es  kann  dem- 
nach G^i  (0i),  •  .  •  durch  keines  dieser  Primideale  teilbar  sein; 
sonst  müßte  auch  die  Resultante  von  G^  und  z.  B.  F^  durch 
p  teilbar  sein.  Da  aber  F^  und  G^  mod.  p  irreduzible  und 
nicht  äquivalente  Formen  sind,  ist  diese  Resultante  eine  durch 
p  nicht  teilbare  Größe.     Es  ist  also  schon 

-P'i(8i^--.-F.(9,-y'-  =  0(mod.i,). 

Wählt  man  daher  für  k  iß)  eine  Form,  welche  die  verlangte 
Eigenschaft  besitzt  und  dabei  von  möglichst  niedrigem  Grade 
in  3  ist,  so  kann  diese  überhaupt  keinen  Faktor  G^  besitzen. 
Wir  erhalten  damit  das  wichtige  Resultat,  daß,  wenn  p  eine 
irreguläre  Primzahl  ist,  dieser  auch  eine  solche  Form 
k(^)  entspricht,  die  mod.  ^  ein  Teiler  von  F{£)  ist. 

Wenn  demnach 

F{z)=^k{z)K{z)  (mod.  2?) 
ist,  bezeichnen  wir  weiter  die  Wurzeln  der  Gleichung  k  (^)  ==  0 
mit    «1,  .  .  .,  a„    diejenigen   von  K{z)  =  0  mit  ft,  .  .  .,  /3„_^. 
Es  müssen  dann  —  nach  schon  früher  erwähnten  Sätzen  über 
Kongruenzen  mit  Primmodul  —  die  Größenreihen 

und 

mod.  p  übereinstimmen,  wenn  ^  ein  Primideal  von  p  bedeutet. 
Es  wird  demnach,  wenn  man  auf  (1)  zurückgeht,  auch 

sein.  Addiert  man  die  für  i  =  1,  .  .  .,  s  entstehenden  Kon- 
gruenzen, so  erhält  man,  wenn  man  noch  nach  Einführung 
der  Bezeichnung 
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die  Newton-Girardschen  Formeln: 

h„S,+  hiS,_i  +  •  •  •  +  k,r  =  0  (r  =  1,  •  •  •,  s  -  1) 

berücksichtigt: 

^Kß'r' + (s  - 1)  K  ßr' + (s  -  2)  K  ßr'  +  ■  •  •  =  o  (mod.  ?) , 

die,  mit  k(/3j)EEE0  (mod.  p)  zusammengestellt,  unmittelbar  zeigt, 
daß  die  Discriminante  von  k(z)  durch  p  teilbar  ist. 

Das  Vorstehende  gibt  uns  endlich  das  Mittel  in  die  Hand, 
um  für  einen  gegebenen  Gattungsbereich  durch  eine 
endliche  Reihe  rationaler  Operationen  die  irregu- 
lären Primzahlen  wirklich  zu  bestimmen,  falls  solche 
überhaupt  existieren.  Man  hat  dazu  nur  die  Reihe  der  Teiler 
mod.  p  von  F{2)  aufzustellen,  und  nachzusehn,  ob  unter  diesen 
ein  solcher  k  {^)  existiert,  für  welchen  -~  eine  ganze  Größe  ist. 

Die  Zerlegung  der  ganzen  G-rößen  in  Frimideale. 

§  2ß.  Die  soeben  hergeleiteten  Sätze  liefern  uns  aUe 
Mittel  an  die  Hand,  um  eine  beliebige  ganze  Größe  des 
Gattungsbereichs,  insofern  diese  von  0  verschieden  und  auch 
keine  Einheit  ist,  als  Produkt  von  Primgrößen  durch  ein  wohl- 
definiertes Verfahren  in  der  Tat  darzustellen.  Das  Verfahren 
liefert  zugleich  einen  genaueren  Einblick  in  die  Struktur  dieser 
arithmetischen  Gebilde,  indem  sie  diese  Zerlegung  gewisser- 
maßen im  Bereiche  der  aus  [A,  x^,  .  .  .,  x^]  entstammenden 
Formen  abbildet. 

Da  jede  ganze  Größe  ein  Teiler  ihrer  Norm,  diese  Norm 
aber  einer  Form  des  Bereichs  [A,  ic^,  .  .  .,  x^\  äquivalent  ist, 
und  endlich  jede  solche  Form  als  Produkt  ebensolcher  Prim- 
formen geschrieben  werden  kann,  genügt  es,  die  Zerlegung 
der  Primformen  P  des  Bereichs  [A,  x^,  .  .  .,  x^^]  wirklich  aus- 
zuführen. Die  hierauf  bezüglichen  Tatsachen  sind  so  einfach, 
daß  wir  am  besten  tun,  den  definitiven  Satz  in  seiner  end- 
gültigen Fassung  vorauszuschicken*). 

*)  Die  Stellung  des  hier  ausgesprochenen  Satzes  in  der  Literatur 
—  insbesondere  zu  Kroneckers  Darstellung  —  erfordert  ausführlichere 
Erörterungen  und  wird  in  §  29  nachgeholt. 
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Es  sei  F{s)  ==  0  die  Fundamentalgleichung  der 
Gattung,  P  irgend  eine  Primgröße  des  Bereichs 
[A,  x^y  .  .  .,  rrj,  mit  Ausschluß  der  irregulären  Prim- 
zahlen*); man  zerlege  sodann  F{3)  in  irreduzible 
Faktoren  nach  dem  Äquivalenzmodul  P: 

F{z)  r^  p;  {zY^  P2  {^Y-  '  •  •  Ki^Y'  (aequ.  mod.  P), 

wo    «1  ?i -("  ^2^2  H~  •■' "f"  ^r^r=  ^    is*;    wenn    l-    den    Grad 
von  F-{z)  in  z  bedeutet. 

Dann  wird  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler 
von  P,(9)  und  P  ein  Primideal  (auch  nicht  ~  1)  und 
kann,  da  P,(9)  eine  homogene  Form  der  u  ist,  als 
ideale  Größe  geradezu  P -\~  F-(ü^)  geschrieben  werden. 
Die  Zerlegung  von  P  in  Primideale  ist  dann  durch 
die  Äquivalenz 

P<^(PJrF,  (g))«i  (P  +  F,  (9))«2  .  .  .  (P  +  F^  (g))«.       (i) 

gegeben. 

Es  ist  endlich  (siehe  §  27)  P  +  P.(0)  ein  Primideal 
Z;«°  Grades,  d.  h. 

Nm.  (P  +  P.  ($))->  P^-. 

Um  die  in  diesem  Theoreme  zusammengefaßten  Tatsachen 
als  richtig  zu  erweisen,  bemerke  man  vor  allem,  daß  die  für 
F{z)  erhaltene  Zerlegung  nach  dem  Äquivalenzmodul  P  un- 
mittelbar die  Identität**) 

QF(z)  =  QF,  (zyi  F,  (zY^  ...F^  (zYr  —  PH{z) 

nach  sich  zieht,  wo  Q  und  §  zu  P  teilerfremde  Formen  des 
Bereichs    [A,  x-^y  .  .  .,  x^    sind    und    H  eine    diesem    Bereiche 


*)  Die  Zerlegung  der  irregulären  Primzahlen  tragen  wir  in  §  28 
nach.  Wir  hätten  wohl  eine  beide  Fälle  zugleich  umfassende  Darstellung 
geben  können;  jedoch  mit  Rücksicht  auf  die  geometrischen  und  funk- 
tionentheoretischen Anwendungen  —  wo  der  zweite  Fall  überhaupt  nicht 
auftritt  —  schien  es  angezeigt,  diese  Betrachtungen  vorauszuschicken,  in 
welchen  einfachere  Hilfsmittel  genügen. 

**)  Es  sei  nebenbei  bemerkt,  daß  ^  =  1  ist. 
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entstammende  Form  ist,  die  in  s  den  n^^  Grad  nicht  erreicht. 
Setzt  man  in  dieser  Identität  8  =  %,  so  wird: 


QF,  (8)«i  F,  (8)«i . . .  j;(g)».  =  PH{%) 


(2) 


Man  sieht  dann  zuerst,  daß  der  größte  gemeinschaft- 
liche Teiler  von  P  +  i^,(9)  und  P  +  J^>(9)?  wenn  i  von  j 
verschieden  ist,  '^  1  sein  muß.  Es  wäre  dies  ein  gemein- 
schaftlicher Teiler  von  -^^(g),  P;(9)  und  P,  und  wenn  R  die 
Resultante  von  Fi(z)  und  Fj{z)  nach  z  bedeutet,  auch  ein 
gemeinschaftlicher  Teiler  von  B  und  P  Nun  ist  aher  P 
irreduzibel  und  P  nach  §  20  nicht  durch  P  teilbar,  also 
(P,  P)  -^  1  und  auch,  wie  behauptet,  (P  +  i^.(9),  P+  F/g))  -^  1. 

Ist  ferner 

wo  die  ho,  .  .  .;  ^5  wieder  dem  Bereiche  [A,  x^,  .  .  .,  x^l 
entstammende  Formen  bedeuten  und  s<.li  ist,  so  kann 
k(0)  nur  dann  durch  P  +  P,. (g)  teilbar  sein,  wenn  k(0) 
durch  P  teilbar  ist,  also  dasselbe  für  die  einzelnen 
Koeffizienten  kp,  .  .  .,  k^  stattfindet. 

Wäre  nämlich  k  (g)  durch  P  +  P^  (g)  teilbar,  so  könnte 
man  in  dem  durch  P  teilbaren  Produkte  F^  (ßY^  .  .  .  F^  (g)'*r 
auch  F^  (g)  durch  k  (g)  ersetzen,  ohne  daß  die  Teilbarkeit  durch 
P  verloren  ginge.  Dann  ergäbe  aber  dieses  Produkt  einen 
Ausdruck  :1S(0),  der  in  g  den  Grad  n  nicht  erreicht  und 
also  nur  dann  durch  P  teilbar  sein  kann,  wenn  dies  für  den 
Koeffizienten  jeder  Potenz  von  g  stattfindet.  Nun  ist  dieser 
Koeffizient  für  die  höchste  Potenz  von  g  ein  Produkt  von  zu 
P  teilerfremden  Größen  mit  ko"«'.  Es  müßte  also  k^  durch  P 
teilbar  sein.     Dann  wäre  aber  auch 

durch  P  -\-  F.  (g)  teilbar,  also  mit  Wiederholung  des  soeben 
auseinandergesetzten  Schlusses  wieder  k^  durch  P  teilbar  und 
so  fort. 

Hieraus  folgt  weiter,  daß  P  +  P^(g)  eine  echte 
irreduzible     Größe     (eine     Primgröße)     ist.      Es     kann 
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keinesfalls  P -\- F^(ß)  ^^  1  sein;  sonst  wäre  ja  das  Produkt 
-^1  i^y^  'Fr ('^yr  auch  nach  Weglassung  des  Faktors  F^ ($)"» 
durch  P  teilbar,  während  dies  doch  ein  Ausdruck  in  0  ist, 
der  den  n^^^  Grad  nicht  erreicht,  und  in  welchem  der  Koeffi- 
zient der  höchsten  Potenz  von  g  nicht  durch  P  teilbar  ist. 

Wäre  nun  weiter  P  -\-  F.  (g)  ein  Produkt  mehrerer  Prim- 
größen, z.  B. 

wo  p  und  t\  im  Sinne  der  Äquivalenz  von  Eins  verschieden 
sind,  so  hätte  man,  weil  ja  jede  ganze  ideale  Größe  so  dar- 
stellbar ist: 

wo  (dy  P)'^l  und  E,  k„_i,  ...,  h^  dem  Bereiche  [A,  rr^, ...,  a?^] 
entstammende  Formen  sind,  von  denen  die  erste,  E^  primitiv 
ist.  Nennt  man  nun  Q.  den  Koeffizient  der  höchsten  Potenz 
von  z  in  Fi(0)j  wo  also  Q.  eine  zu  P  teilerfremde  Form  des 
Bereichs  [A,  x^j  .  .  .,  ic^]  ist,  so  erhält  man  durch  Anwendung 
des  gewöhnlichen  Divisionsverfahrens 

Es  ist  demnach  ho'9''~^+  •  •  •  durch  |r  teilbar.  Also  muß  die 
Resultante  von  F^^z)  und  koV'~^+  •••  mod.  P  verschwinden, 
und,  da  F^  (0)  aequ.  mod.  P  irreduzibel  ist,  auch  Uq,  hi',  . . .  ^  0 
(mod.  P)  sein.     Hieraus  folgt: 

dQ^'Ev  =  FM^'iS)  (mod.P), 

d.  h.  es  müßte  p  durch  p(\  teilbar  sein,  was  wieder  nur  dann 
möglich,  wenn  im  Widerspruch  zur  Annahme  IJ ~  1  wird.  D.h. 
aber  P  -}-  F.  (g)  ist  irreduzibel. 

Weiter  ist  F^  (9)  durch  das  Primideal  P  +  F.  (9)  teil- 
bar; es  kann  aber  F.(%)  niemals  durch  (P  +  i^.(9))^ 
teilbar  sein,  wenn  «^  >  1  ist.  F^(j^)  ist  keinesfalls  durch 
ein  in  P  enthaltenes,  von  P  -f-  P^  (g)  verschiedenes  Primideal 
teilbar,  da  ja  sonst  P -\- F^(%)  durch  diese  beiden  verschie- 
denen   Primideale    teilbar,    also    kein    Primideal    wäre;    sollte 
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nun  F.(q)  durch  (P  +  ^^,(0))^  teilbar  sein,  so  kann  P  nicht 
durch  (P -\- F.(^)y  teilbar  sein^  da  dies  sonst  auch  für  den 
größten  gemeinschaftlichen  Teiler  von  P  und  F^(ß),  das  ist 
für  das  Primideal  P-f--^f(9)?  der  Fall  sein  müßte.  Es  ist 
also  in  diesem  Falle 

und  (<jj,  P)  ~  1;  wo  nun  nachzuweisen  bleibt,  daß  e  =  1  sein 
muß.     In  diesem  Falle  ist  aber  nicht  nur 

J'.(8)<'i...J;(8)'"-...F,(8^, 
sondern  auch  schon,  wenn  man  an  die  Stelle  von  a,.  die  Eins 

durch  P  teilbar.  Für  die  von  P  -\-  F.  (g)  verschiedenen,  in  P 
enthaltenen  Primideale  ändei-t  sich  nichts,  da  diese  ja  zu  F.(%) 
teilerfremd  sind;  das  Primideal  P  +  P^(g)  aber,  das  nur  ein- 
mal in  P  enthalten  ist,  ist  schon  ein  Teiler  von  i^(0).  Dann 
muß  endlich  a.=  l  sein.  Sonst  wäre  im  zweiten  Produkte 
der  Grad  in  Bezug  auf  g  kleiner  als  n,  und  das  Produkt  doch 
durch  P  teilbar,  während  die  Koeffizienten  nicht  sämtlich 
(insbesondere  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  g  nicht) 
durch  P  teilbar  sind. 

Die  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  angegebene  Zerlegung 
von  P  ist  nunmehr  eine  einfache  Folge  der  soeben  ausein- 
andergesetzten Teilsätze. 

Die  aus  der  Zerlegung  von  F(2)  nach  dem  Äquivalenz- 
modul P  hervorgehende  Identität  zeigt  unmittelbar,  daß  P  ein 
Teiler  von 

J',(8)«i...F,(s)».-...J',(8)«'-; 

daraus  folgt  aber  weiter,  daß  P  einem  Potenzprodukte  der 
Primideale 

P  +  F,{s),  ...,P  +  FM,  ■■■,P  +  Kis) 
äquivalent  sein  muß.     Ist  a^=  1,  so  könnte  eventuell  F.(^) 
durch  eine  höhere  Potenz   von  P  +  i^^(g)   teilbar  sein,    aber 
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P  ist  dann  nur  durch  P  +  F.(g),  nicht  aber  durch(P  + jP.(3))2 
teilbar.  In  diesem  Falle  ist  also  der  entsprechende  Teiler 
von  P  in  der  Tat  (P  +  i^^Cg))^'. 

Ist  aber  ai>  1,  so  ist  der  entsprechende  Teiler  in  P  jeden- 
falls (P  -f  -F,(9))**  und  &i  <  a. .  Wäre  aber  6.  <  a.,  so  müßte 
auch  schon 

F,(i)''^...FM''---KiiY'- 

durch  P  teilbar  sein.  Das  ist  aber  unmöglich,  denn  das  so- 
eben hingeschriebene  Produkt  ist  ein  Ausdruck,  der  in  0  den 
n^^^  Grad  nicht  erreicht,  und  in  dem  der  Koeffizient  der  höch- 
sten Potenz  von  g  durch  P  nicht  teilbar  ist. 

Damit  ist  aber  die  unter  (1)  aufgestellte  Zerlegung  von 
P  in  Primideale  als  richtig  erwiesen. 

§  27.  Im  Anschlüsse  an  die  in  der  Theorie  der  algebrai- 
schen Zahlen  gebräuchliche  Ausdrucksweise  soll  eine  Prim- 
form des  Bereichs  [A,  rTj,  . . .,  ^rj,  die  durch  das  Quadrat 
eines  Primideals  des  vorgelegten  Gattungsbereichs 
teilbar  ist,  als  kritische  Primform  der  Gattung  be- 
zeichnet werden. 

Es  zeigt  sich  dann  leicht,  daß  die  in  der  Discriminante 
der  Fundamentalgleichung  enthaltenen  Primformen 
des  Bereichs  [A,  x^,  .  .  .,  x^  und  nur  diese  kritische 
Primformen  der  Gattung  sind*).  Der  Satz  gilt  auch 
für  die  irregulären  Primzahlen,  falls  solche  existieren. 
Den  Beweis  tragen  wir  am  Schluß  des  Paragraphen  nach.    Ob 


*)  Für  den  Fall  der  algebraischen  Zahlen  hat  R.  Dedekind  in 
einer  großen  Arbeit  diesen  Satz  zuerst  bewiesen  („Über  die  Discrimi- 
nanten  endlicher  Körper."  Abhandl.  d.  Göttinger  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  XXIX 
1882.)  Die  tiefgehenden,  schwierigen  Methoden  dieser  Abhandlung  sind 
wohl  kaum  zu  vermeiden,  wenn  man,  wie  es  darin  geschieht,  prin- 
zipiell die  Einführung  unbestimmter  Größen  vermeiden  will. 

Mit  Hilfe  der  Kronecker  sehen  Methoden  hat  K.  Hensel  in  der 
früher  citierten  Abhandlung  den  Satz  für  die  Theorie  der  algebraischen 
Zahlen  zuerst  vollständig  bewiesen;  bei  Kronecker  bleibt  die  Stellung 
der  in  (n  —  2) !  enthaltenen  natürlichen  Primzahlen  noch  fraglich. 
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P  eine  kritische  Primform  ist,  zeigt  sich  ja  unmittelbar  bei 
der  Zerlegung  von  F(z)  nach  dem  Äquivalenzmodul  P.  Es 
ist  dies  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  bei  dieser  Zerlegung 
mehrfache  Faktoren  auftreten,  oder  also  die  Discriminante  der 
Fundamentalgleichung  durch  P  teilbar  ist.  Ist  P  eine  natür- 
liche Primzahl,  so  ist  diese  letzte  Formulierung  der  gesuchten 
Bedingung  unmittelbar  klar;  aber  sie  ist  auch  dann  leicht  ein- 
zusehn,  wenn  P  Unbestimmte,  z.  B.  Xj  enthält.  Die  Zerlegung 
ergibt  sich  dann  aus  der  Zerlegung  von  [i^(^)]|,  wenn  |  eine  Wurzel 
der  Gleichung  P(iCj)  =  0  bedeutet.  Und  mehrfache  Faktoren 
sind  dann  und  nur  dann  vorhanden,  wenn  [Dscr.  F(ß)]^  =  0, 
oder  also  Dscr.  F(3)  durch  P  teilbar  ist. 

Der  Fall,  wo  P  nur  durch  die  erste  Potenz  von  P-\-F.(^) 
teilbar  ist,  wird  demnach  als  der  allgemeine  zu  betrachten 
sein;  für  diesen  gilt  die  folgende  wichtige  Bemerkung.  Gerade 
dann,  wenn  a.  =  1,  könnte  F.(^)  auch  noch  durch  (P+jP.(0))^ 
teilbar  sein;  nun  ist  aber  die  Form  Fi{z)y  die  bei  der  Zer- 
legung von  F{z)  auftritt,  unbeschadet  der  Gültigkeit  aller 
Resultate  mit  irgend  einer  Form  Fi{z),  die  ^^  F.(z)  (mod.  P), 
vertauschbar.  Ist  also  F.  (g)  in  der  Tat  durch  (P  +  F.  (9)y 
teilbar,  so  hat  man  nur  statt  F. (z)  jetzt  F^ (z)  -\-  Pul  einzu- 
führen, und  erhält  damit  eine  Form,  die  nur  mehr  durch 
P  +  F.{%)  und  nicht  durch  (P  +  F.{%y  teilbar  ist. 

In  den  folgenden  Betrachtungen  denken  wir  uns  diese 
Änderung  an  F^{ß)y  sofern  dies  notwendig  erscheint,  schon  als 
ausgeführt,  also  F^{v^)  als  durch  (P+P'.(9))2  nicht  teilbar 
gewählt. 

Wir  gehn  nun  auf  die  Identität 

QF{z)  =  QF,  {zyi  .  .  .  F,{zyi ...  -  PH{z) 
zurück.     Es  seien  ferner 

fei;  fe2>  •  •  -y  ^ 
die  Wurzeln  der  Gleichung  F^(z)  =  0.    Setzt  man  diese  Werte 
für  z  in  die  eben  hingeschriebene  Identität,  so  erhält  man 

3  =  1  j=l 
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Nun  ist  (Kap.  III.  §  24)  für  die  Resultante  von  F{z)  und 
F^iß)  nach  z,  wenn  Q^  wieder  den  Koeffizienten  der  höchsten 
Potenz  von  z  in  i^f(^)  bedeutet: 

Res.  {F{z),  F,{z))  =  (-  ir'-Q^JFiij) 

wenn  z^,  .  .  .^  z„  die  Wurzeln  der  Gleichung  ^^(-2^)  =  0  be- 
zeichnen, also  weiter  auch 

=  Nm.F,(8), 

und  endlich  Nm.  i^^(g)  durch  P'»  teilbar.  Da  ferner  F.{^) 
nur  das  eine  Primideal  P  -\-  F.  (g)  von  P  enthält  und  auch 
für  dieses  nur  durch  P-|-F.(9),  nicht  aber  durch  (P  +  i^.(0))^ 
teilbar  ist,  erhält  man  endlich  Nm.  p;(g)^Nm  {P -{- F.{^))  Q, 
wo  (P,  Q)  ^  1^  und  daher 

WO  noch  nachzuweisen  bleibt,  daß  e.=  0  ist. 

Dies  ergibt  sich  aber  aus  der  Identität  (2)  des  §  26: 

QF,  (8)«iFj  (g)«2 . , .  F^i^yr  =  Pif(j,). 

In  dieser  kann  -S"(0)  durch  kein  Primideal  von  P  teilbar  sein; 
denn  das  Produkt  links  und  P  enthalten  die  Primideale  von 
P  in  gleicher  Potenz.  Für  a^  >  1  wurde  dies  schon  früher 
nachgewiesen;  für  a^  =  1  haben  wir  eben  unter  den  kon- 
gruenten Formen  F^  eine  entsprechende  gewählt.  Demnach  ist 
(Nm.  H{$)j  P)  ^  1.  Wäre  nun  auch  nur  ein  e.  eine  von  0 
verschiedene,  nicht  negative  ganze  Zahl,  so  wäre  die  Norm 
^es  Ausdrucks  links  durch  eine  höhere  als  die  w*®  Potenz  von 
P  teilbar.  Das  ist  aber  nicht  möglich,  denn  dieselbe  Norm 
ergibt  sich  unmittelbar  durch  den  Ausdruck  P^  Nm.  H($) . 

Es  ist  demnach,  wie  noch  nachzuweisen  war,  P -\- F.(j^) 
«in  Primideal  /.*«^  Grades,  d.h.  Nm.  (F  +  jP.  (g)) -^  P'', 
wenn  l^  den  Grad  von  Fi(z)  in  z  bedeutet. 
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Es  ist  endlich  noch  zu  zeigen,  daß  —  falls  solche 
überhaupt  existieren  —  auch  die  irregulären  Primzahlen 
kritische  Primzahlen  sind. 

In  diesem  Falle  gibt  es  eine  Form  niedrigsten,  s*®"  Grades 
(5  ^  w  —  1)7  ^^^  ^^^  Beschaffenheit,  daß  k  (9)  durch  p  teilbar 
ist.  Diese  Form  enthält,  wie  wir  am  Schlüsse  vom  §  25  gezeigt 
haben,  mod.^p  ein  F^^e)  mindestens  zum  Quadrat  als  Teiler. 
Es  ist  auch  jetzt  Nm.  F.('^)  durch  p^'  teilbar;  denn  die  hierauf 
bezüglichen,  soeben  gegebenen  Entwicklungen  sind  von  allen 
weiteren,  sonst  benutzten  Voraussetzungen  frei.  Mithin  ist 
JP.  (0)  durch  gewisse  in  p  enthaltene  Primideale,  p,  rj,  .  . 
teilbar.  Dann  muß  aber  p  auch  durch  |l^,  <|^,  .  .  .  teilbar  sein; 
sonst  hätte  schon  die  durch 

F.{^)  k  (z)  ~  k  (z)  (mod.  p) 

bestimmte   Form    vom   Grade    s  —  l-    die  für   k(<^),    als  Form 
niedrigsten  Grades  supponierte  Eigenschaft*). 

§  28.  Die  Zerlegung  der  irregulären  Primzahlen 
eines  Gattungsbereichs  —  falls  solche  vorhanden  sind  — 
erfolgt  nach  denselben  Prinzipien,  wenn  auch  das  Schlußresultat 
nicht  jene  elegante  Einfachheit  zeigt,  die  das  Zerlegungsgesetz 
der  regulären  Primzahlen  und  Primformen  auszeichnet. 

Auch  in  diesem  Falle  folgt  aus 

F,{ci)''i...F,is)''r  =  0  {mod.p), 
(laß  jedes 

ein  Teiler  von  p  und  nicht  ^^  1  ist,  weil  der  Nachweis,  daß 


*)  In  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  bedeutet  Nm.  p  auch 
die  Anzahl  der  mod.  jj  inkongruenten  Zahlen.  Darauf  fußend,  beweist 
man,  daß  Nm.  (p  -\-  F^  (0))  ^^  p^i ,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  p  regulär  ist 
oder  nicht.  Daraus  folgt  dann  leicht,  daß  in  diesem  Falle  überhaupt 
keine  irregulären  Primzahlen  existieren.  (S.  diesbezüglich  die  früher 
citierte  Abhandlung  von  K.  Hensel,  sowie  die  ausführliche  Dar- 
stellung in  H.  Webers  „Lehrbuch  der  Algebra".) 
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liim.  (p -}- F.(g))  ^  p^i  ist,  von  den  für  p  geltenden  engeren 
Voraussetzungen  unabhängig  bleibt.     Ebenso  ist  wieder 

weil  Fi  {z)  und  F^  {z)  (mod.  p)  irreduzible  und  nicht  äquivalente 
Formen  sind.  Endlich  muß  jedes  in  p  enthaltene  Primideal 
Teiler  einer  der  Größen  ^  -f-  jF\  (g),  •  •  •  sein.  Es  kommt  also 
nur  darauf  an,  nachzuweisen,  daß  diese  Größen  Primideale  sind. 
Dann  muß  für  p  die  Zerlegung 

p^{p  +  F,{%)y^"-{p  +  F,{%)yr 

stattfinden,  wo  ft^  ^  %,  .  .  .  .  Allerdings  fehlt  dann  noch  die 
genauere  Bestimmung  der  Exponenten  ft^,  .  .  .,  &^,  die  aber 
durch  eine  endliche  Versuchsreihe  erfolgen  kann.  Man  hat 
hierzu  nur  zu  prüfen,  welche  der  Größen 

P  P 

P  +  F,(s)^    (p+F,(^)y^"' 

ganz  sind. 

Wir  erledigen  also  das  vorliegende  Problem  vollständig 
durch  den  Nachweis,  daß  p -j- J^.  (g)  ein  Primideal  ist.  (Die 
angewandte  Methode  beruht  teilweise  auf  einem  von  K.  Hensel 
herrührenden  Gedanken.) 

Angenommen,  dies  sei  nicht  der  Fall,  und 

wo  (l  im  Sinne  der  Äquivalenz  von  Eins  verschieden,  so  kann 
man  nach  früher  bewiesenen  Sätzen  eine  wirkliche  Größe  des 
Gattungsbereichs 

so  bestimmen,  daß  (fl,  q)  ^^  1  ist.  Diese  Größe  a  sei  durch 
das  Fundamentalsystem  folgendermaßen  ausgedrückt: 

«  =  «i."iH h  f^rl^r- 

Die  Fundamentalgröße  g  geht,  wenn  man  an  die  Stelle  von 
%?•••?  ^r  3®^2it  «1,  .  .  .,  a^  setzt,  demnach  in  a  über. 

Die  Tatsache,  daß  ^^^(g)  durch  pg  teilbar  ist,  bleibt  auch 
dann  richtig,  wenn  man  für  die  Unbestimmten  u^,  ...^u^  irgend 
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welche  ganze  Größen  setzt.    Schreibt  man  demnach  F.(%)  aus 
führlicher  i'^'^ (g,  w^,  . . .,  u^)^  und  setzt  jetzt  u^-{-  a^y . .  .yU^-\-a^ 
an  Stelle  von  w^,  .  .  .^  ?i^,  so  wird  auch 

jP,(9  +  a,u^+  a„  .  .  .,  w,+  a,)  =  0  (mod.  |J(j)  .        (1) 

Da  aber  a  e^  0  (mod.  1^),  haben  demnach  die  Kongruenzen 

F,(0,u,,  ...,  u;)  =  0  (mod.  p) 

eine  gemeinschaftliche  Wurzel.  Ihre  Resultante  muß  mod.  p 
und  demnach  auch  mod.p  verschwinden.  Da  aber  F.{z)  (mod.^) 
irreduzibel  ist,  ferner  die  beiden  Formen  von  gleichem  Grade 
sind,  und  endlich  auch  in  der  zweiten  Form  der  Koeffizient 
von  z^i  gleich  Eins  ist,  erhellt  hieraus,  daß 

Fi(z,  u,  +  »1,  .  .  .;  u^+a;)  =  F,{z,  u^,  .  .  .,  u;)  (mod.p).     (2) 
Demnach  ist  endlich  mit  Benutzung  von  (1): 

F.  (0  J^a,ii^,  ..  .,  w,)  ^  0  (mod.  ;j  S\)  (3) 

eine  Teilbarkeitsbestimmung,  die  erhalten  bleiben  muß,  wenn 
man  für  die  u  beliebige  ganze  Größen  setzt,  also  z.  B.  ^*^  =^  0,  . . ., 
u^=  0  wählt.     Dann  wäre  aber 

al'i  ^  0  (mod.  p  l|) , 
und  das  ist  der  Annahme  nach  gewiß  unmöglich,  wenn  t\  ein 
im  Sinne  der  Äquivalenz  von  p  verschiedenes  Primideal  enthält. 
Es  bleibt  also  nur  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  t\ 
eine  Potenz  des  Primideals  p  ist.  Dann  ist  aber  a  der  An- 
nahme nach  nur  durch  |J  und  nicht  durch  p^  teilbar,  und  es  ist 
jedenfalls  aus  (3): 

Entwickelt  man  den  Ausdruck  links  nach  Potenzen  von  a, 
so  wird 

F,  (8)  +  F;  (8)  «  +  i  F;'  (0)  «^  +  . . .  =  0  (mod.  f) . 

Hier  ist  aber  F^{^,  «^,  cc^,  . . .  durch  p^  teilbar.  Dasselbe  müßte 
also  für  F^  (g)  a  stattfinden,  und  es  wäre  endlich 

j;'(0)  =  O(mod.p). 


I 
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Da  aber  auch  F^  (g)  ^e  0  mod.  p  ist,  müßte  die  Resultante  von 
Fi  {z)  und  F!  (ß)  mod.  p  verschwinden,  und  dies  ist  wegen  der 
Irreduzibilität  von  -Z^(^)  unmöglich.  Damit  ist  aber  der  frag- 
liche Satz  in  allen  Teilen  bewiesen. 

§  29.  Die  mit  diesem  Satze  gewonnene  Erkenntnis  — 
eine  beinahe  unerschöpfliche  Quelle  neuer  Untersuchungen  — 
verdanken  wir  der  bewundernswerten  Intuition  Kroneckers. 
Diese  Intuition  ist  um  so  merkwürdiger,  als  die  von  Kronecker 
gegebenen  Sätze  einer  Richtigstellung  in  ihrem  wesent- 
lichsten Punkte  bedürfen.  Nur  in  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Zahlen  und  der  algebraischen  Funktionen  einer 
Veränderlichen,  wenn  von  den  Zahlenkoeffizienten  abgesehn 
wird,  sind  die  Kronecker  sehen  Resultate  unbedingt  richtig; 
im  allgemeinen  Falle  aber  nur,  wenn  es  sich  um  die  Zerlegung 
einer  natürlichen  Primzahl  handelt.  Enthält  P  Unbestimmte,  so 
ergibt  das  von  Kronecker  angegebene  Verfahren  zur  Zerlegung 
von  P  im  allgemeinen  geradezu  falsche  Resultate. 

Dieses  merkwürdige  Versehn  Kroneckers  beruht,  wie  es 
scheint,  darauf,  daß  er  die  bei  der  Zerlegung  einer  Form  mod.  P 
auftretenden  irreduziblen  Formen  als  Primformen  für  den  Modul 
P  ansieht,  dies  aber  —  wie  in  §  19  auseinandergesetzt  wurde  — 
im  allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 

Genauer  formuliert  verlangt  Kronecker  die  Zerlegung 
von  -F(^)  nicht  aequ.  mod.  P,  sondern  nur  mod.  P;  daß  es  sich 
dabei  um  ein  wirkliches  Versehn  handelt,  ist  aus  den  Einzeln- 
heiten der  Deduktion  klar  zu  ersehen,  um  so  mehr,  als  die  kom- 
plizierte Begriffsbildung  des  Äquivalenzmoduls  der  Festschrift 
völlig  fremd  bleibt. 

Da  es  sich  um  das  eigentliche  Fundament  der  arithmetischen 
Theorie  der  algebraischen  Größen  —  also  um  einen  Gegenstand 
höchster  Wichtigkeit  —  handelt,  soll  der  Tatbestand  an  einem 
einfachen  Beispiele  noch  ausführlich  auseinandergesetzt  werden. 

Die  Gleichung  ^2_^2_4^^ 

wo  X  und  t  Unbestimmte  sind,  definiert  einen  Gattungsbereich 

König,  algebraische  Orüßen.  35 
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(Yx^ — 4it) ,  der  dem  Bereiclie  ([1],  x,  t)  entstammt.  Die  Discri- 
minante  der  Gleichung  ist  4  (a;^  —  4 1)  und  die  wirklichen  ab- 
solut ganzen  Größen  in  (Yx^ — 4  t)  haben  also  jedenfalls  die 
Gestalt : 

4  (ä*  —  4 1)  ' 

WO  Xj  und  X2  dem  angegebenen  Formenbereiche  angehören. 
Die  Bestimmung  eines  Fundamentalsystems  ist  hier  von 
beinahe  trivialer  Einfachheit,  so  daß  es  sich  nicht  lohnt, 
die     allsremeinen    Methoden    buchstäblich     anzuwenden.      Soll 


Xj  +  ^2  y^^ —  ^  ^  durch  4:(x^  —  4 1)  teilbar  sein,  so  muß  dies 
auch  für  X^  —  X^  Y^^ —  ^  ^  ^1^^  weiter  für  2  X^  der  Fall 
sein,  es  muß  also  endlich  X^^  durch  2  (x^  —  4 1)  teilbar  sein. 
Weiter  muß  auch  2  X^  Y^^ — ^^  durch  4  (a?^  —  4  ^) ,  also 
4  Xi  (x'  —  4  0  durch  16  {x'  —  4 1)^,  und  X;-  durch  4  (a;^  —  4 1), 
oder  endlich  Xg  durch  2  (x^  —  A  t)  teilbar  sein.  Die  absolut 
ganzen  Größen  in  {Yx^ — 4^)  besitzen  also  jedenfalls  die  Gestalt 


x^  -f  x^yx*—4.t  ^ 
2  ' 

und  diese  Größen  sind  umgekehrt  in  der  Tat  absolut  ganz, 
wenn  X^^  —  X^  (x^  —  4  ^)  durch  4  teilbar  ist,  also  wenn  die 
Kongruenz 

X^—Xix^  =  0  (mod.  4) 

besteht.     Dann  muß  aber  wenigstens  eine  der  Kongruenzen 

Xi  +  Xgic  =-E  0     oder     X^—X^x  =  0  (mod.  2) 

bestehen.  Da  aber  endlich  irgend  eine  dieser  Kongruenzen 
eine  Folge  der  andern  ist,  also  z.  B.  X^^=  X^x  -\-  2  Xn  ge- 
schrieben werden  kann,  erhält  man  weiter  für  die  absolut 
ganzen  Größen  in  i^x^ — 4^)  die  notwendige  Gestalt: 

^     ,     ^    aj-j-|/^^— 4? 
^i  -f-  ^ ^ 


X  -f-i/^* 4^ 

und  endlich,    da  '       '^ in  der  Tat   eine   absolut  ganze 


J 
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Größe  des  Gattungsbereichs  ist,  für  diesen  das  Fundamental- 
system:  

Die  Fundamentalgröße   des  Gattungsbereichs   ist   demnach 


,    x+Vx^—At 

^1  +  —^^ ^2 ; 

und  die  Fundamentalgleichung: 
[^  —  u^ -^ u^j  [0  —  u, '— u^J  =  0 

oder  ausgerechnet 

2^  —  ^ (2 Wj  +  U2 vc)  -f-  u^ -\-  u^u^x  -{-  u^ t  =  0 . 

Wollte  man  nun  nach  der  Kr  on  eck  ersehen  An- 
weisung P  =  x^ — 4:t  in  Primideale  zerlegen,  so  wäre  — 
nach  den  in  der  Fußnote  zu  §  19  ausgeführten  Rechnungen, 
wo  nur  ^,  Wj,  t(2  ^^^  ^17^2  7^8  ^^  setzen  ist  —  die  linke  Seite 
der  Fundamentalgleichung  mod.f^r^ — 4^)  irreduzibel,  also  x^ — 4^ 

ein  Primideal,  was  offenbar  falsch,  da  x^  —  4^  =  [Yx^ — 4^)^, 
und  Nm.  Yx^ — 4^  ^  x^  —  At  und  nicht  ~  1  ist. 

Zerlegt  man  aber  der  hier  gegebenen  Anweisung 
entsprechend  nach  dem  Aquivalenzmodul  P,  so  erhält  man 

P^  {2u^+  (x  +  Yx^—4tt)  ^2  —  ^^h  —  ^%)^ 
oder  also 

P'-^iYx'—Aty, 

das  richtige  Resultat. 

Die  Discriminante  der  G-attung. 

§  .30.  Die  Discriminante  der  Fundamentalgleichung  kann 
immer  in  der  Gestalt 

geschrieben  werden,  wo  C^  eine  dem  Bereiche  [A,  x^,  .  .  .,  x^] 
entstammende  primitive  Form,  D  eine  Form  aus  [A,  ic^,  . . .,  x^ 
und  zwar  ein  Potenzprodukt  der  kritischen  Primformen  ist. 

35* 
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Die  Discriminante  der  Fundamentalgleicliung  be- 
stimmt einen  gewissen  Komplex  von  Eigenschaften, 
die  der  Gattung  als  solclier  eigentümlich  sind,  d.  h. 
ganz  unabhängig  davon  bleiben,  wie  die  Gattung  ursprünglich 
definiert  wurde;  dementsprechend  ist  sie  im  Sinne  einer  ge- 
wissen Äquivalenz  eindeutig  bestimmt  und  —  nach  einem  von 
Kronecker  gebrauchten  Ausdruck  —  eine  „Invariante  der 
Gattung'^  im  höheren  Sinne  des  Wortes.  Genau  aus- 
gedrückt bedeutet  dies,  daß,  wenn  man  von  verschiedenen 
Definitionen  der  Gattung  ausgehend  und  bei  Benutzung  be- 
liebiger Fundamentalsysteme  als  Discriminante  der  Gattung 
das  eine  Mal  D',  das  andere  Mal  D"  erhält,  D'  und  D"  im 
Formenbereiche  [A,  ^r^,  .  .  .,  x^  äquivalent  sind,  wenn  A  einen 
orthoiden  Bereich  bedeutet.  Ist  aber  ^  =  [1],  so  ist  dies  erst 
dann  der  Fall,  wenn  wir  die  in  D'  und  D"  enthaltenen  ir- 
regulären Primzahlen  als  Faktoren  weglassen. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  man  sei  bei  zwei 
verschiedenen  Definitionen  derselben  Gattung  zu  den  zwei 
verschiedenen  Fundamentalsystemen 

Ky  hy  ■  "yK      ^nd      /ii,  ^2,   -       y^r 

gelangt,  denen  also  die  Fundamentalgrößen 

s  r 

entsprechen.    Die  konjugierten  Werte  dieser  Fundamentalgrößen 
seien  f^,  .  .  .,  f„  resp.  g^,  .  .  .,  0„. 

Da  f  und  g  ideale  ganze  Größen  derselben  Gattung  und 
auch  Fundamentalgrößen  sind,  erhält  man  unmittelbar  die 
Identitäten 

^ff  =  Ä.o  +  ^Ai  9^ H h  %.n-i  SrS 

(i=  1,  .  ..,  w;  Ä;  =  0,  ...,  ?^— 1), 

wo  die  Ä  und  tr  rationale  und  ganze  ideale  Größen  des  Bereichs 
sind,  also  weiter: 
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e^*lf/|ä=a|8t■|^ 

und 

Demnach  sind  die  rationalen  und  ganzen  idealen  Größen 
A  and  ß  nach  Weglassung  der  in  ihnen  enthaltenen  irregu- 
lären Primzahlen  Einheiten;  d.  h.  sie  sind  dann  Quotienten 
von  dem  Bereiche  [A,  x^j  .  .  .,  icj  entstammenden  primitiven 
Formen.  Weiter  aber  sind  jene  Determinantenquadrate  |  f^  |^ 
und  I  $f  1^  nichts  anderes  als  die  Discriminanten  W  und  W 
der  Fundamentalgleichungen  der  Gattung,  wie  sie  sich  bei  den 
zwei  verschiedenen  Definitionen  ergeben.  Es  ist  also  der  größte 
gemeinschaftliche  Teiler  der  in  ü  oder  U'  als  Koeffizienten 
auftretenden,  dem  Bereiche  [A,  iCj,  . . .,  x^  angehörenden  Formen 
nach  Weglassung  der  irregulären  Primzahlen  derselbe,  wie  zu 
beweisen  war. 

Diese  Entwicklungen  führen  endlich  zu  dem  wichtigen 
Begriffe  der  Gattungsdiscriminante,  deren  Einführung  ins- 
besondere für  die  algebraischen  Anwendungen  der  Theorie  von 
prinzipieller  Wichtigkeit  ist. 

Sind  cci)  0(2,  .  .  .,  a^  irgend  welche  —  wirkliche  —  ganze 
Größen  des  Gattungsbereichs  und  cc-^,  .  .  .,  a.^  die  konjugierten 
Werte  von  a-,  so  nennt  man  |  a^j  ^  die  Discriminante  der 
Größen  «j,  .  .  .,  a„.  Ist  nun  ^^,  •  y  i^^r  (^  ^  ^)  e^i  Funda- 
mentalsystem  der  wirklichen  ganzen   Größen  der  Gattung,  so 

kann  man  aus  ihnen  auf  (     )   verschiedene  Weisen  n  Größen 

\nJ 

wählen  und  deren  Discriminante  z/^  bilden. 

Die  (    ]  Discriminanten  z/^,  z/g,  .  .  .  bilden  dann  —  nach 

Kronecker  —  ein  fundamentales  Discriminantensystem  der 
Gattung.  Und  die  Discriminante  der  Gattung  ist  endlich 
nichts  anderes  als  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler 
der  in  dem  fundamentalen  Discriminantensysteme  ent- 
haltenen, dem  Bereiche  [A,  Xj^,  .  .  .,  x^^]  angehörigen 
Größen. 
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Man  hat  unmittelbar,  wenn  f  die  Fundamentalgröße  be- 
zeichnet: 

dl^.^i  =  r,o  +  fn f.- H \-  f>,»-t  fr' 

und 

es  ist  also  jedes  <^*  |  ft,  J  durch  \f.^\  teilbar,  wo  die  Teilbarkeit 
im  Bereiche  der  idealen  ganzen  Größen  zu  verstehen  ist. 

Es  ergibt  sich  aber  auch,  wie  wir  schon  früher  (§  24) 
gesehen  haben: 

also 

(") 

if/HJ'4lft,.-l- 

Es  entsteht  also  |  f/  P,  die  Discriminante  der  Fundamental- 
gleichung, aus  dem  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  der  Dis- 
criminanten  \jig,i\^  durch  Multiplikation  mit  einem  gewissen 
Potenzprodukte  der  irregulären  Primzahlen.  Dabei  ist  die  Teil- 
barkeit im  Bereiche  der  idealen  ganzen  Größen  zu  verstehen. 

§  31.  Wie  unmittelbar  zu  sehen,  ist  auch  das  Produkt 
irgend  zweier  Determinanten  |  ii*,  J  eine  Form  aus  [A,  ^i,  . . .,  x^]j 
und  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  dieser  Produkte  wieder 
die  Discriminante  der  Gattung.  Demzufolge  kann  man  endlich 
eine  der  Discriminante  der  Gattung  äquivalente  Größe,  die 
s.  g.  Discriminantenform  der  Gattung  —  nach  der  von 
Kronecker  eingeführten  Benennung — un mittelbar  hinschreiben. 
Es  ist  dies  das  Determinantenquadrat: 

wo  r^n  ist  und  ^in,  ■  -  ■,  liin  die  n  konjugierten  Werte  des 
im  Fundamentalsysteme  enthaltenen  Elementes  ^^  bedeuten, 
während  die  ^-j,  wenn  j  ^  nj  durchweg  verschiedene  neue 
Unbestimmte  sein  sollen.  Man  sieht  dann  unmittelbar,  daß 
die     Discriminantenform     der     Gattung     eine     dem     Bereiche 
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[A,  ifj;  .  .  .,  x^]  entstammende  Form  ist,  in  welcher  der  größte 
gemeinschaftliche  Teiler  der  Koeffizienten  geradezu  die  Dis- 
criminante der  Gattung  ergibt. 

Die  Discriminantenform  der  Gattung,  oder  noch  genauer 
ausgedrückt,  das  fundamentale  Discriminantensystem  ist  aber- 
mals eine  Invariante  der  Gattung,  die  einen  Komplex  von 
Eigenschaften,  die  der  Gattung  als  solcher  eigentümlich  sind, 
ausdrückt.  Ist  nämlich  2)^,  Dg,  .  .  .  ein  fundamentales 
Discriminantensystem,  so  ist  das  Divisorensystem 

(A,  A,  ■•■) 

eine  absolute  Invariante  der  Gattung,  so  daß,  wenn  bei 
zwei  verschiedenen  Definitionen  der  Gattung  und  bei  Benutzung 
zweier  verschiedener  Fundamentalsysteme  A^, . . .,  A^  und  ^i,-  •  yli^r 
die  beiden  fundamentalen  Discriminantensysteme  D^y  D^,  .  .  . 
und  i)j,  Dg,  .  .  .  entstehen,  die  beiden  ihnen  entsprechenden 
Divisorensysteme  eigentlich  äquivalent  sind: 

Gibt  es  insbesondere  ein  Fundamentalsystem  von  genau 
n  Elementen  und  ist  D  dessen  Discriminante,  so  ist  auch 

D~(A,  A,  •••)• 

Man  erkennt  die  Richtigkeit  aller  dieser  Tatsachen  unmittelbar 
aus  der  Bemerkung,  daß,  wenn  sowohl  Aj,  . . .,  A^  als  /w-j, . .  .,^,, 
Fundamentalsysteme  sind,  hieraus  immer  Identitäten  der^Gestalt 

folgen,  wo  die  a..  Formen  des  Bereichs  [A,  i^i,  .  .  .,  x^  sind. 
Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar,  daß  die  Determinanten  |  k^j  | 
homogene  und  lineare  Formen  der  Determinanten  |  ft^^  |  mit 
Koeffizienten  aus  [A,  rr^,  .  .  .,  icj  sind.  Genau  ebenso  stellt 
sich  also  das  Produkt  aus  irgend  zwei  Determinanten  |  k^^  \  als 
homogene  und  lineare  Form  der  aus  je  zwei  Determinanten 
I  ii^j  \  gebildeten  Produkte  dar.  Das  Divisorensystem  (D^',  IW  . . .) 
enthält  also  das  Divisorensystem  (D^,  Dg,  . . .);  genau  ebenso  ist 
aber  auch  (D^',  Dg',  .  .  .)  in  (Dj,  Dg,  .  .  .)  enthalten;  die  beiden 
Divisorensysteme  sind  mithin  in  der  Tat  eigentlich  äqui- 
valent (im  engeren  Sinne  des  Wortes). 
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So  ergibt  denn  die  Discriminantenform,  oder  auch  das 
aus  ihren  Koeffizienten  bestehende  Divisorensystem  die  wesent- 
lichen Eigenschaften  der  Gattung  und  auch  der  darin  ent- 
haltenen algebraischen  Größen  in  rationaler  und  ganzer  Gestalt. 
Diese  Eigenschaften  sind  —  wenn  man  den  in  der  Geometrie 
üblichen  Ausdruck  in  naturgemäß  verallgemeinerter  Bedeutung 
anwendet  —  die   Singularitäten   der   Gattung. 

Von  diesem  Standpunkte  aus  ist  es  noch  wichtig  zu  be- 
merken, daß  die  Discriminante  jeder  Fundamentalglei- 
chung und  die  Gattungsdiscriminante  sich  genau  aus 
denselben  Primformen  zusammensetzt.  Auch  ihre  Multi- 
plizität  ist  im  allgemeinen  dieselbe,  nur  die  irregulären  Prim- 
zahlen finden  sich,  falls  solche  existieren,  in  der  Discriminante 
der  Fundamentalgleichung  mit  höherem  Exponenten.  Es  geht 
dies  aus  dem  Umstände  hervor,  daß,  wenn  man  den  größten 
gemeinschaftlichen  Teiler  der  Größen 

bildet,  die  Discriminante  der  Fundamentalgleichung  geradezu 
das  Produkt  der  Quadrate  dieser  Teiler  wird.  Jeder  solche 
größte  gemeinschaftliche  Teiler  ist  aber,  wie  unmittelbar  zu 
sehen,  auch  ein  Teiler  der  Gattungsdiscriminante. 

Damit  sind  die  Grundlagen  für  die  Untersuchung  jedes 
speziellen  algebraischen  Gebildes  gegeben.  Nur  die  einfachsten 
Fälle  sind  bisher  ausführlich  bearbeitet.  Als  solche  sind  die 
Theorie  der  algebraischen  Zahlen  einerseits,  und  die  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen,  d.  h.  die 
Geometrie  der  ebenen  algebraischen  Kurven  andrerseits  zu 
betrachten. 

Sowohl  in  algebraischer  (geometrischer),  wie  auch  in  rein 
arithmetischer  Beziehung  ist  der  Ausblick,  den  die  Theorie  der 
algebraischen  Größen  gewährt,  ein  unermeßlicher.  Und  es  ist 
gewiß  nicht  das  geringste  Verdienst  dieser  an  Einfachheit  und 
Allgemeinheit  kaum  übertroffenen  Begriffsbildung,  daß  sie  den 
Gegensatz  zwischen  Arithmetik  und  Geometrie  in  einer  höheren 
Einheit  aufhebt. 
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Die  römischen  Ziffern  bezeichnen  die  Kapitel,  die  arabischen  Ziffern  die  Paragraphen. 


Abbildung. 

Fundamentals  atz  für  die  Theorie 

der  A.  V.  10. 
Abhängige. 

Voneinander  a.  Formen  V.  14. 
Absolut. 

A.  algebraische  Größe  lY.  7,  IX.  1 ; 

a.  algebraische  Größe  mod.  (P<*^) 

VIII.  9;  a.  äquivalent  I.  5,  IX.  13; 
a.  ganze  Form  IX.  4 ;  a.  ganze  Größe 

IX.  4;  a.  irreduzible  Form  IV.  18; 
a.  irreduzible  Mannigfaltigkeit 
V.  7;  a.  irreduzibles  Gebilde 
V.  7. 

Absolute. 

A.  Äquivalenz  I.  5,  IX.  13;  a.  Ein- 
heit I.  3 ,  IV.  6 ;  a.  Invariante  der 
Gattung  IX.  31. 

Absoluter    Rationalitätsbereich 
IV.  20. 

Absolutes. 

A.  Primsystem  VII.  4;  a.  Prim- 
system in  [[1],  ajj,  iCj,  ...,  Xf,] 
Vm.  1,  2,  3,  4,  8. 

Addition  I.  1. 

Additionsgesetz,    gewöhnliches 
I.  2. 

Adjungierte  Größe  IV.  5. 

Adjunktion    I.   4,    IV.  5,   7,   21, 

.,  Ylll.  9. 

Äquivalent.    I,  5. 

absolut  ä.  I.  5,  IX.  13;  relativ  ä. 

.,  I.  5,  12,  IX.  13. 

Äquivalente. 

Ä.  Modul-  oder  Divisorensysteme 
VII.  2;  mod.  (P<*')  ä.  Divisoren- 
systeme VIII.  5;  nach  einem  Äqui- 
valenzmodul ä.  Größen  IX.  17. 

Äquivalenz  I.  5. 

Ä.  mod.  (S)  VIII.  1;  Ä.  rationaler 
und    ganzer   Formen   IV.  1;    Ä. 


rationaler  und  ganzer  Zahlen 
IV.  1;  absolute  Ä.  I.  5,  IX.  13; 
engere  Ä.  VII.  2;  engere  Ä.  mod. 
(p(*))  VIII.  6;  Kummersche  Ä. 
IX.  13;  relative  Ä.  I.  5,  12,  JX.  13; 
weitere  Ä.  VII.  2 ;  weitere  Ä.  mod. 

,.  (p(A:>)  VIII.  5. 

Äquivalenzbereich  I.  12. 

echter  Ä.  I.  12;  kleinster  einem 
holoiden  Bereiche  [A]  entstam- 
mender Ä.   I.  12. 

Äquivalenzmodul  IX.  17. 

Affinität  III.  18. 

Algebra  I.  1,  IV.  8,  VII.  1. 
Fundamentalsatz  der  A.  IV.  27,28 

Algebraische. 

A.  Divisoren  IX.  8;  a.  Funktion 
IV.  7;  a.  Größe  I.  1,  IV.  7;  a. 
Mannigfaltigkeit  V.  6 ;  a.  Methode 
IV.  8 ;  a.  Theorie  der  linearen  dio- 
phantischen  Systeme  VII.  8.  9; 
a.  Zahl  I.  1,  III.  21,  IV.  7;  ab- 
solut a.  Größe  IV.  7;  absolut  a. 
Größe  mod.  (P<*0  VIII.  9;  (einem 
Gattungsbereiche  entstammende) 
ganze  a.  Form  IX  2,3;  ganze  a. 
Größe  eines  Gattungsbereichs  IX, 
2;  in  Bezug  auf  einen  orthoiden 
Bereich  (A)  a.  Größe  IV.  7,  IX.  1. 

Allgemeine. 

A.  Form  IV.  1,  VI.  1 ;  a.  Gleichung 
ti*^«  Grades  IV.  26;  a.  Gleichung 
zweiten  Grades  V.  6 ;  a.  (homogene) 
lineare  Transformation  II.  19. 

Allgemeines  Pormensystem  VI.  1. 

Analysis  I.  1,  IV.  7. 

Grenzwerte  der  A.  IV.  21, 

Analytische. 

A.  Funktionen  VII.  8;  a.  Zahlen- 
theorie IX.  13. 

Arithmetik  I.  1,  IV.  8,  VII.  1. 
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Arithmetische. 

A.  Auflösung  der  homogenen 
linearen  diophantischen  Glei- 
chungen VIII.  10—18;  a.  Methode 
IV.  8;  a.  Theorie  der  algebraischen 
Größen  IX.  1;  a.  Theorie  der  li- 
nearen   diophantischen    Systeme 

VII.  8. 
Association  IX.  8. 
Associativ  I.  2,  3. 
Associierte  Größen  IX.  8. 
Auflösung. 

A.  der  linearen  Kongruenz  AX=eB 

VIII.  1. 

Baltzer  V.  15. 

Basi.s   eines  Kationalitätsbereichs 

IV.  22. 
Bereich. 

B.[^,x]  IL  1;  B.  [A,^i,  ...,x^] 
n.  2 ;  B.  [r]jy  der  einem  Gattungs- 
bereiche entstammenden  ganzen 
Formen  IX.  3;  B.  [F]  der  gan- 
zen algebraischen  Größen  eines 
Gattungsbereichs  IX.  3;  B.  der 
rationalen    Zahlen    I.  1,    IV.  20; 

B.  [1]  I.  4;  B.  (1)  I.  4;  B. 
[[l],a^,,...,^;j(mod.(P(^>))Vin. 
2;B.[[l],a^i,...,a;;^.,a;;i.  +  i,...,a;J 
(mod.  {P^k)j)    Vin.   2;    B. 

([1],   X,,    .  .    .,    4^^  +  l1    •  •  M    ^m) 

(mod.  (P(^>))     VIII.    2;     B.    [<$] 

IX.  7;  B.  (®)_IX.  10;  B. 
Y~—Jc  I.  7;  B.  y—b  I.  8,  IX.  7; 
absoluter  Rationalitätsb.  IV.  20; 
Äquivalenzb.  I.  12;  Diophanti- 
scher  B.  VII.  1 ;  Divisorenb.  VII.  3 ; 
echter  holoider  B.  I.  4;  echter 
Kongruenzb.  I.  10;  Galoisscher 
B.  IV.  13;  Galoisscher  B.  mod. 
(p(Ä))  VIII.  9;  Gattungsb.  (einem 
orthoiden  Bereiche  entstammen- 
der) IV.  14;  Gattungsb.  mod. 
(p(fc))  (einem  pseudoorthoiden 
Bereiche  entstammender)  VIII.  9 ; 
holoider  B.  I.  4;  hyperorthoider 
B.  IV.  9;  Infinitesimalb.  erster 
Ordnung  V.  8;  kleinster  einem 
holoiden  Bereiche  [A]  entstam- 
mender Äquivalenzb.  I.  12;  klein- 
ster orthoider  B. ,  der  die  Wurzel 
einer  irreduziblen  Gleichung  ent- 
hält,   IV.   7;    kleinster    pseudo- 
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Kongruenz  enthält,  VIII.  9;  Kon- 
gruenzb. I.  10;  natürlicher  Ratio- 
nalitätsb. IV.  20;  orthoider  B.  I.  4, 
IV.  9,  22;  pseudoholoider  B.  VIIl'. 
2;  pseudoorthoider  B.  VIII.  2; 
Rationalitätsb.  IV.  20;  Stammb. 
(eines  Gattungsbereichs)  IV.  14; 
unechter  holoider  B.  I.  4;  voll- 
ständiger Gattungsb.  IX.  10;  voll- 
ständiger holoider  B.  I.  6;  voll- 
ständiger pseudoholoider  B.  VIII. 
2;  wohldefinierter  B.  III.  1,  IV. 
3,16;  wohldefinierter  vollständiger 
B.  in.  8;  zugeordneter  orthoider 
B.  1.4,  III. 12  ;  zugeordneter  pseudo- 
orthoider B.  VIII.  2. 

Bestimmte  Gleichungssysteme  VI. 
14,  15. 

Brill  VII.  13. 

Bezoutsches  Theorem  VI.  16. 

Charakteristik  eines  Wurzel- 
systems VII.  13—15. 

Charakteristische  Gruppe  einer 
Gleichung  IV.  24,  25. 

Dedekind  I.  2,  8,  Ili.  4,  5,  IV.  22 
IX.  1,  8,  13,  27. 

Dedekind  scher  Hilfssatz  III.  4. 

Derivation. 

Grundgesetze  der  D.  II.  5. 

Derivierte. 
Erste  D.  IL  5;  höhere  D.  IL  5,  6. 

Determinante. 

D.  der  linearen  Transformation  IL 
18 ;  D.  I  f^^ I  IL  15 ;  D.  1  ajjio^!^ . . .  x^.e  1 
IL  12;  D.  I  x^-j'-J  I  n.'ll';  Funil- 

tionald   V.  14;   Sylvestersche  D. 

III.  14,  VI.  4. 
Determinanten-Matrix  III.  4. 
DifferentialrechnungII.5,V.14. 
Differenzenprodukt  IL  11. 
Dimension. 

D.    einer    Form  IL  2;    D.    einer 

Gleichung  III.  19. 
Diophantische  Gleichung  III.  19. 
Diophantischer  Bereich  VII.  1. 
Dirichlet  L  2. 
Discriminante. 

D.  als  symmetrische  Form  III.  25 ; 

D.  der  Gattung  IX.  30;  D.  einer 

Form  in.  22 ;  D.  einer  Gleichung 


Namen-  und  Sachregister. 


555 


IV.  13;  D.  einer  Größe  des  Gat- 
tungsbereichs IX.  14 ;  D.  eines  all- 
gemeinen Formensystems  VI.  21; 
D.  eines  Systems  homogener  For- 
men VI.  26 ;  D.  eines  Systems  von 
Formen,  deren  jede  das  Produkt 
allgemeiner  linearer  Formen  ist, 

VI.  24;  D.  von  n  wirklichen  Grö- 
ßen des  Gattungsbereichs  IX.  30; 
Fundamentaleigenschaften  der  D. 
einer  Form  III.  23;  Grundeigen- 
schaften der  D.  eines  allgemeinen 
Formensystems  VI.  23,  25,  26 ;  In- 
varianteneigenschaft der  D.  VI.  27. 

Discriminantenform    der    Gat- 
tung IX.  31. 

Discriminantensystem,  funda- 
mentales IX.  30, 

Distributiv  I.  3. 

Division  I.  1,  4. 

Divisionsverfahren,      gewöhn- 
liches III.  1. 

Divisoren,  algebraische  IX.  8. 

Divisorenbereich  VII.  3. 

Divisorenkette  VII.  5. 
EndUche  D.  VE.  5. 

Divisorensystem  VII.  2. 

D.  der  Hauptklasse  VII.  10;  D., 
für  welches  ein  vollständiges  Rest- 
system  existiert,  VIII.  1;  äquiva- 
lente D.-e  VII.  2;  komponiertes  D. 

VII.  3;    Komposition    von    D.-en 

VII.  3 ;  mod.  (P'*»)  äquivalente  D.-e 

VIII.  5;  Prim-D.  VII.  4;  Produkt 
von  D.-en  VII.  3;  relativ  prime 
D.-e  VII.  2;  relativ  prime  D.-e 
mod.  (P(*>)  Vm.  5;  Stufenzahl 
des  D.-s  VII.  10;  unzerlegbares 
oder  irreduzibles  D.  VII.  4. 

Doppeltes  Element  einer  Mannig- 
faltigkeit V.  6. 

Echte  irreduzible  Größe  I.  5. 
Echter. 

E.  Äquivalenzbereich  I.  12;  e. 
holoider  Bereich  1.4 ;  e.  Kongruenz- 
bereich I.  10;  e.  Teiler  I.  5,  IX.  10; 
e.  Teiler  der  Null  IV.  8,  9. 

Echtes  Modulsystem  I.  10,  VII.  2. 
Eigentlich  primitive  Form  IX.  13. 
Eingliedriges    Modulsystem 

I.  11. 
Einheit  I.  5. 

Absolute  E.  I.  3,  IV.  6. 


Einheiten. 

E.  des  Äquivalenzbereichs  I.  12; 
E.  des  Bereichs  [05]  IX.  7. 

Einheitsform  III.  9,  IX.  4. 

Eisenstein  IV.  4. 

Elementare  symmetrische  Form 
II.  11,  VI.  18. 

Elemente. 

E.  einer  Mannigfaltigkeit  III.  21, 
V.  6;  E.  eines  Modulsystems  I.  10; 
E.  eines  Rationalitätsbereichs  IV. 
21;  doppelte  E.  einer  Mannigfal- 
tigkeit V.  6;  mehrfache  E.  einer 
Mannigfaltigkeit  V.  6;  singulare 
E.  einer  Mannigfaltigkeit  V.  6; 
unendliche  E.  einer  Mannigfaltig- 
keit V.  6. 

Eliminante  VI.  15. 

Eliminationsmethode,  Kro- 
neckersche  V.  2. 

Eliminationsprinzip,  Kro- 
neckersches  III.  18,  V.  2. 

Eliminationsproblem  IV.  21. 

Eliminationstheorie. 

Fundamentalproblem  der  E.  V.  1. 

Endliche  Divisorenkette  VII.  5. 

Engere. 

E.  Äquivalenz  VII.  2;  e.  Äqui- 
valenz mod.  (P<^»)  Vlll.  5. 

Enthalten. 

Begriff  des  E.  VII.  2,  4;  Begriff 
des  E.  mod.  (P<*')  VIII.  5. 

Erhaltung  der  auf  die  Teilbar- 
keit bezüglichen  Eigenschaften 
eines  orthoiden  Bereichs  III.  13; 
IX.  7. 

Euklidischer  Algorithmus  in.  11. 

Euler  ni.  14. 

E.sche  Formeln  II,  16 ;  E.s  Formel- 
reihe für  eine  homogene  Form  IL  9. 

Fläche  V.  6. 

F.,  welche  eine  Gerade  vollstän- 
dig enthält,  V.  6. 

Folge  von  Substitutionen  IV.  23. 

Form  n.  2. 

F.  einer  Unbestimmten,  die  einer 
F.  von  n  Unbestimmten  entspricht, 
II.  4;  F.  vona^  IX.  5;  F.  P^^^  {z) 
II.  11;  absolut  ganze  F.  IX.  4; 
absolut  irreduzible  F.  IV.  18 ;  aequ. 
mod.  P  irreduzible  F.  IX.  17 ;  aequ. 
mod.  P  Primf.  IX.  18;  allgemeine 
F.  IV.  1,  VI,  1;  Discriminantenf. 
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der  Gattung  IX.  31 ;  ei  gentliche  pri- 
mitive F.  IX.  13;  (einem  Gattungs- 
bereiche entstammende)  ganze 
algebraische  F.  IX.  2, 3 ;  Einheitsf. 
in.  9,  IX.  4;  elementare  symme- 
trische F.  11.  11,  VI.  18;  Fundamen- 
tale des  Gattungsbereichs  IX.  24 ; 
holoide  F.  111.12;  homogene  F.  II  8; 
irreduzible  F.  mod.  (S)  VIII.  1 ;  kri- 
tische Primf.  IX.  27;  lineare  F. 
IV.  3,  18;  orthoide  F.  III.  12; 
Primf.  IV.  2 ;  Primf.  im  rationalen 
Formenbereiche  IV.  3;  Primf.  im 
rationalen  und  ganzen  Formen- 
bereiche IV.  2 ;  Primform  in  einem 
orthoiden  Formenbereiche  IV.  3; 
primitive  F.  III.  9,  IX.  4;  rationale 
und  ganze  Form  des  Bereichs 
[[l],^,,...,a;„a^,^i](mod.(P<A:))) 
Vm.  7;  reduzierte  F.  E.  13;  re- 
guläre F.  IL  19;  reguläre  F.  in 
Bezug  auf  x^  II.  19;  reguläre 
F.  mod.  (P<*')  Vni.  4;  relativ 
ganze  F.  IX.  4;  Resolventen-F. 
in.  18;  Resolventen-F.  mod.  (P<*)) 
vm.  6,  7 ;  symmetrische  F.  U.  10, 
14;  symmetrische  F.  mehrerer 
Größensysteme  VI.  18;  transfor- 
mierte F.  n.  18;  typische  sym- 
metrische F.  VI.  18. 

Formen. 

Konjugierte  F.  IV.  16;  vonein- 
ander abhängige  F.  V.  14;  von- 
einander unabhängige  F.  V.  14. 

Formensystem,  allgemeines  VI.  1. 

Frobenius  V.  15. 

Fundamentaleigenschaften. 
F.  der  Discriminante  einer  Form 
m.  23 ;  F.  der  Resultante  zweier 
Formen  III.  15,  16;  F.  der  Resul- 
tante eines  allgemeinen  Formen- 
systems VI.  5. 

Fundamentales  Discriminanten- 
system  IX.  30. 

Fundamentalform  des  Gattungs- 
bereichs IX.  24. 

Fundamentalgleichung  der 
Gattung  IX.  24. 

Fundamentalgröße  des   Gat- 
tungsbereichs IX.  24. 

Fundamentalproblem, 

F.  der  Eliminationstheorie  V.  1 ; 
F,-e  der  vollständigen  Auflösung 
eines  Systems  linearer  diophan- 


tischer    Gleichungen    für    einen 
diophantischen  Bereich  VII.  1. 
Fund  amental 8 atz. 

F.  der  Algebra  IV.  27,  28;  F.  für 
die  Theorie  der  Abbildung  V.  10 ; 
F.  für  vollständigen  Bereichen 
entstammende  Formen  III.  8; 
Gaußscher  F.  IV.  27;  Kronecker- 
scher  F.  III.  5—7;  Verallgemei- 
nerung des  Kronecker  sehen  F. 
vm.  5. 

Fundamentalsystem  VIII.  2, 
IX.  1. 

F.  absolut  ganzer  Größen  IX.  15; 
F.  (absolut)  ganzer  algebraischer 
Zahlen  IX.  16;  F.  der  Gattung 
IX.  14;  F.  der  in  Bezug  auf  einen 
orthoiden  Bereich  relativ  ganzen 
Größen  IX.  15;  F.  idealer  ganzer 
Größen  IX.  24,  25;  F.  wirklicher 
ganzer  Größen  IX.  21—23. 

Funktion. 

Algebraische  F.  IV.  7 ;  analytische 

F.  Vn.  8;  ganze  F.  II.  2,  16,  17; 
rationale  F.  IV.  20;  rationale  F. 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  IV. 
15;  transcendente  F.  IV.  21. 

Funktionen,  Theorie  der  alge- 
braischen IX.  1, 

Funktional,  ganzes  IX.  8. 

Funktion al determin ante  V.14. 
Irreduzibilität  der  F.  VI.  22. 

Galois  IV.  11,  21,  24. 
Galoissche. 

G.  imaginäre  Größen  Vm.  9;  G. 
Resolvente  IV.  11,  13;  G.  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen 
IV.  26. 

Galois  scher. 

G.  Bereich  IV.  13;  G.  Bereich 
mod.  (P'^))  vm.  9;  G.  Gattungs- 
bereich IV.  14. 

Galoissches  Prinzip  IV.  24. 

Ganze. 

G.  algebraische  Größe  eines  Gat- 
tungsbereichs IX.  2;  g.  Funktion 
n.  2,  16,  17;  g.  ideale  Größe  IX. 
10;  absolut  g.  Form  IX.  4;  ab- 
solut g.  Größe  IX.  4;  (einem  Gat- 
tungsbereiche entstammende)  g. 
algebraische  Form  IX.  2,  3;  in 
Bezug  auf  [A ,  ^Cj ,  .  . . ,  x^^]  ratio- 
nale und  g.  Größe  des  Gattungs- 
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bereichs  IX.  2;  rationale  und  g. 
ideale  Größe  IX.  9 ;  relativ  g.  Form 
IX.  4;  relativ  g.  Größe  IX.  4. 

Ganzes  Funktional  IX.  8. 

Gattung  IV.  15. 

G.,  unter  einer  G.  enthalten,  IV. 
15;  absolute  Invariante  der  G. 
IX.  30 ;  Discriminante  der  G.  IX. 
30;  Discriminantenform  der  G. 
IX.  31 ;  Fundamentalgleichung  der 
G.  IX.  24 ;  Fundamentalsystem  der 
G.  IX.  14 ;  Invariante  der  G.  IX.  29 ; 
Singularitäten  der  G.  IX.  31. 

Gattungsbereich. 

G. ,  dessen  Stammbereich  selbst 
schon  ein  G.  ist,  IV.  16;  (auf  die 
additive  und  multiplikative  Ver- 
knüpfung bezügliche)  Eigenschaf- 
ten eines  G.-s  IX.  1 ;  konjugierte 
G.-e  IV.  14;  einem  orthoiden  Be- 
reiche entstammender  G.  IV.  14; 
(tjinem  pseudoorthoiden  Bereiche 
entstammender)  G.  mod.  (P<^'>) 
Vm.  9;  Galoisscher  G.  IV.  14; 
vollständiger  G.  IX.  10 ;  wirklicher 
G.  IX.  10. 

Gauß  I.  4,  11,  n.  3,  III.  12,  VCII.  2, 

rx.  1. 

Gauß  scher. 

G.  Satz  für  die  Zerlegung  ratio- 
naler und  ganzer  Formen  III.  12 ; 
G.  Fundamentalsatz  IV.  27. 

Gaußsches  Prinzip  11.  14. 

Gebilde. 

G.  verschiedener  Ausdehnung  V. 
6;  absolut  irreduzibles  G.  V.  7. 

Gebrochene  ideale  Größe  IX.  10. 

Gemischte  Mannigfaltigkeit  h-\-l- 
ter  Stufe  V.  6. 

Gemischtes  System Ä-j-  l*^""  Stufe 
V.  6. 

Gesamtheit. 
G.  der  algebraischen  Zahlen  IV. 
22 ;  G.  der  komplexen  Zahlep  IV. 
22;  G.  der  reellen  Zahlen  IV.  22. 

Gesamtresolvente  V.  4. 

«Gewicht  VI.  5. 

Gewöhnliches. 

G.  Additionsgesetz  I.  2;  g.  Di- 
visionsverfahren III.  1;  g.  Glei- 
chungssystem VI.  14, 15 ;  g.  Multi- 
plikationsgesetz I.  3, 

Oleichung. 

G.  x^  =  2  IV.  7;    allgemeine  G. 


n*-"»  Grades  IV.  26 ;  allgemeine  G. 
zweiten  Grades  V.  6;  aus  einem 
orthoiden  Bereiche  (A)  entstam- 
mende G.  w*^°  Grades  mit  einer 
Unbekannten  IV.  5 ;  diophantische 
G.  in.  19;  Fundamentalg,  der 
Gattung  IX.  24;  im  orthoiden 
Bereiche  (A)  irreduzible  G.  IV.  5 ; 
in  einem  Bereiche  lösbare  G.  I.  4 ; 
lineare  G.  V.  6 ;  Lösung  einer  G. 
m.  19;   Wurzel  einer  G.  EL  19; 

IV.  6. 
Gleichungen. 

Problem  der  Theorie  der  G.  III. 
19;  System  homogener  G.  VI.  13; 
System  linearer  diophantischer  G. 

VII.  1. 
Gleichungssystem  V.  1. 

Bestimmtes  G.  VI.  14,  15;  ge- 
mischtes G.  h-\- 1*««"  Stufe  V.  6 ; 
gewöhnliches  G.  VI.  14,  15;  in 
einem  orthoiden  Bereiche  irredu- 
zibles G.  V.  7 ;  reines  G.  h-\-  1*«^" 
Stufe  V.  6;  singuläres  G.  VI.  30; 
transformiertes  G.  V.  2;  unbe- 
stimmtes G.  VI.  14,  15,  30. 
Gleichungssystems. 

Einfacher  Fall  des  G.  VII.  14;  im 
Unendlichen  liegende  Lösungen 
eines    G.  VI.  13;    Inhalt    des    G. 

V.  5;  Lösung  des  G.  III.  19,  20; 
Wurzelsystem  des  G.  III.  19. 

Gordan  VH.  6. 

Grad. 

G.  einer  dem  Bereiche  { A }  ent- 
stammenden m  —  h  —  1 -fachen 
Mannigfaltigkeit  V.  6;  G.  einer 
Form  II.  2;  G.  einer  Gleichung 
III.  19;  G.  eines  Primideals  IX.  12. 

Grenzwerte  der  Analysis  IV.  21. 

Größe. 

Absolut  algebraische  G.IV.7,IX.l ; 
absolut  algebraische  G.mod.(P**'') 

VIII.  9;  absolut  ganze  G.  IX.  4; 
adjungierte  G.  IV.  5 ;  algebraische 
G.  I.  1,  IV.  7;  associierte  G.  IX. 
8 ;  echte  irreduzible  G.  I.  5 ;  Fun- 
damentalg, des  Gattungsbereichs 

IX.  24;  Galoissche  imaginäre  G. 
VIII.  9;  ganze  algebraische  Gr. 
des  Gattungsbereichs  IX.  2,  3; 
ganze  ideale  G.  IX.  10 ;  gebrochene 
ideale  G.  IX.  10;  holoide  G.  III. 
12;  ideale  G.  IX.  1;  ideale  G.  des 
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Gattungsbereichs  (r)IX.lO ;  ideale 
G.  des  Bereichs  [F]  IX.  8;  ideale 
G.  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
IX.  8 ;  ideale  G.  im  weiteren  Sinne 
des  Wortes  IX.  8;  in  Bezug  auf 
den  orthoiden  Bereich  (A)  alge- 
braische Größe  IV.  7,  IX.  1;  in 
Bezug  auf  [A ,  o;, ,  .  .  . ,  x^]  ratio- 
nale G.  eines  Gattungsbereichs 
IX.  1 ;  in  Bezug  auf  [A ,  a^^ , . . . ,  a;„J 
rationale  und  ganze  G.  eines 
Gattungsbereichs  IX.  2;  irredu- 
zible  G.  I.  5,  IX.  10;  Maßg.  IV.  7; 
mathematische  G.  I.  1;  orthoide 
G.  III.  12;  Primg.  I.  5,  IX.  10; 
rationale  und  ganze  ideale  G. 
IX.  9;  relativ  ganze  G.  IX.  4; 
singulare  G.  I.  3,  IV.  9;  tran- 
scendente  G.  IV.  21 ;  transcendente 
Zahlengröße  IV.  21 ;  unbeschränkt 
veränderliche  G.  in  {  A  }  V.  1 ;  un- 
endlich große  G.  IV.  9 ;  unendlich 
kleine  G.  IV.  9 ;  unendlich  kleine 
G.  erster  Ordnung  V.  8. 

Größen,  konjugierte  IV.  14. 

Größter  gemeinschaftlicher. 
G.  g.  Inhalt  zweier  Divisoren- 
systeme VII.  2 ;  g.g.  Inhalt  zweier 
Divisorensysteme  mod.(P<^^)  VIII. 
5;  g.  g.  Teiler  I.  6,  IX.  7,  9;  g. 
g.  Teiler  zweier  Formen  III.  11, 17 ; 
g.  g.  Teiler  zweier  Hauptideale 
IX.  13. 

Gruppe. 

G.  von  Permutationen  IV.  23;  G. 
von  Substitutionen  IV.  23;  cha- 
rakteristische G.  einer  Gleichung 

IV.  24,  25. 

Hancock  VII.  8. 

Hauptdarstellung. 

H.  einer  Mannigfaltigkeit  m*'*'' 
Stufe  V.  10;  H.  einer  reinen 
algebraischen  Raumkurve  V.  9; 
H.  einer  reinen  Mannigfaltigkeit 

V.  9, 10 ;  H.  einer  reinen  Mannig- 
faltigkeit erster  Stufe  V.  10. 

Hauptideal  IX.  13. 
Hauptklasse,    Divisorensystem 

der  VII.  10. 
Hauptlösung  V.  8. 
Hensel  VII  8,  IX.  24,  27,  28. 
Hermite  IV.  21. 
Hesse  HI.  14. 


Hubert  VH.  6,  16. 

Hilberts  Satz  VII.  6,  16. 

Holoide. 

H.  Form  III.  12;  h.  Größe  HI.  12. 

Holoide  r. 

H.  Bereich  I.  4 ;  echter  h.  Bereich 
I.  4;  unechter  h.  Bereich  I.  4; 
vollständiger  h.  Bereich  I.  6. 

Homogene. 

H.  Form  II.  8;  allgemeine  h.  li- 
neare Transformation  II.  19. 

Höhe  der  Glieder  einer  Form  II.  3. 

Hurwitz  III.  5. 

Hyperorthoider  Bereich  IV.  9. 

Ideal  IX.  8. 
Haupti.  IX.  13. 

i  Q  G  3i  1  G 

I.  Größe  IX.  1 ;  i.  Größe  des  Gat- 
tungsbereichs (r)  IX.  10;  i.  Größe 
des  Bereichs  [F]  IX.  8;  i.  Größe 
im  engeren  Sinne  des  Wortes 
IX.  8 ;  i.  Größe  im  weiteren  Sinne 
des  Wortes  IX.  8 ;  ganze  i.  Größe 
IX.  10;  gebrochene  i.  Größe  IX.  10; 
rationale  und  ganze  i.  Größe 
IX.  9. 

Identische  Substitution  IV.  24. 

Imaginäre     Größe ,     Galoissche 
VHI.  9. 

Imaginärer  Punkt  einer  Geraden 
IX.  8. 

Infinitesimalbereich     erster 
Ordnung  V.  8. 

Inhalt. 

I.  des  Gleichungssystems  V.  5 
größter  gemeinschaftlicher  I 
zweier  Divisorensysteme  VII.  2: 
größter  gemeinschaftlicher  I 
zweier  Divisorensysteme  mod 
(pa))  vm.  5. 

Invariant  TU.  9,  IX.  5. 

Invariante. 
I.  der  Gattung  IX.  30 ;  absolute  L 
der  Gattung  IX.  31. 

In  Varianten  eigen  Schaft. 

I.  der  Discriminante  VI.  27;  L 
der  Resultante  VI.  12. 

Inverse  Substitution  IV.  24. 

Irrationalität,    reelle    quadrati- 
sche IV.  5. 

Irreduzibilität  der  Funktional- 
determinante VI.  22. 

Irreduzibilitätssätze  V.  7. 
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Irreduzible. 

I.  Form  mod.  (S)  VIII.  1;  i.  Größe 
I.  5,  IX.  10;  absolut  i.  Form  IV. 
18;  absolut  i.  Mannigfaltigkeit 
V,  7;  aequ.  mod.  P.  i.  Form  IX. 
17;  echte  i.  Größe  L  5;  im  or- 
thoiden  Bereiche  (A)  i.  Gleichung 

IV.  5;  in  Bezug  auf  einen  or- 
thoiden  Bereich  i.  Teilresolvente 
h  4-  1*"  Stufe  V.  7 ;  in  einem 
orthoiden  Bereiche  i.  Mannigfal- 
tigkeit V.  7. 

Irreduzibles. 

I.  Divisorensystem  VII.  4;  im  or- 
thoiden Bereiche  (A)  i.  Gleichungs- 
system V.  7;    absolut  i.  Gebilde 

V.  7. 

Irreguläre    Primzahl    eines   Gat- 
tungsbereichs IX.  25. 
Isobarisch  VI.  5. 

Jacobi  V.  14. 
Junker  VI.  18. 


Kegelschnitt,  nicht  zerfallender 
V.  6. 

Klassenanzahl     der    idealen 
Größen  IX.  13. 

Klasseneinteilung  der  idealen 
Größen  IX.  13. 

Klein  IV.  26. 

Kleinster. 

K,  einem  Bereiche  [A]  entstam- 
mender Äquivalenzbereich  I.  12; 
k,  orthoider  Bereich,  der  die 
Wurzel  einer  irreduziblen  Glei- 
chung enthält,  IV.  7;  k.  pseudo- 
orthoider  Bereich,  der  die  Wurzel 
einer  Kongruenz  enthält,  VIII.  9. 

Koeffizient  I.  1,  2. 

Koeffizienten    der    Transforma- 
tion II.  18. 

Kollineation  VI.  13. 

Kombination  IV.  27. 

Kommutativ  I.  2,  3. 

Kommutatives  Prinzip  VII.  3. 

Komplementärer  Teiler  III.  1. 

Komplexe  Zahlen  III.  21,  IV.  5,  6. 

Komponiertes      Divisorensystem 

Komposition  von  Divisorensyste- 
men VJI.  3. 
Kompositionsfaktoren  VII.  3. 


Kongruente  Größen  in  Bezug  auf 
ein  Modulsystem  I.  10. 

Kongruenz. 

K.  n*^"  Grades  mit  einer  Unbe- 
kanntenVIII.4;  allgemeine  lineare 
K.  VIII,  16;  Auflösung  der  linea- 
ren K.  AX=B  Vni.  1 ;  Lösungen 
einer  linearen  K.  VII.  6;  Wurzel 
einer  K.  VIII.  4,  9. 

Kongruenzbereich  I.  10. 
Echter  K.  I.  10. 

Konjugierte. 
"K.  Formen  IV.  16;  k.  Gattungs- 
bereiche IV.  14;  k.  Größen  IV.  14; 
k.  Lösungen  V.  8;  k.  Wurzeln  IV. 
14. 

Koordinaten  V.  6. 

Koordinatentransformation 
V.  3. 

Körper  IV.  22. 

Kritische  Primform  IX.  27. 

Kronecker  L  1,  4,  11,  IL  2,  4,  13, 
III.  5,  18,  23,  IV.  1,  14,  16,  20,  21, 
24,  V.  2,  10,  11,  VL  1,  25,  26, 
Vn.  2,  4,  IX.  1,  4,  5,  8,  13,  15, 
24,  25,  27,  28,  29. 

Krön  eckers  Relationen  IL  16. 

Kronecker  sehe  Eliminationsme- 
thode V.  2. 

Kronecker  sches  Eliminations- 
prinzip m.  18,  V.  2. 

Kronecker  scher  Fundamentalsatz 
III.  5 — 7;  Verallgemeinerung  des- 
selben VIII.  5. 

Kummer  IX.  1,^8. 

Kummer  sehe    Äquivalenz  IX.  13. 

Lagrange  sehe  Interpolationsfor- 
mel II.  17,  IV.  1. 

Lindemann  IV.  21. 

Lineare. 

L.  Form  IV.  3,  18;  1.  Gleichung 
V.  6;  1.  Mannigfaltigkeit  V.  12; 
1.  Substitution  IL  18;  1.  Trans- 
formation IL  18;  allgemeine  ho- 
mogene 1.  Transformation  IL  19; 
allgemeine  1.  Kongruenz  VIII.  16; 
reziproke  1.  Transformation  II.  18. 

Linie  V.  6. 

Lösbarkeit.  ^ 

L.   der  Kongruenz    ^  /■  X .  ^  1 

J=l 
(mod.  (P<*'))  VIII.  6;  L.  einer  li- 
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nearen  diophantischen  Gleichung 
VIIL  8. 

Lösung. 

L.  einer  dem  orthoiden  Bereich 
(A)  entstammenden  Gleichung  w**" 
Grades  mit  einer  Unbekannten 
im  Bereich  (A)  IV.  5;  L.  einer 
Gleichung  lil.  19;  L.  eines  Glei- 
chungssystems III.  19,  20;  Be- 
stimmung einer  L.  einer  linearen 
diophantischen  Gleichung  VIII.  8. 
Hauptl.  V.  8;  im  Unendlichen 
liegende  L.  eines  Gleichungs- 
systems VI.  13;  Multiplizität  der 
L.  V.  5,  VI.  30;  wirkliche  L.  eines 
Systems  homogener  Gleichungen 
VI.  13. 

Lösungen. 

L.  einer  homogenen  linearen  Kon- 
gruenz VII.  6;  konjugierte  L.  V.  8. 

Mannigfaltigkeit. 

Absolut  in-eduzible  M.  V.  7;  al- 
gebraische M.  V.  6 ;  dem  holoiden 
Bereiche  [A]  entstammende  m — k- 
fache  M.  III.  21 ;  dem  Bereiche  {  A  } 
entstammende  m  —  h  —  1 -fache 
M.  V.  6;  Element  der  M.  IE,  21, 
V.  6 ;  gemischte  M.  Ä  +  l*«"^  Stufe 
V.  6;  Hauptdarstellung  einer  M. 
m^"  Stufe  V.  10;  Hauptdarstel- 
lung einer  reinen  M.  V.  9,  10; 
Hauptdarstellung  einer  reinen  M. 
erster  Stufe  V.  10;  in  einem  or- 
thoiden Bereiche  irreduzible  M. 
V.  7 ;  lineare  M.  V.  12 ;  mehrfaches 
(doppeltes)  Element  einer  M.  V.  6 ; 
reine  M.  h-}-  l*«""  Stufe  V.  6 ;  sin- 
guläres  Element  der  M.  V,  6; 
transcendente  M.  V.  6 ;  unendliche 
Elemente  einer  M.  V.  6. 

Maßgröße  IV.  7. 

Mathematische  Größe  I.  1. 

Matrix  (Determinanten-)  III.  4. 

M  e  h  r  fa  c  h  e  Wurzel  einerGleichung 
IV.  13. 

Mehrfacher    Teiler    einer    Form 
III.  22. 

Mehrfaches  Element  einer  Man- 
nigfaltigkeit V.  6. 

Mertens  VI.  4,  5,  9. 

Methode. 

Algebraische  M.  IV.  8;  arithme- 
tische M.  IV.  8. 


Minimalresolvente  V.  11. 

Modulsystem  I.  10. 

Echtes  M.  1.  10,  VII.  2;  einglie- 
driges M.  I.  11;  Ä-gliedriges  M. 
L  10,  VIL  2;  Prim-M.  VII.  4. 

Modulsysteme,  äquivalenteVII.2. 

Modulsystems,  Elemente  des  1. 10. 

Modulus  L  11. 

Molk  IIL  5,  IV.  16,  V.  5,  10. 

Multiplikation  I.  1. 

Multiplikationsgesetz,  ge- 
wöhnliches I.  3. 

Multiplizität. 

M.  der  Lösung  V.  5,  VI.  28—30; 
M.  des  Wurzelsystems  VI.  15. 

Natürliche  Primzahl  I.  5. 
Natürlicher  Rationalitätsbereich 

IV.  20. 
Netto  V.  5. 
Newton-Girardsche  Formeln IX. 

28. 
Noether  VIL  13,  14. 
Noether scher  Satz  VII.  8. 

Verallgemeinerter  N.  VII.  13. 
Norm  IX.  1. 
Null  I.  2,  3,  IV.  6,  VIIL  2. 

Echter    Teiler    der   N.  IV.  8,  9; 

Teiler  der  N.  IV.  9. 
Nullstelle  IIL  19. 

Ordnung. 

0.  einer  Gattung  IV.  15;  0.  einer 
Gleichung  IV.  12;  0.  einer  Größe 
des  Gattungsbereichs  IV.  15;  0. 
einer  Gruppe  IV.  24;  0.  eines 
Gattungsbereichs  IV.  15;  0.  eines 
Rationalitätsbereichs  IV.  22. 

Orthoide. 

0.  Form  IH.  12;  o.  Größe  HI.  12. 

Orthoider. 

0.  Bereich  I.  4,  IV.  9,  22;  klein- 
ster o.  Bereich,  der  die  Wurzel 
einer  Gleichung  enthält,  IV.  7; 
zugeordneter  o.  Bereich  1. 4,  III.  12. 

Permutation  IL  14,  IV.  10, 14,  23. 

Permutationen,  Gruppe  von  P. 
IV.  23. 

Poisson  VI.  17. 

Poissonsche  Darstellung  der  Re- 
sultante VI.  17. 

Polynomischer  Lehrsatz  H.  7. 

Primdivisorensystem  VII.  4. 
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Primform  IV.  2. 

P.  im  rationalen  Formenbereiche 
IV.  3;  P.  im  rationalen  und  gan- 
zen Formenbereiche  IV.  2;  P.  in 
einem  orthoiden  Formenbereiche 
IV.  3;  P.  aequ.  mod.  P  IX.  18; 
kritische  P.  IX.  27. 

Primgröße  I.  5,  IX.  10. 

Primideale  IX.  12. 
Verbundene  P.  IX.  12. 

Primitive. 

P.  Form  III.  9,  IX.  4;  eigentlich 
p.  Form  IX.  13. 

Primmodulsystem  VII.  4. 

Primsystem  VII.  4. 
Absolutes  P.  VII.  4;  absolutes  P. 
in  [[1],  a?i,  ...,  Xf.]  VIII.  1—4,  8. 

Primteiler  IV.  2. 

Primzahl  (natürliche)  I.  5;  irre- 
guläre P.  eines  Gattungsbereichs 
IX.  25. 

Prinzip. 

Galoissches  P.  IV.  24;  Gaußsches 
P.  II.  14;  kommutatives  P.  VII.  3; 
Kroneckersches  Eliminationsp.lII. 
18,  V.  2. 

Produkt  I.  3,  II.  1,  IV.  6. 

P.  von  Divisorensystemen  VII.  3; 
P.  von  Substitutionen  IV.  23. 

Produktsatz  der  Resultanten- 
theorie VI.  11. 

Pseudoholoider. 

P.  Bereich  VIII.  2;  vollständiger 
p.  Bereich  VIII.  2. 

Pseudoorthoider. 

P.  Bereich  VIII.  2;  kleinster  p. 
Bereich,  der  die  Wurzel  einer 
Kongruenz  enthält,  VIII.  9;  zu- 
geordneter p.  Bereich  VIII.  2. 

P-Systeme  Ä;  +  1*"  Stufe  VIII.  2. 

Punkt  V.  6. 

Imaginärer  P.  einer  Geraden  IX.  8 

Quadratische. 

Reelle  q.  Irrationalität  IV.  5. 
Quotient  III.  1. 

Rados  IL  12. 
Rang. 

R.  einer  Determinante  V.  15;  R. 

einer  durch  ein  Gleichungssystem 

definierten  Mannigfaltigkeit  V.  6 ; 

R.   einer  Matrix  V.  15;  R.  eines 

König,  algebraische  Grüfien. 


Gleichungssystems  V.  6 ;  R.  eines 
orthoiden  Formensystems  V.  6. 
Rationale. 

R.  Funktion  IV.  20;  r.  Funktion 
der  Wurzeln  einer  Gleichung 
IV.  15;  r.  Operationen  V.  1;  r. 
und  ganze  Form  des  Bereichs 
[[1]  a^,,...,:r„a,-,  +  i](mod.(P'^))) 

VIII.  7;  r.  und  ganze  ideale  Größe 

IX.  9 ;  in  Bezug  auf  [A ,  oj^  , . . . ,  ic  ] 
r.  Größe  eines  Gattungsbereichs 
IX.  1 ;  in  Bezug  auf  [A ,  o;, , . . . ,  x„^] 
r.  und  ganze  Größe  eines  Gattungs- 
bereichs IX.  2;  r.  Wurzel  einer 
Gleichung  III.  12. 

Rationalitätsbereich  IV.  20. 

Absoluter  R.  IV.  20;  natürlicher 

R.  IV.  20;  Basis  eines  R.s  IV,  22; 

Elemente  eines  R.s  IV.  21. 
Raum  von  m  Dimensionen  V.  6. 
Raumkurve,     Hauptdarstellung 

einer  reinen  algebraischen  V.  9. 
Reduktion     der    Auflösung     der 

homogenen    linearen    diophanti- 

schen  Gleichung  VIII.  10—18. 
Reduzierte. 

R  Form  II.  13 ;  r  Resolvente  V.  5. 
Reelle  quadratische  Irrationalität 

IV.  5. 
Reguläre. 

R.  Form  II.  19;  r.  Form  in  Bezug 
auf  iC;  IL  19;  r.  Form  mod.  (P<*') 

VIII.  4. 
Reich. 

R.  der  algebraischen  Funktionen 
von  n  Unbestimmten  IV.  19;  R. 
der  algebraischen  Zahlen  IV.  19; 
R.  der  in  Bezug  auf  einen  or- 
thoiden Bereich  algebraischen 
Größen  V.  1. 

Reine    Mannigfaltigkeit    h  4-  1*" 
Stufe  V.  6. 

Reines  System  ä+  l*«'^  Stufe  V.  6. 

Relativ, 

R.  äquivalent  I.  5,  12,  IX.  13;  r. 
ganze  Form  IX.  4;  r.  ganze  Größe 

IX.  4;  r.  prime  Divisorensysteme 
VII.  2 ;  r.  prime  Divisorensysteme 
mod.  (P'^D  VIII.  5. 

Relative  Äquivalenz  I.  5,  IX.  13. 
Resolvente. 

Galoissche  R.  IV.  11, 13;  Gesamtr. 

V.  4 ;  in  Bezug  auf  einen  orthoiden 
Bereich  irreduzible  Teilr.  h  -f- 1*'''' 

36 
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Stufe  V.  7;  Minimalr.  V.  11;  re- 
duzierte ß.  V.  5;  Teiir.  V.  4; 
vollständige  Teilr.  h-\-V'''  Stufe 

V.  4. 
Resolventenform  III.  18. 

R.  mod.  (P''^-))  VlII.  6,  7. 
Rest  III.  1. 
Restsystem,  vollständiges  VII.  8, 

VIII.  1. 
Resultante. 

R.   allgemeiner   linearer  Formen 

VI.  11 ;  R.  als  symmetrische  Form 
in.  24 ;  R.  eines  allgemeinen  For- 
mensystems VI.  3;  R.  eines  Sys- 
tems homogener  Formen  VI.  12; 
R.  spezieller  Formen  VI.  3;  R. 
zweier  Formen  III.  15;  Bildungs- 
gesetz der  R.  VI.  10 ;  Fundamental- 
eigenschaften der  R.zv^eierFormen 
III.  15,  16;  Grundeigenschaften 
der  R.  eines  allgemeinen  Formen- 
systems VI.  5;  Invarianteneigen- 
schaft der  R.  VI.  12;  Poissonsche 
Darstellung  der  R.  VI.  17. 

Reziproke     lineare    Transforma- 
tion IL  18. 
Richelot  III.  14. 
Runge  IV.  1. 

Schar  V.  13. 

fc-gliedrige  Seh.  V.  13. 

Schläfli  VI.  18. 

Schönemann  VIII.  2. 

Singularitäten  der  Gattung  IX. 

Singulare.  [31. 

S.  Fälle  der  Auflösung  der  homo- 
genen linearen  dioph  antischen 
Gleichung  VlII.  14,  16,  17,  19;  s. 
Größe  I.  3,  IV.  9. 

Singuläres. 
S.  Element  einer  Mannigfaltigkeit 
V.  6;  s.  Gleichungssystem  VI.  30. 

Species,  die  vier  I.  1. 

Stammbereich   (eines   Gattungs- 
bereichs) IV.  14. 

Stufe. 
St.  der  vollständigen  Teilresol- 
vente  V.  4;  St.  einer  durch 
ein  Gleichungssystem  definierten 
Mannigfaltigkeit  V.  6;  St.  eines 
Gleichungssystems  V.  6 ;  St.  eines 
orthoiden  Formensystems  V.  6. 

Stufenzahl  einesDivisorensy stems 
VII.  10. 


Substitution  II.  10,  IV.  23. 
Identische  S.  IV.  24;    inverse  S 
IV.  24;  lineare  S.  II.  18. 

Substitutionen. 

Folge  von  S.  IV.  23;  Gruppe  von 
S.  IV.  23;  Produkt  von  S.  IV.  23. 

Subtraktion  I.  1,  2. 

Summe  I.  2,  IL  1,  IV.  6. 

Sylvester  IIL  14. 

Sylvester  sehe    Determinante   IIL 
14,  VI.  4. 

Symmetrische. 

S.  Form  II,  10,  14;  s.  Form  von 
mehreren  Größensystemen  \^.  18; 
elementare  s.  Form  IL  11,  VI.  18; 
typische  s.  Form  VI.  18. 

System. 
S.  homogener  Gleichungen  VI.  13; 
S.  linearer  diophantischer  Glei- 
chungen Yll.  1;  absolutes  Prims. 
in  [[1] ,  rcj ,  .  .  . ,  icj  VIIL  1—8 ; 
fundamentales  Discriminantens. 
IX.  30;  Fundamentals.  VIIL  2, 
IX.  1;  Fundamentals,  absolut 
ganzer  Größen  IX.  15;  Funda- 
mentals, der  (absolut)  ganzen 
algebraischen  Zahlen  IX.  10; 
Fundamentals,  der  Gattung  IX. 
14;  Fundamentals,  der  in  Bezug 
auf  einen  orthoiden  Bereich  re- 
lativ ganzen  Größen  IX.  15;  Fun- 
damentals, idealer  ganzer  Größen 
IX.  24,  25;  Fundamentals,  wirk- 
licher ganzer  Größen  IX.  21  —  23; 
gemischtes  S.  /i  -f  l^«^'  Stufe  V.  6; 
P.-S.  k  -f  1»"  Stufe  VIIL  2;  Prims. 
VII.  4;  reines  S.  h  -\-  l*«*^  Stufe 
V.  6;  vollständiges  Rests.  VII.  8, 
VIIL  1. 

Teilbarkeit. 

T.  der  Formen  III.  2 ;  T.  mod.  (S) 
VIIL  1;  T.  nach  einem  Äquiva- 
lenzmodulus  IX.  17;  auf  die  T. 
bezügliche  Eigenschaften  der 
idealen  Größen  IX.  10 ;  Elementar- 
gesetze der  T.  I.  5.  Erhaltung 
der  auf  die  T.  bezüglichen  Eigen- 
schaften eines  orthoiden  Bereichs 
IIL  13,  IX.  7 ;  Theorie  der  T.  im  Be- 
reiche [[1] ,  iCi ,  . . . ,  .r„J  (mod.P<*>)) 
VIIL  2. 

Teilbarkeitsbegriffs,    Erweite- 
rung des  VII.  2. 
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Teilbarkeitsgesetze. 

T.  im  Bereiche  [1]  IV.  1;  T.  im 
Bereiche    [[1],  x^,  .  .  .,  x„J    der 
rationalen    und    ganzen    Formen 
IV.  1,  II.  10,  IV.  23. 
Teiler  I.  5. 

T.  der  Null  IV.  9;  T.  einer  ratio- 
nalen und  ganzen  Form  IV.  1; 
Teiler  einer  rationalen  und  gan- 
zen Zahl  IV.  1 ;  echter  T.  I.  5,  IX. 
10;  echter  T.  der  Null  IV.  8,  9; 
größter  gemeinschaftlicher  T. 
I.  6,  IX.  7,  9;  größter  gemein- 
schaftlicher T.  zweier  Formen 
III.  11,  17;  größter  gemeinschaft- 
licher T.  zweier  Hauptideale 
IX.  13;  komplementärer  T.  III.  1; 
mehrfacher  T.  einer  Form  III. 
22;  Primt.  IV.  2. 

Teilresolvente. 
In    Bezug    auf    einen    orthoiden 
Bereich    irreduzible    T.   h  -f  1*" 
Stufe  V.  7 ;  vollständige  T.h-\-  V^' 
Stufe  V.  4. 

Theorie. 
T.  der  algebraischen  Funktionen 
einer  Veränderlichen  IX.  1 ;  T.  der 
Gleichungen  III.  19;  T.  der  Glei- 
chungssysteme  III.  19;  algebrai- 
sche T.  der  linearen  diophanti- 
schen  Systeme  VII.  8,  9;  arith- 
metische T.  der  algebraischen 
Größen  IX.  1;  arithmetische  T. 
der  linearen  diophantischen  Sy- 
steme VII.  8;  Galoissche  T.  der 
algebraischen  Gleichungen  IV.  26. 

Transcendente. 
T.  Funktion  IV.  21;  t.  Größe  IV. 
21;    t.  Mannigfaltigkeit  V.  6;    t. 
Zahlengröße  IV.  21. 

Transformation. 

Allgemeine  (homogene)  lineare 
T.  II.  19;  Determinante  der  linea- 
ren T.  n.  18 ;  Koeffizienten  der  T. 
IL  18;  Koordinaten-T.  V.  3; 
lineare  T.  II.  18;  reziproke  lineare 
T.  II.  18. 

Transformierte  Form  II.  18. 

Transformiertes    Gleichungssy- 
stem V.  2. 

Type  VI.  18. 

Einförmige  T.  VI.  19;  ä:- förmige 
T.  VI.  19. 


Typische    symmetrische    Form 
'VI.  18. 

Unabhängige. 
Voneinander  u.  Formen  V.  14 ;  von- 
einander u.  Wurzelsysteme  V.  13. 

Unbekannte  III.  19. 

Unbeschränkt     veränderliche 
Größe  in  {  A  }  V.  1. 

Unbestimmte  II.  1,  2,  V.  1. 
U.  Gleichungssysteme  VI.  14,  15, 
30;  u.  Zahl  I.  1. 

Unechter  holoider  Bereich  I.  4. 

Unendlich, 

U.  große  Größen  IV.  9;  u.  kleine 
Größen  IV.  9;  u.  kleine  Größe 
erster  Ordnung  V.  8. 

Unendliche  Elemente  einer  Man- 
nigfaltigkeit V.  6. 

Unendlichen. 

Im  U.  liegende  Lösung  eines 
Gleichungssystems  VI.  13. 

Unzerlegbares    Divisorensystem 

vn.  4. 

Vahlen  V.  11. 

Variation  IL  12. 

Varietät  V.  6. 

Ver  all  gemeiner  t  er  Noetherscher 

Satz  VII.  13. 
Verallgemeinerung     des    Kro- 

neckerschen    Fundamentalsatzes 

VIII.  5. 
Verbundene  PrimidealelX.  12. 
Verknüpfung  I.  1. 
Vielfaches  I.  5. 
Vo  1 1  s  t  ä  n  d  i  g  e  Teilresolvente  Ä-J- 1 - 

^«"^  Stufe  V.  4. 
Vollständiger. 

V,    Gattungsbereich    IX.   10;    v. 

holoider  Bereich  I.  6;  v.  pseudo- 

holoider  B.  VIII.  2 ;  wohldefinierter 

v.  Bereich  III.  8. 
Vollständiges  Restsystem  VII.  8, 

VIII.  1. 

Waring  VI.  18. 

Weber  IX.  1,  8. 

Weierstraß  IV.  8. 

Weitere. 

W.  Äquivalenz  VII.  2;  w.  Äqui- 
valenz mod.  (P<*')  Vm.  5. 

Wirkliche  Lösung  eines  Systems 
homogener  Gleichungen  VI.  13. 
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Wirklicher  Gattungsbereich  IX. 

Wohldefinierter.  [10. 

W.  Bereich  III.  1,  IV.  3,  16;  w. 
vollständiger  Bereich  III.  8. 

Wurzel. 

W.  einer  Kongruenz  VIII.  4,  9; 
W.  einer  Gleichung  III.  19,  IV.  6 ; 
mehrfache  W.  einer  Gleichung 
IV.  13;  rationale  W,  einer  Glei- 
chung III.  12. 

Wurzeln,  konjugierte  IV.  14 

Wurzelsystem  eines  Gleichungs- 
systems III.  19. 

Wurzelsysteme,  voneinander  un- 
abhängige V.  13. 

Wurzelsystems. 

Multiplizität  des  W.  VI.  15;  Cha- 
rakteristik des  W.  VII.  13—15. 

JZahl  I.  1. 

Z.  e  IV.  21 ;  Z.  TT  rV.  21 ;  algebrai- 
sche Z.  I.  1,  III.  21,  IV.  7;  kom- 


plexe Z.  III.  21.  IV.  5,  6;  Primz. 

(natürliche)  I.  5;  Primz.  (irregu- 
läre) IX.  25;  transcendente  Z. 
IV.  21;  unbestimmte  Z.  I.  1. 

Zahlentheorie,    analytische  IX. 
13. 

Zerlegung. 

Z.  ganzer  Größen  in  Primideale 
IX.  11,  21,  26—28;  Z.  einer  ir- 
regulären Primzahl  IX.  28;  Z. 
einer  orthoiden  Form  in  Prim- 
formen IV.  3;  Z.  einer  rationalen 
Form  in  Primformen  I V.  3 ;  Z.  einer 
rationalen  und  ganzen  Form  in 
Primformen  IV,  2;  Z.  einer  ratio- 
nalen und  ganzen  Zahl  in  Prim- 
faktoren IV.  1. 

Zufälligkeit  III.  18,  V.  2,  3. 
Zugeordneter. 

Z.  orthoider  Bereich  I.  4,  III.  12. 

z.  pseudoorthoider  Bereich  VIII.  2. 
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